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VI.-A.- 1
INTRODUCTION

Donnons-nous dans un plan une droite £i t deux
points A et B dTun méme cité de et proposons-nous de trou
ver dans ce plan, parmi les arcs de courbe dTextremités A,B,
celui dont la rotation autour de (\ engendre la surface de
révolution dTaij?0 la plus faible possible . Plagons-nous en
axes rectangulaires et prenons A pour Ox : | ’airo est donnée

par l’intégralo prise le long de | Tarc : /rBEffy de

L
Bn supposant cet arc représentable par une fonction uniforme

y(x) , Ifintégrale s’écrit

‘J 2 ny(x) y 1+y TE(xJ dx

Elle est de la forme
b
f(x»y,yf) dx

ou les limites d’intégration o,b (abscisses dos points A,B)
sont données, ainsi que la fonction f(x,y,yT) ; I ’inconnue,
c’est la fonction y(x) (dont y1 =est la dérivée) et il
sTagit de la déterminer, sachant qu’elle prend der valeurs
données pour a et b , de maniere a rendre minima la valeur
de 1*integralo |

C’est a un probléme de ce genro que conduit enco-
re la recherche du plus court chemin entro les points A B -«
également celle du chemin le plus rap3.de pour un point maté-*-

riel pesant assujetti a |lé suivre sans frottement, quand on
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suppose lo plan vertical (probléme de la brachistochrone)
8i 1’on veut s’assurer que la trajectoire reste bien dans ce
plan vertical, il y a lieu drintroduire deux fonctions incon-
nues y(x), e(x) , dans 1Tintégrale exprimant le temps de
parcours. St quand il sragit de surface , comme dans le pro-
bleme de Plateau (détermination de la surface d’aire minima
passant par un contour donné), c’est une intégrale double
portant sur une fonction inconnue de deux variables z(x,y),
quTil sTagit de rendre minima par un choix convenable de cette
derniére fonction

Que | ’intégrale soit simple ou multiple et porte
sur une ou plusieurs fonctions d’une ou plusieurs variables,
sa valeur depend de toutes les valeurs de ces fonctions
Dans |I’impossibilite de | appeler une fonction de fonction,
expression réservée a tout autre chose, nous | ’appellerons
avec MeVOLTERRA, une fonction de ligne ou de surface, plus
simplement encore, avec MHADAIVIARD, une fonctionnelle . Et
c’est a la recherche des extrema de certaines fonctionnelles
que s’attaque le calcul des variations

Dans cette recherche, au lieu de supposer fixes
les extrémités de | arc ou le contour de la surface, on peut
considérer des limites variables dans certaines conditions

(plus court chemin entre deux courbes) . On peut aussi Impo—
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ser aux étres géometriques cherchés de satisfaire a certaines
conditions (se trouver sur une surface quant aux géodésiques
de la surface), voire méme de conserver une valeur donnée a

certaines fonctionnelles (problemes isopérimétriques, dont le
nom vient du probléme isopérimétrique proprement dit ; recher-

che de la courbe fermée plane de périmetre donné, embrassant

| raire maxina } .

| .- DEVELOPPEMENT IBS ILEES

Comme il arrive généralement aux branches de 1*ana-
lyse dont les problemes viennent de la physique mathématique,
de la mécanique ou de la géométrie, le calcul des variations
est loin de présenter dans son développement la continuité et
"harmonie des branches d’snalyse pure . Il abonde en difficul-
tés; et chaque difficulté, une fois reconnue; a été le point
de départ dfun nouvel essort de la théorie . Les idées direc-
trices dans le recherche des extrema de fonctionnelles viennent
des analogies , et plus souvent encore des divergences , avec

la recherche des extrema des fonctions ordinaires
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Méthode des variations de LAGRANQE . Son insuffisance
Métho de de VEIER3TRASS

Reprenons 1Tintégrale

i) = 17 foeyy) o
et supposons que Iaafonction y (x) acqueérant en a et b des va-
leurs données, la rende minima . Soit Y(x) une autre fonction
de méme valeur aux limites, en sorte que la différence
Vi(X) =y(x) -y(x) sTy annule . Relions I’une a |’ autre les
deux fonctions y et Y par la famille de fonctions y +tky
dépendant linéairement du parametre oC (dL=0 donne y |, =1
donne Y) . Pour les fonctions de la famille , | ’intégrale |
devient une fonction grajinaire du parametre numérique 0O

l(oU=J f(x,y+o(Y] ,y’+c(>|’) dx

La différence I(o( ) - I(o) admet généralement un développe-

ment de Taylor en ot (au moins limité a un certain ordre n )

I(o<) - I(o) =o(1'(o) + St|I"(o)+...+ CLC [i(b)(0)+ tU )]

Avec Lagrange, nous appellerons les termes successifs, varia-

tion premiere ~ | , variation seconde 2 B, etc ... de 1’

intégrale | correspondant a la variation de fonction ay =
Que les conditions

$1 =20 2I"O

soient nécessaires pour que y(x) rende mlnima |’ integrale |



resulte du fait que si elles ne sont pas remplies, on peut
trouver des valeurs de o( suffisamment petites pour que
I(ai ) soit moindre que 1(0)
Que par contre les conditions

N1 =0, 0M > 0 (égalité exclue)
ne soient pas suffisantes pour assurer | ’existence dTun mi-
nimum absolu (comme nous le cherchions dans les problémes de
| “introduction) nTa rien d’étonnant puisqu’il en est déja
ainsi dans la question correspondante de calcul différentiel
ordinaire . Mais on pourrait espérer que ces conditions soient
suffisantes pour affirmer | ’existence d7un minimum relatif
(c’est-a-dire relativement a des fonctions x) dont la diffé-
rence avec Yy (x) «soit yj (x), reste petite). C’est ce que
croyait Lagrange, et a sa suite Legendre, Jaccbhi et Clebsch
qui ont développeée les conditions sous lesquelles la varia-
tion seconls reste positive . Or il n-en est rien car une
fonction Y'r:) voisine de y(x) étant donnée, tout ce qu’on

peut affirmer a partir de

(o) =0, I™Mo0)> 0 c’est I(0?) > 1(0)
pour des valeurs de o< suffisamment petites , mais non pas
pour 6t =1 coune il le faudrait pour affirmer I£y] ~ 1fyj

On pourrait étre tenté de croire quo la difficulté n’est qu’

artificielle ; elle est au contraire essentielle comme le
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montre | ’exemple de Scheffer
| =1 (x"y’2 + x y*®) dx

rr

"*a r*o1fi (0] (0] C
Pour y(x) s 0 , [(«( ) =J (x*-o0l* y *+ x oL dx

f SRR
= < X2 ¥ T2dx 4 cCj x W’3dx

-A 1 -a
La variation premiére est nulle ; la varistion seconde est
positive (elle ne serait nulle que pour y(x) =0 T
y (x) 3 *i(b) =0 , Ce qui n’est pas) . Néanmoins , en
prenant pour Y (X)
0 pour -a - x ~ -h et hT- x - a f
+ i(x+h) peur I x i 0et * £(x-h) pour 0 - x ~ h |,
le coefficient de A3 est négatif et pour h L —£ ,supé-
riffilic? en valeur absolue a celui do oC2 #

Des lors, la seule considération des variations
premiére et seconde est insuffisante pour trancher la question-
de 1’existence d’un minimum méme relatif ; et méme relatif a
un voisinage d:ordre 1 > clest-a-dirs en astreignant a rester
petit, non seulement v (x) (voisinage d’ordre C) , mais en-
core Yy 1(x) , car il en est ainsi dans | ’exemple de Scheffer
C’est cette insuffisance qui a conduit Weierstrass a une nou-
velle condition, obtenue non plus en réduisant la différence

1 [y] - i [vy] a son premier terme I | étant préa-
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lablement annulé) , mais en considérant la différence elle-
méme convenablement transformée comme on le verra dans la
deuxieme conférence

Existence a priori de la solution : travaux de f
HUBERT. LEBESGUE. TCNELLI , - La méthode des variations de
Lagrange et celle de Weierstrass qui s’y greffe,partent de la
considération de la solution du probleme. Cr il se peut quT
elle n’existe pas . Par exemple, de tous les arcs d’extrémités
A, B tangents en ces points a deux demi-droites non portées
par AB , il n’y en a pas de longueur minima . On peut bien en
trouver dont la longueur s’approche de la distance AB , et la
configuration, du segment AB ; mais ce segment ne satisfait pas
aux conditions tangentielles aux extrémités . On pourrait ob-
jecter que les courbes de longueur minima vérifiant, comme
nous le verrons tout a | ’heure, une équation différentielle
du second ordre , les deux constantes dont elles dépendent,
ne permettent pas de satisfaire a quatre conditions aux ex-
trémites

En réalité, la difficulté est d’une autre nature
car, parmi les arcs d’extremitée A,B passant par un troisieme
point C non situé sur AB, il en existe un de longueur minima?
la ligne brisée ACB. Encore faut-il que I’on veuille bien ad-

mettre comme solution une ligne présentant en C un point an-
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guleux. De telles solutions (dites solutions discontinues,

la discontinuité portant sur la dérivée premiere) ont été
considérées systématiquement par M.Carathéodory dans sa these
(GCttingen, 1904)

Méme avec cet élargissement, un probléme de calcul
des variations n’admet pas toujours de solution . CTest la le
point de départ des travaux del.r.H..?,bsrt,puis de M Lebesgue
sur | ’intégrale de Dirichlet

ITTfe) =) oo
pour la détermination d’une fonction harmonique u(x,y) pre-
nant des valeurs données sur un contour donné . Dans cette
question d’existence a priori de la solution, les difficultés
sont de deux sortes

D’une part, alors que les fonctions que |’on ren-
contre en physique mathématique , mécanique, ou géométrie |,

sont généralement continues, les fonctionnelles qui se pre-

sentent normalement ne sont que semi-continues, comme il ré-
sulte des travaux de M.Tonelli . Considérons , par exemple,
la longueur d’un arc de courbe 1 . On peut, tout en restant
au voisinage de P , tracer un arc 1 0 suffisamment sinueux

pour que sa longueur soit aussi grande que | ’on veut . Par
contre, on ne peut pas, au voisinage de 1 , tracer un arc

de courbe 0 beaucoup plus court que 1 . On ne peut pas
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non plus tracer un arc Pj] en correspondance blunivcque et
blcontinue avec F* , les éléments correspondants du premier
ordre étant voisins (points peu écartés, tangentes peu in-
clinées I*une sur | ’autre), sans que la longueur de I*y soit
voisine de celle de F . Cn exprime ces faits en disant que,
relativement au voisinage du premier ordre, la longueur d’un
arc de courte est une fonctionnelle continue ; mais que re-
lativement au voisinage d'ordie zéro, elle n'est que semi-
continue inférieurement , Ainsi, les deux notions de semi-
continuité inférieure et supérieure en lesquelles, pour des
recherches toutes théoriques, Baire a décomposé la notion
de continuite (toute fonction a la fois semi-continue infe-
rleurement et supérieurement étant continue et réciproque-
ment) deviennent indispensables dans |’étude des fonctionnel-rt
les que |’on rencontre couramment

DTautre part, alors que dans | ’espace cartésien
représentatif de l*argument d’une fonction ordinaire, toute
suite infinie et bornée de point,s admet au moins un point
limite, dans les familles de vouroes ou surfaces arguments
des fonctionnelles qui se présentent en calcul des varia-
tions, c’est, uns propriété importante mais non nécessaire
de la famille que toute suite Infinie et bernée d’éléments
admette au moins un élément limite : famille compacte selon

M.Fréchet, Par exemple, nous avons vu que n:etait pas com-
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pacte la famille des arcs de courbe de demi-tangentes données
en leurs extrémités

Mais si | Ton peut établir quTune fonctionnelle est
semi-continue Inférieurement, et que la famille des arguments
est compacte, alors on est sdr que la berne inférieure de la
fonctionnelle est affectivement atteinte pour un argument de
la famille . Ce théoréme dTexistence nous raméne au probléme du
minimum absolu envisagé d'un point de vue global, sans 3e pré-
occuper des conditions locales données par les méthodes de La-
grange , puis de Weierstrass

Travaux de M,Marston MCRSB

Avec les travaux de M.Morse, nous atteignons encore
le point de vue global, mais en partant cette fois du point de
vue local, au moyen de la topologie . D’autre part, guidé par
1 analogie avec les fonctions ordinaires, M.Morse introduit,
aprés le minimum et le maximum, toute une échelle de types de
valeurs stationnaires . Par exemple, sur la surface représentat”
tive dTune fonction ordinaire de deux variables, outre le mini-
mum et le maximum, il y a le col (comme au sommet d'un parabo-
loide hyperbolique) ou les sections normales présentent tantdt
un mlnimunl, tantét un maximum , le passage se faisant par les
directions asymptotiques * Déja M.Birklioff avoc son "minimax
principler avait obtenu, en calcul des variations, le premier

type aprées le minimum . CTest de la qurest parti MJlorse pour



VI.-A_-11

pour une systématisation complete

En résumé, entre les deux grands courants d’idées,
point de vue analytique de Lagrange, Legendre, Jacobi, Weiers—
trass, et point de vue synthétique de Hilbert, Lebesgue, To-
nelli, les travaux de M.Morse ferment une synthése et un con-

siderable approfondissement

I'l.- VARIATION PREMIERE

Il y a donc lieu de reprendre la théorie des le

début; et d’abord d’annuler la variation premiere.

Equation d’Euler . - Considérant avec Lagrange
la fonction du palr)amétre
(0O = f f(X,y+t«**] 'y’+ «<y ) dX
nous devons exprimer |’(o) = C . Or , d’aprea la regle de

dérivation sous le signe j
['lol = f* (JLI + Jtl dx
\ I Nyt 1

Dana | ’élément difféerentiel figurent le fonction inconnue y
et le dérivée y’ : c’est précisément ce qu© nous voulons pour
obtenir des conditions que y doit remplir . Ce qui géne, c’est
le fonction arbitraire ta et sa deérivée > et le succes de
la meéthode tient a ce qu’une intéegration par parties permet

de mettre 1| ’une ou | "autre en facteur . Dans le procédé clas-
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siqgue, on opere sur le second terme 2Uiodm o, ce qui donne
| ]

) f"tl 1 ' \-/'wa *y,v*ldx
I'CL/ *3 % g y IX

Le terme tout intégré disparait puisque \ @#) = h (b) =0.

| To\ —

Bt si le coefficient de yj dans 1Télément différentiel n’é-
tait pas ldentiquement nul, pour une valeur x0 de [|’Inter-
valle(a,b) , il serait différent de zéro, soit positif ;

comme nous le supposons continu de maniere t ne pas sortir de

1’Intégration des fonctions continues, il resterait positif
dans un petit intervalle (x0-h, x0+h) . Bn choisissant h nul
en dehors de ce dernier et positif sur lui, 1Tintégrale 1’{o0)

ne saurait étre nulle . En sorte que la fonction inconnue y
doit verifier 1’équation différentijelle du second ordre

d af _ df _ osoit -e2f . . 2f . j)2f  Jo_f _
dx dy’  dy oyT A Aysyf nexgy Ny T O

C’est | ’équation d’Euler—tagrange, dont les solutions seront
appelées extrémales . En général, on pourra disposer des deux
constantes d’intégration de maniére a faire passer une extre-
male par les deux points donnés A et B . Restera a voir si
cette extrémale rend bien minima | ’intégrale 1| ¢

Objection de Du Bois-Reymond .- Pour obtenir | ’é-
guation d’Euler, nous avons fait implicitement un certain
nombre d’hypothéeses . D’abord, peur appliquer la régie de

derivation sous le signe C , il faut que f(x,y,y’) soit
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assez réguliere ; comme Il suffit que et 1 £ existent
ay dyT

et soient continues, la condition sera toujours realisée dans

les problemes courants. Ensuite, dans |’ intégration par par-

ties, nous avons supposé | ’existence et la continuite de

d "df
dx BF" 5 °r* 3 9St légitime cle faire ces hypotheses sur

y’ puisqu’il figure sous le signe f dans la mise en équa-
tion du probleme, il n’en est pas de méme pour y" . C’est la

| "objection de Du Bois-Reymond qu’il a levée de la maniére

suivante

Au lieu d’intégrer par parties le second tenne,
on Intégre le premier e»aie ou U>(X) = df a* , ce qui
donne

i’ (o) = f et .v a*
b Ja =n i

Le terme tout Intégré est encore nul a cause de “(a) ="{1
= 0 . Quant au coefficient $ (x) de , s’il n’était

pas constamment égal a sa valeur moyenne C, définie par

Jg $ (*' 7 C] dx = 0 , on pourrait prendre
(*) X< [$(*) - c] dx
car alors (@) = M) =0 , et I’on aurait

ob *b
L= = £{$—C)$ax= f -o)”ax -Jpb($-<rtcax
a
1
/ (4> =) dx 0
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Ear 8'ix*Qy le fonction inconnu© 'y doit vérifier |’ équation

integre-différentielle

-1 = f* 2j.ix + cfce
dyT dy

Bien entendu, quand il eat légitime d’en dériver le premier

membre, elle est équivalente a | ’équation d’Buler . En par-

ticulier, si ~ A7 ne s’annule pas sur y(x) dans |’inter-
n *

valle (a,b) (on dit alors que 1© probleme correspondant est

Vija

régulier) , a condition que les dérivées partielles de —5-::

y1

existent et soient continues, la théorie des fonctions im-
plicites permet dfafflrmer |’ ’existence et la continuité de
y” . Mais il y a des problemes trés simples qui ne sont pas
réguliers, en particulier, d’aprés ce qui vient d’atr© dit,
les problémes qui conduisent & des solutiens discontinues
Extréemités variables . - En supposant variables
les extrémités A,E, de | ’arc d’intégration, si le minimum de
| Pintégrale | est obtenu sur un certain arc d’extrémités AO,
BQ, c’est en particulier le minimum relativement aux arcs
d’extrémités fixées en A0 o B, C’est donc parmi les extré-
maies que doit étre cherchée la solution du probleme . Ccmme
elles dépendent en général de deux parameétres, o( , A r au
moyen desquels on pourra exprimer aussi les coordonnées des

extrémités A, Bt |’intégrale | deviendra , pour ces arcs d’
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extrémale, une fonction ordinaire des deux parametres numé-

rigues /M
*(<* ,(h) = / foIx»y(x,«*/*)t y*(x )J  dx
a(o<,/S)
Selon 1Tldée de la méthode des variations, nous

nous proposons dTen annuler la différentielle premiere par

rapport aux parametres . Celle-ci sTécrlt d*apres la regle
de différenéiatien dTune intégrale
ib Pl / f
1 = Lf(x,y,yT)*SxI +j f af gy 4 Ay A dx
-3 «a \ dy ar’ /
et se transforme par le procede de Bu Bois-Reymcnd en
, 1b
[fix+y (T < 8y =
Compte tenu du fait que (x,«*,/$) est une extrémale , Mr-
tégrale vaut Fe 9 yl et | Ton a

3= [B T,

Introduisons les parameéetres directeurs de la tangente a la

courbe lieu de A
dx = " a : dy = ylx(a fi) $a+ <y ;

de méme pour . Ce qui donne
%= i§-yM| Jax+4 | B

Le raisonnement déja fait en fixant les deux ex-

tremités peut étre repris en n’en fixant qu’une . Il est
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donc nécessaire quTen A comme en B , on ait 1

f- Ef“r (y-Fdx -0

Oette relation entre les pentes yf de |’ extrémale et gi du
lieu de | fextrémité est dite relation de transversalité ;
elle géneralise celle dTorthogonalitée a laquelle elle se re-
duit quand f(x,y,yY) est de la forme g(x,y) yl+y~. En
genéral, les deux relations de transversalité permettent de
déterminer G et A . Restera ici encore a voir si l*arc

rend "bien minime | rintégrale

Forme paramétrique . - Jusqu”™ présent , noue
avons supposé les arces représentables par des fonctions u-
niformes y(x) . Dans | Texemple de la surface de révolution
minlma, il est évident que si la demi-ibvr v » s t rencontré”-
en plus d’un point par une perpendiculaire a | Taxe, en ré-
duisant au segment de perpendiculaire compris entre les points
extrémes la partie correspondante de méridienne, on obtiendra
une surface moindre , liais la nouvelle courte, comprenant un
segment paralléle a Oy, n’est pas davantage repréBentable
par une fonction uniforme y(x) . Dfou I*intér$t d’introdui-
re systématiguement, comme | Ta fait lilfcierstrass, une repré-
sentation paramétrique x(t), y(t) , LTinconvenient, cfest

quTun méme arc est susceptible d’una infinité de telles re-
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présentations.

En particulier, nous voulons que la valeur de

| intégrale de la forme

b
- Ja f(x Y.x1.y*) <t
soit indépendante du choix de cette représentation . Soit
donc t = cp(ul, avec (Xr) a 0 » la relation entre les

deux parametres variant dans le méme sens. Exprimée avec le

parametre | tintégrale s'écrit
. 0]
l — jj tu 777777 - 1- w-T- ) d /0
et devient, par le changement de variables t = (X))
1* {é TOLY, XY Tyt ) % -
On doit donc awoir, quel qubé soit o ¢

f(x,y,>xr,"y») = A f(x,y,x»,yM
ce qufon exprime en disant que £(x,y,xT,yf) doit étre posi-
tivement homogéne et de degré 1 par rapport aux variables x*,
y* . Dans ces conditions, les deux équations intégro-différen-

tielles
t t

& H« *eo 1 STat o e
a

a
auxquelles conduisent des developpements calqués sur les

précedents se raménent | ’une a 1Tautre

Dans le probleme de la surface de révolution mi-

nlma



| — rBZHy ds = /

» A

la fonction f ne

b

-d

renferme pas x |,

équation s’écrit fort simplement

----- 2LU-—--—- =n
VX Ny’ >
En Introduisant | “angle polaire 9 de la
te C '
Y —Zcs qu’on peut poser
dx = & = cd
tgB T
Les extrémales sont alors les chainettes
y = Cch x ~ xo
G
Sauf toutefois pour la valeur zéro de la

en sorte que

VI1.-A4-18

2Hy VX’*M -ydt

la premiére

tangente a la cour-
N
c chcp,

d’axe

constante O on

doit alors se déplacer perpendiculairement a | axe (x’=0)

ou sur
points A et

distances a

pour la chainette qui les joint,
A Af BT B , A’ et B’ désignant
de Aet Bsur 0 .
Ainsi apparait sur un exemple simple

des solutions

qui permet de

| axe (y

B sont

discontinues et

les

0). Et
relativement éeloignés

., le minimum de

du proceéedé

atteindre. Par contre,

| ’on constate en effet que si

maifcs pour la

les projections

pour

les

par rapport a leurs

la surface est obtenu non pas

ligne Prisée

orthogonales

| intérét
de Lu Bois-Reymond
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multiples, alors que |’équation différentielle d’Euler de-
vient une équation aux dérivees partielles, le procede de
Du Bols-Reymond n’est plus applicable . CTest la le point de
départ des recherches de MHAAR, principalement sur le pro-
bleme de Plateau ou la nature géométrique de la notion d’ai-

re permet de considérer les intégrales au sens de M.Lebesgue,



