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Introduction

L' étude algébrique des fonctions algébrigues sfest
»cuvent développée par analogie avec la théorie des corps de
nombres algébrigues . Or, quoiqu’'elle soit dforigine bien plus
récente que cette derniere, on a constaté souvent que les ré-
sultats s'y présentaient plus simplement. On peut donc penser
gue | Tétude algébrique des corps de fonctions algébriques, ou-
tre son intérét propre, peut encore nous suggérer des idées
pour attaquer le«» problemes de la théorie des nombres

Or, on sait toute | fimportance de la fonction ~(a)
introduite par Riemann dans 1*étude du corps de nombres ration-
nels, et généralisé plus tard par Dedekind pour tout corps de
nombres algébrigues # Ces fonctions sont dTune étude tres dif-
ficile et beaucoup de problémes restent encore sans réponse.
La fonction No(s) de Riemann est définie comme fonction ana-

lytique de la variable complexe s par lTexpression ;
00

yalaprv .

lorsque la partie réelle yi[a) ~ 1 , p parcourant tous les
nombres premiers. On montre que (s) est régulier et uni-
forme dans tout le plan des s , sauf uu point s =1 o0 il
y a un polo simple de résidu +1 * Si |I*on fixe la partie réel-

le de s |, N (s) est presque-périodlque . La fonction



A(s) - SINMTL 0 () A(«)

est une fonction entiere invariante par le changement de e
en 1-s . W(a) sfannule pour s = -2, -4, ... ; elle n*a
aucun zéro a partie réelle 1 comme le montre immédiate-
ment le produit infini . En exceptant les zéros réels et néga-
tifs , on montre que A)(s) s une infinité de zéros dane la
"bande critique" 0 ¢-¢Ma) 1 symeétriques deux a deux par
rapport a 18 droite £R(s) - 5 et par rapport a Il*raxe réel
Il n*y a pas de zéros sur les deux droites limites (RIb) * O
et <R(s) —1 ©Ot ce théoréeme est équivalent eu théoréme des
nombres premiers qui dit que le nombre de nombres premiers In-
férieurs a N est asymptotique ment équivalent a --—-—-—-- — . Le

nombre N(T) de zéros de A (s) dont la partie imaginaire est

comprise entre 0 et T est

1 1+1¢c _JI :
N(T) = art Tlog T ° 1+a°rf'gL1l + CT(iogT)
On sait méme quTil y a une infinité de zéros sur la droite
Sli a) % et que leur nombre est supérieur a ¢T , c étant une
certaine constante . La célebre "hypothése de Riemann" consis-
te a affirmer que tous les zéros de }<*) de la bande critigue

se trouvent sur la droite JR(s) — "o e La démonstration de

cette hypothése permettrait dTapprofondir considérablement nos
connaissances sur les nombres premiers, mais malgré tous les

efforts faits dans ce sons , on n’a pas encore pu y parvenir



IDedefrind a généralisé la fonction A (s) a un corps

de nombres algébriques k de la facon suivante

ve =JirVz-Lw
jf IF]S Zov N

v parcourant tous les idéaux premiers de k et Ins tous
les idéaux entiers . | I  est la norme de 1?idéal xJ/ , c'est
a-dire le nombre de classes d'entiers de k différents mod.tW>
Cette fonction No(s) fouit de propriétés analogues a la
fonction de Riemann . Son Intérét principal consiste dans la
relation qui la lie au nombre h de classes d'idéaux
Rappelons que l'on dit que deux idéaux appartiennent a un© mé-
me classe si leur quotient est un nombre de k . Le résidu de
"% (s) au pole 8=1 est alors ah , a étant une constante
dépendant des unités et du discriminant de k . Cette fonction
No(s) de Dedekind est encore plus compliquée que celle de
Riemann et on ne sait méme pas s 'il y a une Infinité de zéros

sur la droite Sjjs) = —

La fonction de Dedeklnd nous montre comment on peut
passer a une fonction h (s) relative a un corps K de fonc-
tions algébriques . En effet, ce qui correspond a un idéal,
c’est un diviseur entier . Nous chercherons alors a définir
la norme jA( d'un diviseur entier A de facon analogue a
celle d'un iclual . Les entiers du corps devront é€tre rempla-

cés par les éléments de K entiers par rapport a A, c'est a



dire dont le diviseur dénominateur ne contient aucun diviseur
premier figurant dans A . )n particulier, soit P un diviseur
premier de K, u une uniformisante locale correspondant a P,

tout élément z de K entier par rapport a P, peut se mettre

sous la forme z =°10 +xq U+ ne contenant aucune
puissance négative de u , 0<0,0<",... appartenant a une ex-
tension Kk finie du corpa k des constantes de Z . On a
alors z = Ol (mod P) et il y a autant de classes (mod P)
de tels éléments z qu’'il y a dféléments dans le corps k *
Pour que ce nombre ne aoit pas infini et que | ’on pniaae dé-
finir convenablement |P | il faudra supposer Kk * formé
d’un nombre fini d’éléments. 1l faut par suite que k* | et
donc k , soient de caractéristigue. p ~ 0 , et il suffit que
k soit lui-méme formé d’'un nombre fini q = p 7 d'éléments.

Si f e8t alors le degré (k Tk) de | "extension k* / k
c’'est-a-dire par définition le degré de P , il y aura ¢
classes (mod P) d’'éléments de K entiers par rapport a P et

nous conviendrons de poser

wf
P - q
De facon générale, n étant le degré du diviseur entier A,
nous poserons la| = qn , Avec ces conventions, nous défi-

nirons formellement

& =T rriz;* v W



P parcourant tous les diviseurs premiers de K, et A tous les
diviseurs entiers

Ces fonctions % (s) ont eté étudiees pour la pre
miére fols par M.Artin dans sa thése en 1924, dans le cas ou
K était un corps de fonctions hyperelliptiques. Sa définition
non invariante par les transformations blrationnelles de K ,
a été remplacée par celle que nous venons de donner psr M.
F.U 3chmidt en 1931 et étendue par la a un corps E quelcon-
gue. Nous allons étudier cette fonction a (s) et nous ver-
rons que l*analogie avec les fonctions de Riemann et de De-
dekind est tres grande, tout en étant "bien plus simple que
ces dernieres fonctions . On peut d’ailleurs en déduire des
résultats analogues pour le nombre de diviseurs premiers et
le nombre de classes de diviseurs du corps K . Mais , il vy
a plus* et c'est la un résultat découvert par M.Hasse, dans
le cas ou K est de genre g=I

, on peut démontrer | "hypo-

these de Riemann et montrer ainsi que tous les zéros se

trouvent sur la droite ~".(s) = im_ .La démonstration consis-
te essentiellement a établir | ’identité entre un polynédme

du second degré, dont dépendent les zéros de (s) dans ce
cas, et | ’équation du second degré vérifiée par un méromor-

phisme particulier J1 de Z , celui qui transforme tout é-
lément de E en sa puissance g” me. On obtient ainsi une si-

gnification des zeros de la fonction 'S (s) qui peut nous



suggérer des tentatives semblables dans ['étude des fonctions
de Riemann et de Dedekind .

Les diviseurs de K.

1 il - -1 - i

Pour éetudier la fonction (s) nous sommes con-
duits a examiner d'abord les diviseurs entiers d'un corps K
dont le corps de constantes Kk -est de .caractéristigue pj’\‘ro
et ne contient gqgu'un nombre fini q=p" d'éléments
Un tel corps est une extension finie de degré du corps
des entiers (mod p) et par suite, est parfait ,

Le nombre de diviseurs entiers d'un degré n donné eat

fini

Sn effet, soit A :5(/ Pgi un diviseur entier de

1 r
degre n . SI f”~ est le degré de P» , on a donc n = L- enfA

avec e A O . Soit z wune fonction de K . Si P. figure au

diviseur dénominateur do z ,—<@— est divisible par P,
Z1i 1
Si P* ne figure pas au diviseur dénominateur de z , il vy
a un polynébme c¢c”"(2z) de k Cz3 degré au plus 9jni di-
*e' Vv
visible par P"i , Donc, A divise le diviseur d'un élément de

- e
la forme (~) c{z) ou e —n et ou <c¢(z) est un polyndébme en
z ae degré au plus égal a n-e . Or k n'ayant qu'un nombre
fini dTéléments, le nombre d'éléments de la forme précédente

est fini et par suite aussi le nombre de diviseurs entiers A

qgui les divisent
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Le nombre desclasses de diviseurs de degré 0 est fini.

Noua déaignons ce nombre par h
Soit encore z wune fonction de K et m= ~Kik(z)).

Prenons n = n m multiple de m suffisamment grand pour que

nA 2g - 2 , g étant le genre de K . Le diviseur numéra-
teur d’un polynéme c(2z2) de k fz} , de degré n en z |,
est alors exactement do degré n.m = n , soit Cn <ce divi-

seur . Désignons par Cg un diviseur de degré 0, le diviseur

OoCn est de degré n . CchniO n ~ 2g - 2 , le théoreme de Rle-

mann-Roch nous apprend que la dimension do la classe de Co%l‘

est positive, c’'est-a-dire , il y 8 su moins un élément de K
multiple de  ---------- , donc dont le diviseur est de la forme

C»X cocn . | ;U B 1
T ou C%, est un diviseur entier de degré n . Il en
. 0N . . . c»n
résulté que CO appartient a la classe du diviseur --—--—-- “

®n

Or le nombre de tels diviseurs est fini , car Cn et C*n
sont entiers, il en est donc ainsi a fortiori du nombre de
leurs classes . Nous désignerons par h le nombre fini des

classes de diviseurs de degré O

Les degrés des diviseurs de K sont multiples d*un certain
entier d . et lorsque n est multiple de d , le nombre dea
classes de diviseurs do degré n est h «

Les degrés des diviseurs de K sont des nombres entiers

il y a donc un diviseur B dans K dont le degré est minimum ,



1oit d~ 0, ce degré , Il en résulte que les degres des di-
riseurs de K sont des multiples de d . Soit alors Cn un
diviseur de degré n = md , le diviseur Cn B = CQ sera
de degré O . Tout diviseur Cn de IL peut donc se mettre sous
la forme COBm . S étant un diviseur fixe, ce qui démontre

la deuxieme partie de la proposition
Le nombre de diviseurs entiers d’'une classe JC, de dimen-

sion r es{ B— | JL

Soit A wun diviseur entier de la classe dC . par

hypothese le module des éléments z de K multiples de A~

est de dimension r , c'est-a-dire , on a z =72.z| + ««*

Lt Nz avec dans k , Il y a donc qr - 1 tels

éléments non identiguement nuls . Or, avec z , les éléments

A z , et ceux-la seulement, ont méme diviseur, A étant un

élément non nul de k . Il y a donc — diviseurs entiers
r q -i

dans la classe Z donnée

Etude analytique de la fonction No(s)

(s) est une fonction analytique et réguliere

dans tout le plan des ja sauf aux points O et 1 (mod
2 m

logq

pectifs -- - ejb N e e Elle est pé-
(q-1)log qd (g-1) g**log qd
riodique de période 271
loggd

t R : L
T " ou elle a des pbles simples avec les résidus res-




Dans la fomule ¥ (s) =1 1I-—, ou A parcourt
" A |Al
tous les diviseurs entiers de E , nous allons faire la somma-
tion en groupant les A dTabord par degré et ensuite par clas-
ses . Nous désignerons par n une classe de degré n et

de dimension rn . En tenant compte de ce qu*il y a h «clas-

ses d?2un degré donné, on aura
ocC

rdn _; i 1 rdi
(s) d 1 gans q-1 ans i ! -as1
=C ) - 1-1 -1
a=CA\ ¢ 4y dn=C a
lorsque tR({s) 1 . Les diviseurs des différentielles de K

sont de degré 2g -2 , donc 2g -2 est multiple de d . Or

Si dn -a 2g -2 , le théoréme de Riemann-Roch nous indique
que rdn = dn - g + 1 . La série [/ J- converge donc
A |A18
pour ~(a) A i et on a
2 q \ o . +1
in-
-1 Z dné -1 "a-ci3-|
dn=oWgy,* 4 9 dn:Zg-2+% q a q 1
1 h g-l h
(@) V ( o + 1
ou T-T ) est un polynébme en --Ag_ de degré 2g - 2
q
Le théoréme énoncé s’en déduit immédiatement
Comme la série £ 1 converge pour 1R/s) 1,
A (A{3

et représente (s) , il en est a fortiori ainsi pour le
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produit H = - r—* . Nous en déduirons le théoreme suivant:
P

Le corps K contient des diviseurs de degré 1 . c'est-
a-dire d =1

En effet, soit Kk une extension de degré d de k
k aura alors gd éléments . Soit K* = Z k* le corps
de fonctions algébriques correspondant . Comme le degré f de
tout diviseur premier P de k est divisible par d , le corps
des restes GI de k (mod P) contiendra un corps isomorphe
a k . Dans l'extension de K a K , C deviendra une

somme directe de d <corps de degré %j sur k * , donc P

se décompose dans K * en d diviseurs premiers P* de
degrés | . On a ainsi (ol | = (4d)* = gf = |P|] et lIs

1ot montre ,ue t* ,s)=[* (s)] 4

P JP*F J A

formule N*r(s) = f

Or les poles de (s) sont aussi simples, donc d = |

La fonction q 9-] )a lis) est invariante si on change
s en 1-a
Prenons d'abord le cas du genre g=0, alors
& - 1 ; en effet, il n'y a pas de différentielle entiere et
rn “ n+l » donc la dimension d'une classe de degré 0 est 1.
Par suite, 11 y a un élément de K , pultiple de tout diviseur

de degré 0, c’'est-a-dire dont le diviseur est précisément le
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diviseur de degré 0 considéré . On a donc
co po
\ n+l - , \
X031 ® L= —qin— emrs' ¢ — (I+<i+... +<in) pis- -
n=0 q 1 q n=0
<*> jbSL _60.
. : . n
\ i . ad) _i o+ - >/ | / ) Q__
'Z _ana + + - N
m=0 n=0 n=0 a3
1 1 NS O/ _ X -1 1
a et - "= =
SO( 1- 1 9 1g-» 2 3. |

Sous cette forme I|*invarianoe de o] 50 8) ~8r la "rans~
formation de e en 1-s est en évidence
Soit maintenant le cas g ~ 1 , On aura
<g-i)ey(a) = (g-i)8v (i )+ h q(g-1)(1-8) . (g-lls
J 89" f:1 t <TU *s)-I g 3-X .
L,invariance en guestion est en évidence sur le crochet

Dans le polynéme 'y (at) elle résultera du théoréme de Rie

mann-Roch . Désignons par n_f la classe complémentaire
de n . par n* son degré et par r?nt sa dimension

le theoreme de Riemann-Roch nous apprend que Moy = r’;l1'»+ n
- g+ 1 avec n+n'" =29 - 2 , ou sous une forme plus
symétrique n-g+1=-(n*-g+1) etrn -18=1r» - Sf
On a

dis-1)aU (~) = ~lg~1)3 282 1A

n q-1

*3 W fe*7
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e-3 272 n
qr))
= q-1 / i (n-g4-i)(s- 1)J
n=U\«En g

ce qui démontre l1llinvariance, le changement de s en 1-8

faibant passer d’'une classe a le classe complémentaire

Le8 zéros do Aj(s).

La fonction As(s) ne peut s’annuler que dans la
"bande critique” définie par O {a) £ 1

L invariance de q 'la  (3) par le changement de
8 en 1-8 montre que les zéros de ~(s) sont deux a deux
symétrigues par rapport a la droite 5R (s) é .11 suffit
donc de considérer le demi-plan Noo(a) An . L’expression

-A(s) =i f e r— ) montre que K(s) »~ 0 si 2~ [Ja)nI

Il en résulte donc aussi *>(a) 1 0O pour R (s) 0

Le fait que (a) 0O pour S (s) =1 se déemon-

*>
tre comme pour les fonctions X(a) de Is théorie classique.

Pour une fonction analytique f[s) on a |

[im (z-zn) 1..J,z' = ordre de f(z) en z0
z=z0 - f{z)
€ et t étant alors des nombres réels, t 0O , et k un

entier positif, on peut écrire

im ogo vV (rt) o imee VUHIKEER Yy
c=0 ~N(ater £=0 A(T+ikt+0
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y étant | fordro de la fonction ~(s) pour 8 = 1+ ikt
aQ
N

Or logfya) = -/ log (I- -~-~g\= ¥1 5 —P n?
N Vv Y, lpr/ ée:n P »l%
En posant S = 6%+ it il vient :
> 00 -
: log |P| gl
31 JSLUL p\ms > r [p|mé- °oe(atlog]i])
"(a)d .n£l >m=| F

On peut donc écrire

ao
. —1: log Ii 3 1
« 2M™=¢s>p=1im E x
! A ' gien (2 X2 g ,coa g
m=l| li Im 1
ou Pm=mt lo6 Ipl -
Or 8 + 2 C08 ¥m+ \ coa 2 *m ~ <l+ooa <fm)2 - 0
donc 3 .23 -1 R .
2 , "4 A2 70
Sl alors *><8) avait un zéro pour o (s) =1 , en
vertu de la périodicité il y aurait aussi un zéro 1+it tel
gue 0 2t . Si alors le point [+2it n’est pas
log ¢
un pb6le, on aurait \' A~ 0 et 1 A 0, ce qui est impos-
sible . D’autre part, si I+2it est un podle, le point 1-it

conjugué de 1+it, ooinciderait avec le point déduit de 1+it

en retranchant la période -~-|2ni . f ce serait donc un zéro
0g q
double de " (s) et ~ 2, nN2= -1 . Onvoit qu’il y

a encore impossibilité

J
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JusquMcl la théorie exposée de la fonction " (s)
est tout a fait analogue a la théorie des fonctions clas-
siques . Nous allons maintenant développer dTautres résultats

et nous commencerons par démontrer le fait suivant

On a V. 3>= \ (s) L(s) . (s) est la fonc-
tion ”~ <correspondant au genre g = 0 et L(s) wun polynS-
me en de degré 2 &de la forme suivante

cl
Ni - +1 N %
L(s) - 1+ iy,
q <rgs

Ni est le_nombre de diviseurs entiers du ler degré de E (ce
sont des diviseurs premiers ).

Sn offet, on s

q+1 a _ 9 ,,s-I N
AGTST - 1" -¢5 . pzr - g+ & -Dcd7a 4

Sn multipliant par
N ”
b LT q2a ,5 h qcFT,\ 1 h 1
VAl *—ﬂ_ K—priFlTa~ ~ +~v
n=0 VX n /

on voit bien que |l'on obtient un polynéme L(g) c¢cn 1 de de-

gré 2g

Le coefficient du terme — — est JoL / q'29-2 - A., qg
*293 /29 «-1

Or si Zg-? e3-t la classe des differentielles,, r%g_z = g,

tandis que pour les h-1 autres classes ZZ{%%Q » on s



