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1.- Matrices. -o0it t/""un aunuau 8>Qa; n él«:aent tuait« . Une

antrildc cio cet *mne >u est un t-ble u . un «l«ucnti8 de 1*

anne a». : .
/ q*_» t o KXo X STEN
Qr. U .. .. &lr y* |
Al D> s )= (SXN)
yaH/ . c*rr /

Une matrioe est nulle si toufc scs .»lwolentw sont nuls.
Soit ueux a trieées .1 et B y nt chacune le mCaie nuabre

de Hlignes et de colonnes. Ou pose :

A B » {cLe>+ )
31 nn est un nonbre- de J"', le prodiiltTIA cet défini p™r
N et de »eme A "™ —(d.'] 1))
cunfin, soit A et B deux actrices telle? Que le nombre
des colonnes de soit *gyl «u nombre de lignes de B . On

appelle ~i1lore produit >B, IP*1 ja:trice :

C* (
od N/-ft-

Toutee ces ¢«Finition, s"expliquent a’elles-aié-nes qumd
on considere une a trice A ooluae déUnissant une substitution
lin«aire N

N N OA A\ ~ NN

Une telle substitution peut d"ailleurs elle-uC.,ic s"«cri-
re :



)y 431 )

On dk<@uivy i dlidalat esent des définitions les regies sui-
vantes
A 0] » A

A+ {B+ C))> (A+ B) +C

A(A+B) = "NA4 "N 3 lorsque les opérations
(*» +B )a = A~ + B~ effectuées ont un sens
A BU “ AB.O

A (B+ 0) * AB ¢+ AC
( B-C) A > BA + GA
DMnMs 1 suite.de cette conf«wreroe, noue re consideéererons

>>
plue e dee a fdces carroes d(ordre n.

%

2. - Toutes les la tircee oarrece d'orure nNn dhns un -Iefit J~
forgent un ari Nu, l'enue™u de cactrices conmplet ( ou total)
sur IT'

Cette l'une™a "d-jet X~ ame dormaine d'oporateurs a droi-

te et a gauche

Posons I f 40 A 0
Xlof "
[ |
O peut <«crire toute a trice sous la fome

A = (oLch ) =2¢ir] e «<Z ecj

et inverserment . Oy nfa A =0 qge si , * O quelque soit



i, J. Les sont dits slcutate Uc u-ae de 1" anue U de .U tXi-
<7 -

ces per r p ort a .
D*"apres la regle de multiplication des metrioe*, on a
«t e« = ° el Jdph

C =
L*arme u de rastricea Pdraet wm ¢louent unit®™, la ja trioe

1 0 ...0 0\
1= o 1 ...... s=0 _—f—eII -___+ e
-1 *1 -H -
U e 1/
- Supposons Maintenant que J~soit un corps K . un ausigne

elors 1"anneau de actrices d“ordre n sur K par K~ .
Thooréae |1

Kh- est uwi tlanxC-.u simple, c"est-a-dire qu"il n"existo
pce d"fi-trea i1déaux bilatéres que (0) et lul —meme

.on effet, si est un tel 1i1dcal, et aun «lwaent ™ o

dc JI, soit :

1 = b e
d-g 4

soit X< N o , \JL contient aussi :
~»r> c&a a e cak

quel54ue soient k et k, donc <X = X

."Toutrone qf~ 2 v peut etre docoupos* en une tsma";* direc-
te d* idéaux a gauche lainiaa . 1l est facile d"avoir ici une

telle décomposition

/,= (e 0O ....e” ) est un tel ideal



en effet, o si kr . r
0, e. =4 doxc e o = | ~
-N ai k 3 i el V4
pr aul &< russi
< 61-, agulgque soit XE KN
U'autre part, "Nest niniaura, c*xX si S et Ar °
aoit <= _ cct+="NC+
et si A p o -Xlcontient aussi
<C enn = e quel ogue soit h
ODoo tout aluaent ™ de engendre tout l'idel, oe
qui aontr*x. e 'i-lest aniaum . -‘ere  tiisonntiaent pour
SRR o« *u L

dou il suit gque
&~ s'l-, &N uS--1Q 'thr

saoyeee directe de N id<aux a gduoht -

B.- Thvworeae fond w=nntN de :'Boolig&n==.etidcrbum
S—1Fintartt des anmeaux a a' triuee reside das le txToeaes
fondamental de :'a™ol™gun-#ed&dcrbnm : Toute I~ebre siaple
est isocaor™the (| un armeau ce Motrices bvu un oorps

( iiappel de la dciinition d ue algebre siaple ; armneau
sans radical satisfaisant A la condition .ainiiaale pour It a
idc aax a gauche, et rraytnt pfis dT™utre ideéeal bil~Mtdre e
O et I*anmeau lui-ilaeme ).

L- desaonsc¢raion ague nous allons donner, due a "Nartin,

et nmnon publiege, * fait en deux <«<bt>> pee



5.- ai.ere partie dt 1 d«aon«iratioa
INfini T.iocd s Uh anmeau 9 <buac ulament u it« cet dit
posseder au eyeteive d'uuitgB matricielles e <(Ci,Jd3 =1,..Nn)
si les e« bot uU=e /et e=rtiafont hux ooudxtiona
\V4
( CSRE = O si 1?2 *
<1)i a& * Cc™*
(L =eHH N etr+ ——+ e,"
Theordéae. — &1 uu aervTe-u possede un sste -odTunitdo rasti’l1l——
cicllffeB e Cy 11 est isomorphe a. | lsre U dea ai trices d'or-

dre N a utoeifiolcnts d us le aocoue- Nne™u 7k de 0" oo gposxa
des Nenaernts de percut blee "« c toua lea c<=a.

fortaona lee «louent? de . Soit X <5 ¢r- . ~"OBona :

Y (X) - (; e,—,!

O a Yy 0V << X << - cNy
Boo Y 6 V. In/vcreeiaeut ei Y 6 on a
T €, Ye L T L ey =Y

Ueol pose, a X "Nfaisons correspondre 1= matrice 3 ootiiffi-

olenta dus

x = ( )
ou a- =y ( e, écx ©¢f)
On a x +x1 =37 +x 4

IFautre purt,
v (e x e- ) =" ex X e-.
ot Vv (e-X xXx1le ) =7e X X &= xe e X e-

* r£’,y ( @1—x <©(—(_)»y*ge xX'e )

<



et p*Ir suite X * 3 X.X*
Inverse aent, soil; T= (<&*") N trioe dc I"enntsu
des antricea but . Il cxiste an seul «loment x de ¥ tel

que X =H . «n effet, e* on tfcrit 1*equation

- e X e - = a-u=
~ AV \ A
on en tire
| a= %6 8 *t*m X

Done X = X esc ux_ 1sailaorphle.

6 .- Deuxtame p rtle de 1% dfctmonjr tretlon
Soit maintcn™nt ) une slg”™bre simple . 1iove »lions for-

mer un s,yBtéme d"unitcs m&trloiclles d™ns ) f D??pr6s le ler

thbor&nxe df .‘auolrgen-»/"cuderburn, ell© ae a«uoppose en une

s0.&1Be direct«, de n i1d«tux 4 g&uohe minima

15 " Wt

/0 81 1 £ J
sveo e.e =3

~=a Bl =3

1 a«< + O ¢ + Cz _
lious poserons
Si.= e ->¢€

Cent un aodule de ) . ( Ceet asue ul eous-anne-u, aals si

i F J I© proQuit de deux no.ubiee queloonques est o )
diaa aurons 4 < rvieager detl produi as do nodules . 11

est olrir, de f*on g«nur le, gqut ai ~et f0 eont deux NModu



lca O’un anneau . Lea somates de proemité 2o</5, C fjCXL
d«.fXiix8sent uwri nouveau Mmodule qu'on dusi™ne pa\72<it Ce pro-
duit est associatif et distributif

-A) utuae de ru Dfune fayon p.ue gonurale , soit un an-
neau, e un idciapotent dei et uonsidorons le ¢nodule e Ji~e

qui cet dvidern:uent un aous-anneau de I, et nNn'est p>a nul puis-
qu’'il contient e = e o . e est d'ailleurs unité de c¢le

Soit™ un idéal a gauche de elTc . On a

-lUYj = * Hyj ss e

d' oa | ~ e \XAr

et eVvVy)= e e. W =~
126 correspond anoe 4/J JT » est donc biunivoque . Donc,
ai 1 sitisi it a l condition du minittiui ( ou du iaaxi.uuia)
pour lea iuxsiut a gauche, il en cat de it de e} e
De plus 'f! = YKj.e =Y . )
done, ai \~ cet Pcmi-glaple, e Te est suasi ae il -alaple .

Suppoeone maintenant que * e soit idaal a g-uche uinl.au.a
on s = 4U e £y'e
Donc * 0 'K] » eYI™j *0, ou f\U]= Yv i) =efe

Jonu Ilca seuls idéaux a g.uuble de e /" e sont o et eJUL

rar suite, e/ e est un corps , 0O¢d si on considere un olouent
&V de eY e, I'idoal a gauche engendre par aest = o, donc
est identique a eTle. Par suite, il existe un b tel que

bo=e b (e fe



Jrutrozaent dit, 1l existe ur* inverse a gauche et une unit®

donc & cet bien un corps ~ .

~onstruction des ely
Supposons @ intenf-nt ~ siaple .
On» fijflk = { « j f®K
:.iBle """e.”eBt 1d«&l Dbilstore d*ns ~ t et di.f “rent de o

puisqu®il contient e = -0 Fodonc est ™~ 0

= * °tVe) AFri~cE =°
on e YuT o O Tk)
Donc. Ye<- rO
et p-.r suite Y™™ Fo quels que soilent 1 et J

roeons, e T* e<(, choisissons d™ns ( 1I=*£,...n)
un ciwent et p o . a a

ev = £ «-¢"H

ou oNn=0o"N ©
Doc, efell = ef£kfe,= eX <

Y' ®,«c<» 1©Lr o

De psus , Y AU cl= ~° A opojec< C Y*O©O~»
et " etest id«fl a gauche dcas fi4d , doxc
T ec = T¥9,
0“ Ve ®l®1, = -~fe, = o0,/ «"= y~(
au ieG=""-
1l existe donc dans pn eA" t«<l e

U L=<
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Posonns o
an s ~ A « A}
Puis
C ir™m) e e e
S § —C, © © Gy G Gy ¢
* ais e- —eLd e « e,
Coxc Cy* - etft
Par suite X
Caxa TOGTe

et aasec cC , le dku idcmpuUttct au corps Cif'ecest

e L doo elLt = e et par suite
1 = e + ©, ww _______. + e M
Lee conditions (X sont toutes verifiots . D agpreB le
theoretae d*"rtin, <«<et 1uocaorpbe a 1' aiinc u des aatrioes

d'ordre ¢ $ur le sous-annesu 'K des norbres cdell]|pRrentables

avec les c BN . loi il est f~cilc & voir ge est Iiso-
nopahe a ifj,, doo est un carpa . ™M elfet. si
y 6 N~ C/
v T Q, vy, e
et a yy* correspond y-3'"e Ay Ey* Yy e3>
D'autre part, on <« pour tout 'y C > ca rtf 8 Ivant
Vo- m,y
un en tire £ «,,3?2 *,L“N «E,y ®,t=" Bci3 7y

et 1j valeur obtenue de v est bien das Ji . Daoc il vy a



bien iso-aorphie entre ™ «t Wy, , ot qui deraontre conpletemert
le deudene tsoerae de vedder burn . Le centre e VVeet
corntenu dre faBl«gxrés le deéfinition de)-L

i=N rcsirnc, laa recherche de Ik structure des «libres
sem-siaples est MKre , gfice =K ceaux théeaoaanes de el

derburnm, a ccl lte des corps ftfades

C. H9E m * La

7. - Jdtfiinition. - Ooit P un corps cOaautatitf . Onh appelle
systene hperconplexe sur r un areau” qui est un Pnodue
et doit les uie™cte sort perammt.blcs Axec ceux de P ;

aatrenent dit,

e =3
blx l:;'P o . -+ ka.:’
tout gLemrat de <" g rmt le fonac
a =c\ b, 1-"b~"™___.___. + ~bv, = U,ri. + btArv+_. ...+ b X K

oec ce P et les b-w ait lin« irTei.t indepaed rta p™r
rapport a P u = o A= o quel age soit 1)

N est le de™wwd psr rapport u £ acir , les bl foraient
ue cbase | Tout syaeterae de N forces indéependantes en bt
est ue autre r-bfcse d=2J" . L' loi da muultiplication des bt
@®&8¥; ni** > i dore oelle do tous lee—= N raes de*.
c-lle doit seuemeaert «<atisialre a P5 condition df«ssoeisti-

vit. ( bAbj b, =bj b bj)

Q— X'rodult de deux arate =ita hyvperooraplexes

coient i7=b P +bP "™ ... + b P
| >a

m~C P~c PNV.,.. xoP

>1
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deus s;,ste.itb hyperuooiplexes sur P

On appelle N =N by NP
leur produit . C* est un a>te.jc hyperwomplex© ay-nt pour
b'se les b.«e et ou les b, «ont «oh'-ugcables avec les o

«yb,or= ( b,b,,).( o”of) = ( °tor)e«( *>»Vv*

Tout ol~c;.t du produit e"éarlt
Z@ bu =-b" 0, =1Dbo "
b’F 1" o» £ et inversement . Donc, X tTest
indoppnd -.et des X=baaew ohoieies . un a
i X xi= {¢, ¢ ¢2) X jI“ N *cxifg>iri * A
I, X (sI X I») = 1li n

Coag c'ss parti cuiix-re de eyetau.CS hyperoouiplexes,
fi~urtiit le» suroopre finis ( oQGilruteitif ou non / de P
3i A est un tei suroorps on a

(D A * bn7d + bx>+ ...+ bMA »il bt+/i bt+..+~ B
su lieu de 1ITXA on uorit ausair T . L* dtifinition (1) sr«p-
pl 1qgue enuore lorsque Aest un uorpa Iniini . On dosi me en-
core llenne*u obt-.nu par - outvx.A ( ce qui n"est plus un
systoue hyperao<aplttxe sur 2 ).

Unh ayaterne hjrperoempiexe ou un produit de «els s\sto-

naa s -tiei'Mit toujoure aux ooutiitions nsocial .le et Mixiiai&le

§.- S”stemes se-ublablee

boit f uu sjstérne siuple 5?2 le corps formd des «l«-tenta

de b peruutablea aveu le© e,—,A et 2 xe oorps premie:
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ou plus gwdicraltoiciit un ious-oorpa coa.tttatif dc ~) uontcnu
d>ns }d, on peut ¢orire
XT™
Tous les systé-aes simples pour lesquels i s oorps
sont isomorphes, aont dits serabl”™ules ; si Y

oorrespondanta

et ) sont deux tels systéeémes, on ojrit

ilxx particulier on a

.La notion de produit de an™ateaaea h”perc omplexes permet
d'wtablii. u™ns quelle juesurc la structure u*. ayetéiae simple

N dopeAld de- celle du oorps oprreepond oat , en utudiant la

a”™~nier™ dont t<e codifie > qgu'ind on rtmpltiue & par un suroorps
nN de , autrement dit, quand on fnit le produit ™

Un est donc ailcuti L «tudier les produits de s. etémes
«

simpies, On ootient Iks r»sul I1*ts suivants :

xi'o k-mt de d<ux corps oo amut >tifa
( ses «¢létaents racines d'équa-

10. - &) et ™~ sur P ( ~fini)
31 / est de plus e&parable

tions irroduo ti oies d -ns P et aaus racines taultiples) soit

- P ivivn de 0 [Y_T+'P&-b """" +r& J

un pel™notae prioiitii
ii. r*duoti ble de P [ O dont
en r polynoaies

y ( z ) le poljAj.o.ae est une
( a } se décompose dois E]zt

, Ix N csl la aogae dir~ote xS r

racine . Si

irréductibles ~»

suroorps de IT engendrés par les i aoines de oet? polynoiues
Si V'n*«itait pas séparable, X jjpurr .it avoir un ra-

dical
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I1.- b) Produit_d’aa corps no., courut tii e dcgr« Tfini par
rapport a t. par un corpa -0 ¢.jutatlf 2-

O agpoee ge le centre z2 de = est < suuj rps s&gar -kl e

Le centre cd&) X En‘cet autre a9oe effet

suoposonns dlauod S fini pr rapport a P . Alors
............ + P 6™ Pbase deH

et =N N N T . + %* IT

Soit aun «<XReent du centre de '5)( - >

a = TRATE U R + (MU &~ u * N~

X doit etre cojaautatif aaxec tous les alvwvaents dca * il
en particulier axau tous It a dvwaerts ce i . S VEJ est quel-
conque, on doit avoir

o uv —v nt: quels e soient i et v

doc u € Z ~ t 1

S X 2?2 =Z{ e ¢ zZz E a P-base de ¢

alors si v =GU.+ . G uc‘ U= p-base de if

cet Nt muxe guelcogue e 7™X<XNNan & evide avert

av = xX.u = X - sSsTE U L= wva,
a > 9 (e d
S resa Nntenant est infini algebrique par rapport a P
soOit ceun dduierit du centre cde \ & . O peut ecrire
K = uN, ... + UG, u "™ Pbase de >

‘den(. . Menendrent un ocorps fini algebrique sur P, soit
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{P Ir-if) . Soit __..P-baae de . On peut
«urire
a 14 Sal bt Tt c /
et on montre comme ul -deseue que
aC/Zz I tX -

et i1iiVcret®ent, la dogana ,»*tion ci-destus otabiit que

tout nombre de » X A fais partie du centre
On montre ensuite { voir Van der rfserden, ud Il p.175)

que tout 1ideal bilatére de *X est engendré pnr un idenl

bi latére de -x S , c"est a dire que ai Ch tet ide&l bilatere

de | A L il existe q uo™bres = .--- %0 de tels
que = (FH _..)
I Tout bombre do t“lost de la forme -i, it + Cf)

¢1 un i1deai bilatére est simple- d*~ne Y4H.Z 1*idéal cor-
respond ant de tFJlpXest r.ussi simple et i1nversement .

Cela et nt, £/ nf pte ae radical , s ns quoi le ra-
die* 1, ide. ™ bil tére, ecr .it engendré p.r idw> 1 bilatere
nilpotent de £ K£ ce qui est impossible dtipres a)
iiono, /1 Z est seai-simple . D*r.prées fi) son centre XZL
se décompose en une somme directe- de r (r”~n = degré de "
sur P ) corps uUQaautatife sur £ . Donc se dcoompose
en une somae directe de r algebres simples, lin particulier
st £E=P ,r =1 , m)£E est une algebre simple isomorphe
a un ame- u complet de motrices d-.ns un corps™0/Xde degré

fini sur .
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|i on prend , on ptrticuikr, pour ™ le corps JT alg»-
Liri qut.atcit icraa sur P, est un oorpe{ chc) de degré fi-
Nni sur SL : mais un tel corps est nwoesseirement ®J\ . Car
si X est an de ses «luttents, on a

T =s By b i + a> ay ?L CijT
X satisfait; a p.ne «qustion ou degre p @1l a coefficients
dsne
T &G :o(ij+1+ oi’\'u+ ..... + X - o <L non tous nuls

Ir-1I8 ¥ (xX) se décompose en T cteuzs linéaires d -ns jl[iXj
et comme K n"*> p*s de diviseurs de o, x p* nnulc un o «es
facteurs, donc est d%ne _Al .

sLonu j PASi est une «lgéiire de m trioes d’ordre aa K ooef-
ficients dr>nsJl . Son d gr» surJu est donc un carré m
Comme c"est j-apsi le degro de Il sur t on voit qu®un oorpe
gaujhc M1 toujouru un dt-rc carre pé&rf it par rapport a ion

acfitre . a@ est 1"indice du «orps .

Pce- °) W.oduit de d>ux cor & gauenea finis et ~ de centres
Vv et c *(£E »opar«blt s )

vn voit co.aae c”-dessus que * * i €St le centre de I * Z
D*autre oftrt, on montre au;?si que tout idcal bilatéere de
IT)ES est *tt]tnCfé p?r un Idi~~1 bilatéere de J?. Donc
N N est eoJdi.je directe draigrebirea simples en nombre <sgal

au nombre ue corps dont la somme directe forme t noE



R6

lj.- d) traduit de deux 1<ebrt.s simples

on s 3 “H i P. -=T1"X 24
d’oi X1 =#>*?"*P,, * Ps
°n s INMNX P R

jin effet, P’t est engendré p r le's r gquantités o 5
I?a par les s “ guantités c¥ donc PYbpar les r s quantités
«wj.& * o.u

Co.** ° - h * °Hft °If

s atr °-h
O si k pa ou 1l ¥n

e ® = Ouln si k ==
K M a i =4

Soit le numéro dlune paire 1ij , allant de 1 a rs
> celui de la paire ici et posons cLMNK=
On s (o si /1T)
*S Io«%i s
Porto Jt.s Q~..3 sont un s”steé.ne drunites .g trio ie lles

P X P~ est dono isomorphe a P*s
n.

Si & O©JftK’sont finis sur P , on a , d'aprés 0)
a Ykk= * sSsw;, N ——
dfou ~ns (W2 KE -S> ) )(pO

&N p rtioulier supposons que P *t centre de Jl , et de plus

que (s = 1) Z =<V soit un corps olg®brique ooiaiuutatif (fini
ou infini) sur c¢c . Alors, d’apres b)

K * « K» N K» D/
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rx 2%* KV-*

dxre uia "'Ilgubrc a ‘upt N i «fitt- siaple por txtcusi jd lgobri -
ap ™ duacentre ri . Le copa devient ue algebre
biapU, auic™u coaplot de firtrice* d ordre r>»> d're un corps
P’ I £ et Kdevitnt wu u couplet a= j?trices d ordre
r r* djis It —=ae corps

O voit en particulier ge toute« Ite aldobree eeabla-
bles s=e co-pofftfctt cd& 1 dd ke wer.idorc loragus> an fait le pro-

duit par un corps ——

X peut continuer en pr-nant une erteneion T de—(Qui
cet le manme ucentre ))h' devient un are u at .actrices
d'ordre r’’ dne th. " T devient u: arveau de antrioes

dordre rr’r” das le aasze cope

Lorsqu'on continuant Ninsi . an arrive asSl , cops al-
o=slhr"gueraart ferme, dfcviait u a«<i*t'Ude matrices d’ or-
de &ax dveSi (u indice d sur r }

Un géneri-1l, il existe vu. cope TCSI pour lequel <h x T

est un 41 uds atrices dne T lui-i.ichie

ai x t = rr~>  JANYirrtL
tlora 3L U*Aa al tturvorps a8 T Ff on s ~
A X a-= 7XUu » 4

Gtet encoe U Jgreau de matrioes cde also ordre arrs U, en
particulier si U=" auvoit g n =@a . T est dit corps de
galMlositianh dsSs™( et de et en gvrwvr 1 e toutes les algebres
senblables a™ ) . lle jouent un gad role das | "etude d s

cops gauches



FI"CTIRACATIONGS

1.- La démonstration donné« au psragr8ph« 4, Indiquée conme
inédite, 8f trouve h ouelque» détail« preées, dans an mémoire
d’Artén publié dons leswAbhandian.'en™ du séminaire de Ham

bourg ( 1926)

2#—Pour se conformer ' la terminologie adoptce Cnns les
oonfi rences suivantes, remplacer partout le mot depré par
rang lorsqu’il s’agit d’un systéeme hypercorml exe ou dTun

corps non comnut ti f



