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Séminaire LELONG 7=01

(Analyse) .
7e année, 1966/67, n® 7 5 et 10 mai 1967

PLATITUDES

(Géométrie analytique)

par Jacques FRISCH

1. = Ces notes constituent lc résumé de deux conférences faites au Séminaire.

Comme une rédaction détaillde est & paraltre aux "Inventiones Mathematicae", d'ici
la fin de l'année, on se bornera ici a l'exposé des résultats ct aux idées des

démonstrations, renvoyant pour les précisions & 1l'article indiqué.,

2. - Voici le probléme (posé dans [[7], exposé n® 13). Soient w : ¥ -=» S

un morphisme d'espaces analytiques complezes (non nécessairement réduits), S un

faisceau analytique cohérent sur Y . Pour y €Y et s = oly) , oo définit un

a

homomor-hisme dtanncaux © -—> O , de sorte que & devient un O, -module.
SIS T, 5 S,s
On dit que & «cst @fglgﬁ_(ou Sf£}§i> en y , i le Cg ~—module gv est plat.
9~ of
En particulier, on dit que Y est «-plat (ou S-plat) en vy , si OY est

o-plat en y . Il stagit de prouver l'assertion suivante :

THEOREME. - L'ensemble des points y € Y ol S n'est pas p-plat est analytique.

3. = Commengons par mettre ce probléme sous une forme plus maniable. D'abord,
en vertu du critére de platitude ([2], chap. III, § 5, théoréme 1) (1'aypothdse
"idéalement sépard" étant satisfaite en vertu de [ 2], chap. III, & 5, prov. 2),

pour que $ soit q-plat en y , il faut et il suffit que

V)
S,s
(on rappelle que C cst le corps résiduel de O ).

S,s
Ensuite, le probléme est local (sur Y ). Or, localement, Y ge plonge dans un
ouvert U de g? s s0oit i un plongement (i. e. wn isomorphisme de Y sur un
sous-espace de U ). Alors @ x1: ¥ -- S xU est encore un plongement, et

1l'on a le diagramme commutatif
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ou 7 est la projection (s , x) +> s . En outre, (@ x i)* S5  est un faisceau

analytique cohérent sur S x U , nul hors de (@ x 1)(Y) 3 et si

(s, %) = (oy) , i(y)) ,
on a

o i)* g)(s,x) -

S
y
On peut donc supposer que Y =S x U , et o=m.

Cela fait, le probléme est toujours local (sur S x U maintenant). On peut donc

supposer qu'il existe sur S x U un début de résolution libre de & :

G — PR — > 0,
u q v T
° o e o e 9 —— .
e @ng > o > Gy
OS s PN
Pour (s, x) eSS xU, le Tor, ’ (g(q 2) ¢) s'identifie & 1'homologie du
]

complexe

- TC = (X .
c (=) = Clox) & E=Cgx) & G

¢ (s)

X

=i
5
»
v
s
™
\4
o

Nous voild ramenés & prouver le théordme sous la forme suivante :

L'ensemble E des points (s, x) €8 x U tels que le complexe G&(s) ne soit

pas acyclique est analytique.

4. - Etant donné un espace analytique complexe X , on dit qu'une partie P

de X est constructible, si c'est un é1lément de la plus petite famille de parties

de X stable par réunion finie, intersection finie et passage au complémentaire,
et contenant les sous—ensembles analytiques de X . (Remarquer que, contrairement
au cas de la géométrie algébrique, si Y est un sous-ensemble analytique de X ,
et P une partie constructible de X~ ¥ , P n'a aucune raison d'&tre construc-

tible dans X .) Voici un exemple

LEMME. - Soient X un espace analytique complexe, E , I, G , H gquatre espaces

vectoriels de dimension finie sur C , u et v deux morphismes de X dans

L(E ’ F) et L(e ’ H) respectivement, m une application linéaire de G sur F .
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L'ensemble des x € X tels que

dim Im u(x) = dim n(Ker v(x))

est constructible.

Une partie constructible P de X peut toujours se mettre sous la forme

p= U(a, \B.),
jer *

ou (Ai ) Bi>iGI est une famille finie de couples de sous-ensembles analytiques
de X . La notion de partie localement constructible de X va de soi. Son intérét

réside dans le lemme (trivial) suivant :

LEMME. - Les sous-ensembles analytiques d'un espace analytique X sont les par-

ties localement constructibles et fermées,

5. = Pour prouver le théoréme, nous montrerons que l'ensemble E qui nous
intéresse est localement constructible et fermé. Le fait que E soit fermé est
facile 2 voir (modulo la thése de DOTADY [3] qui, elle, n'est pas facile a lire),

voici comment :

Soit (sO , xo) € 3 xU, et soit K< U un polycylindre s(so)-privilégié
contenant XO 4 son intérieur ( S(SO) est le faisceau sur U dont la fibre en
x € U est

5 ~ = ‘5 /\ = L v °
(SO’X) O\ﬁ/ C (SQ’X) x ®U,X Coker IX(SO) )
S’SO OSxU(sO,x)

C Qdéfinit un complexe de fibré analytiques banachiques triviaux de base S ¢

-—> B(x, 9% ) -=» B(x, oL ).

° kY p
B(k,C): B(KXK, O Sy S~

SXU)

Si CX (s ) est acyclique, on peut choisir K assez petit pour que B(K ; e)
0

s0it une suite exacte directe en S 7 donc au-dessus d'un voisinage Q de Sq

0

dans S (loc. cit., "platitude et privilége”), Pour s € Q, B(K, G) est donc

exacte directe en s , et par suite C(s) est une suite exacte de faisceaux au-

(o]
. 7 . . . \ . .
dessus de K (103, cit., & 8, "lemme prélininaire™). Ainsi, & est S-plat en

/

8]
tout point de Q x X, et 5 est bien ferme.

6. - T1 faut montrer maintenant que L est localement constructible. Pour




=04

x € U, soit mx 1'idéel maximal de GU L On pose, pour tout entier ¢ ,
H

— e+l
[GU,X]C;/ B SU,X /WX ’

on a alors des projections canoniques :

e
OU,X —E LoU,X]c./+8 ~mEee> ['U,le )
Si ¢ est un homomorphisme Og,x —_ @%’ , on en déduit un homomorphisme
o, > (]
noté [le .
CRITERE local d'acyclicité. - Soient C: O . -2 ol —lx @éxU

un complexe sur S x U , (s, x) un point de S x U . Il existe un voisinage

QxV de (s, x) et deux entiers o« et B tels que, pour tout

(S' !X')EQXV9

les deux conditions suivantes soient équivalentes :

(i) Le complexe GX,(S') est acyclique ;

(ii) Im[ux,(s‘)ly = ﬂ§+6 (Ker[vx,(s’)1a+8) .

(Noter qu'on oublie maintenant que C est une résolution de & .) Ce critdre,
joint au premier leame du 8 4, prouve que l'ensemble E est localement construc-

tible. Il ne rests donc plus qu'd prouver ce critére.

On voit, par un argunent facile, qu'il suffit de le prouver sur les parallsles
4 S . Plus précisément, il suffit de prouver qu'il existe un voisinage (Q de s
dans S et deux entiers o et B tels que, pour tout s'e Q, ily ait équiva-

lence entre :

(i) QX(S') est acyclique,

(11) Talu (s1)] = 0 (Rexlv (s1) ], )

7. - LEMME, - Soient v : ngU - quU un morphisme de faisceaux, et

(s, x) un point de S x U . Il existe un voisinage QO de = dans S et deux

entiers AO et g tels que :



(1) Pour tout s' € (U et tout A > XO R

.,\ _’[_" . = :m}\, +1 c)r . o
mk(m% ®U,x N In vx(s')) i (U,x N Im JX(V') ,

(2) Pour tout s' € Q et tout 2 by

- b od 7 ! - ﬂ.u,‘*'l ! n I 1
m&(xk GU,X N Xer VX(U )) o OU,X N Ker VX(S ) .

On reconnait le lemme d'Artin-Rees, mais pour un @U X-moduie ( Im vX(s'> dans
?
(1) et Ker VX(S') dans (2)) dépendant d'un paramdtre. Esquissons la démonstration

du critére d'acyclicité (sur les paralldles & S ) modulo le lemme. Prenons pour

Q celui du lemme, et pour « le bo du lemme. On a, pour tout s' € Q,
‘Q'+1 q YA ] (el JVT T 1
e (SU,X n Ker VX(S ) . Ker VX(s ) .
Le lemme de Nakayama montre alors que tout sous—ﬁ% X-module M de Oé % tel que
? 1
M c Ker v_(s') o i + 7% ol
X X U,x

est, en fait, deal & XKer v (s!') . Appliquant cela & M = Imu (s*) , on obtient
, , g X ppliq .

déja que, pour tout s' € (2, la condition (i) du critdre équivaut a

(iii) Im[ux(s')ly = na(Ker vx(s‘)) .

I1 reste & prouver que (iii) === (ii) , ce qui revient & trouver un g tel gue

pour tout s' e,

Ke = -.Q’+B K ol
ﬁa(ﬁpr vX(s’)) = (mer[vx(o )]Q+B) .

On utilise pour cela la partie (1) du lemme. Les détails sont laissés an soin du

lecteur scrupuleux, s'il s'en trouve.

8. = I1 faut & présent prouver le lemme du § 7. Ce paragraphe et les deux sui-

vants sont consacrés a des préliminaircs.

THEOREME., - Soient X un espace analytique complexe, x un point de X , 3

un faisceau analytique cohdrent sur X . Il existe un syst3mc fondamental de voi-

sinages X de x gqui sont coumpacts, de Stein (i. e. les théorémes A et B

sont vrais sur K ), S-privilégids (i. e. T(K, §) - %X est injective), et

noethériens (i. e. tels que 1'anneau r(x , @X) soit noethérien).
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(Pour 1'existence de voisinages S-privilégiés, voir [6] ou [7] ; pour celle de
voisinages noethériens, voir [4].) Ce théoréme permet d'dtendre aux faisceaux ana-

lytiques cohérents certains théorsmes d'algdbre, comme on va lc voir.

9. - Rappelons le théoréme d'artin-Rees :

ES

Soient A un anneau noethérieg, I un idéal de 4, F un A-module de type

fini, E un sous-module de ¥ . Il existe un entier KO

(t*rag)=1"Trasr.

tel que, pour tout X >\

0

Voici son analogue pour les faisceaux analytiques cohérents :

LEMIE. - Soient X wun espace analytitque couplexe, & wun faisceau cohérent

d'idéaux de Oy , § un O-module cohérent, & un sous-f%amodule cohérent de 3.

Pour tout x € X , 1l existe un voisinage XK de x et un entier KO tels que,

pour tout A\ > ko , On ait au-dessus de K :

33 508 =M 548,

Démonstration. - Soit K wun voisinage de x compact, noethérien et de Stein.

On applique le théorzme d'Artin-Rees &

A,I,BE,P=T(: & ,3,38,9.

En posant QK = (3”+1 $n &) / S(QX $n & , on obtient T(XK , 9\) = 0 . On conclut
/

grice au théoréme A .

10. - Le lemme algébrique que voici se trouve dans [5] (lemme 6.9.2) :

Soient A un anneau intégre noethérien, B une A-algdbre de type fini G un
- ot o »

B-module de type fini, Il existe f # 0 dans A tel que Gf soit un Af—module

libre.
La proposition analytique qui s'en déduit s'énonce ainsi :

TAEOREIE de platitude géniricue. — Soient S un espace analytique complexe ré-

duit, U un ouvert de ¢", (s, x) un point de S x U, & le faisceau

d'idéaux de %XU défini par le sous-espace S x {x} de S xU, & un ®S><U_

module cohérent.

(i) Il existe un voisinage ouvert () de s dans S et un sous-ensemble analy-

tique strict T de (O tels que, pour tout s' € O\ T et tout entier k>0, le

faisceau v / Bk+1 S soit S-libre en (s, x) 3
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~k+1 5

(ii) Si tous les faisceaux / 3] sont S-libres en (s' , x) , & est

S-plat en ce point.

Démonstration. - La partie (ii) est laissée au soin du lecteur 3 c¢c'est peu ou

prou un exercice de BOURBAX{I. Pour (i), on peut supposer le germe de S en s
irréductible, de sorte que 1l'anneau Oy o est noethérien intégre. Soit ¥ un
7
voisinage de s compact, de Stein, noethérien et O -privilégis.
D

A=r1(x, o)

est un anneau intégre noethérien. Soit

B = I"(K x {x} , g’y OSXU) ;

c'est une A-algdbre de type fini (alors que T(X x {x} , GéxU) n'en serait pas

une). Enfin,
G =10 x fx}, gz 9

est un B-module de type fini. Il existe alocrs f 4 0 dans A tel que Gf soit

un Af—module iibre g

T =f{se i : f£(s) = 0}

[¢]
cst un sous-ensemble analytique strict de K (car S est réduit). On voit, en

o]
utilisant le théoréme B , que, pour tout s' e K~ T, (ng S)( est

s1,%)
Og s,—libre, ce qui équivaut & la conclusion de (i). On peut aussi prouver (i)
7

sans utiliser le lemme algdbrique de [5], mais c'est bien plus pénible.

11. = Voici maintenant 1'idée de la démonstration du lemme du § 7. Il est

clair que 1l'on peut supposer S réduit.

Partie (1) : Triviale si dinm Sq =0 (c'est Artin-Rees tout cru). On raisonne

par récurrence sur dim Ss . Soit ¥ 1le faisceau d'idéaux de O défini par le

(o)
SxU
sous-espace S x {x} de S x U . D'aprds le § 9, il existe un voisinage ouvert

0, de s dans S et un entier xl tels que, pour tout N\ > A, , on ait au-

1
dessus de @ x {x}

1

3G oF  aImv)

_ q AL T
SxU =3 0

ST NnImv .

Intuitivement, pour obtenir (1), i1 s'agit de découper cela en tranches verticales

ce qui, mathématiquement, revient & appliquer le foncteur 6;; 9

U
SxU(s* x)

°

,X



- N . ' € @I’ *g)\ @I’
HYPOLEMME. - Soit s' €S . Supposons que (95 ./ (8" O, + Im V))(s',x>
soit OS S—libre pour tout entier X\ . Alors, pour tout A ,
’
A T . . A oT r
L (Th 1 = @™ 0 n s O
JTX( . OU’X N Im @X(s )) image canonique de ( Syl Im V)(S',X> dan U,x ?
A+l oT . Y . oA+l oT oF
mx OU,X N Im JX(S ) = image canonique de (@ DSXU N Im v)(s,,x) dans 7,x *

Cela résulte de [1] (chap. 1, § 2, prop. 6 et lemme 7 ). Ainsi, (1) est valable
pour tout s' €S ol 1l'hypoth®se de 1'hypolemme est vérifide. liais, dlapres le

théoréme de platitude géndrique, appliqué au faisceau GEXU / Imv , c'est le cas

pour tout s!' € Qi N Tl , ou Qi est un voisinage ouvert de s contenu dans Ql 5
et Tl un sous-ecnsemble analytique strict de Qi . I1 reste donc a prouver (1) sur

Tl : mais cela résulte de l'hypothese de récurrence appliquée & 1l'image canonique
r . .
de (Imv X OTXU)lTXU SERERV (1) est établi.

®S><U

Partie (2) : On comaence par établir, en utilisant le théoréme de platitude géné-

rique, l'hypolemme suivant :

HYPOLEMiE, - Il existe un voisinage (1 de s dans S et une famille finie

(fi)iEI de sections de ngU au-dessus de {4 x {x} , tels que, pour tout s € Q,

ceux des fi,x(s) qui sont dans Ker VX(S) Epgendrent Ker vX(s) comme GU,X—

module.

Notons, pour toute partie ¢ de I, 50 le faisceau engendré par les fi ’
ieg; les Sc sont des images, auxquelles on peut appliquer (1). Comme 1'ensem-

ble des parties de I est fini, (2) est établi.

Cela achdve la preuve du théoréme énoncé dans le § 2.

12. - I1 faut noter qu'il n'y a en général aucune raison pour que l'ensemble
analytique 7 des points de non ¢-platitude de $ soit un sous-—ensemble strict
de Y (exemple : Y = droite simple , S = droite double), ni pour que @(Z)
soit "petit" dans S . C'est cependant le cas si S est réduit. Plus précisément,

@(Z) est dans ce cas une partie négligeable de S , ce qui signifie que

@(Z) N Srég
(S_ . = ensemble des pcints réguliers de S ) est une réunion démombrable de sous-

rég
varidétds localement fermées d'intérieur vide de Srég (cela implique que ¢(Z)

est maigre dans S ). En particulier, si S est réduit et o propre, m(Z) est .



7-09

un sous—ensemble analyticuc strict de 5 .

13. = Remarquons pour terainer qu'il ne s'introduit pas sur Z de structure
naturelle d'espace analytigue non nécessairement réduit (d'ailleurs, c'est aussi le
cas en géomdtrie algébrique). Peut-&tre en verra-t-on une motivation dans le théo-
réme ci-dessous, concernant les morphismes propres (vrai aussi en géométrie algé-
brique), et gqui, en un certain sens, exprime pour chague point de S8 de combien il

s'en faut pour que & soit S-plat au-dessus de s ¢

THEOR@JE. - Soient ¢ ¢ Y --» 3 un morphisme propre d'espaces analytiques

complexes, & un OY-module cohérent, Il existe un espace 3 au-dessus de S tel
que
(i) %(8) soit S-plat,

(ii) T soit universel pour cette propriété (i. e. pour tout espace T au-

dessus de S tel que (T) soit T-plat, T --» S se factorise de fagon unique

& travers S ).

De plus, S est une somme disjointe localeient finie de sous-espaces localement

fermés de S , dont les ensembles sous-jacents forment une partition de S .

(Si T est un espace au-dessus de S , 5(T) désigne le faisceau sur T Xq Y,

image réciproque de S .) La démonstration paraltra ultérieurement.
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