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6-01

PROBLÈME DE IEVI

par François NORGUET

Séminaire LELONG
(Analyse)
4e année, 1962, n° 6 20 février L 962

(rédaction achevée la 9 août 1-962)

Un mémoire récent [20] et un travail encore de R. NARASIMHAN géné-
ralisent les résultats de GRAUERT [9] concernant le problème de Levi, tandis que
la méthode de GRAUERT [9] est perfectionnée par ANDREOTTI et GRAUERT dans un
travail inédit dont les résultats ont été annoncés par GRAUERT [10] au
Colloque de Topologie de Lille, puis exposés au Séminaire Bourbaki [25].

Pour les domaines de toutes les espèces de convexité introduites dans la
théorie des fonctions de plusieurs variables complexes coïncidente et les do-
maines convexes sont les domaines d’holomorphie ; ceci est prouvé dans ~5~~ ~26~t

~ 

[17J, ~3~, [22]. Ces notions, étendues aux espaces analytiques complexes, donnent
naissance à des problèmes partiellement résolus, que l’on énonce ici dans le
cadre de la classification des espaces analytiques complexes non compacts, avant
de formuler de manière très générale la méthode d’ANDREOTTI et GRAUERT et d’ ex-
poser de façon succincte la démonstration des théorèmes de Narasimhan.

I. La classification des espaces analyti ues complexes

et le problème de Levi.

Les espaces complexes considérés sont supposés irréductibles, bien
que cette restriction ne soit pas constamment nécessaire. Pour tout espace ana-

lytique complexe X s on désigne par I(X) l’anneau des fonctions holomorphes
sur X .

1. Espaces de Stein (m holomorphi ement complets).

DÉFINITION 1. - Un espace analytique complexe X , de dimension complexe n ,
est dit :

i. K-complet si, pour tout x il existe une application holomorphe c~
de X dans Cn , non dégénérée au point x telle qie le point x



soit isolé dans (p" (~p(x)) ) ;
ii. holomorphiquement séparable si, pour tous x e X et y e X vérifiant

x ~ y ~ il existe une fonction f holomorphe dans X , vérifiant f(x) ~ f(y) !

iii. étalable s’il existe une application holomorphe de X dans C~ ~ en tout
point de X non dégénérée.

THÉORÈME 1. -.. Pour tout espace analytique complexe X , 

X est holomorphiquement séparable

~ (1)
X est K-complet  ’ ;-==> X est étalable

"~2014 
, 

~ 
,

tout sous-ensemble analytique X est réunion dénombrable

compact de X est fini de compacts .

DÉFINITION 2. - Pour tout compact K d’un espace analytique complexe X , on

appelle enveloppe holomorphiquement convexe de K dans X l’ensemble des points
x de X tels que l’on ait

pour toute fonction f holomorphe dans X . Un espace analytique complexe X est

dit holomorphiquement c onvexe si l’enveloppe holcmorphiquement convexe de tout

compact de X dans X est compacte.

THEOREME 2. - Pour tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe X ,
on a :

(2)
X e st holomorphiquement séparable ====±> X e st K--complet

ï 
~

tout sous-ensemble analytique c ompact de X e st fini .

L’ équivalence (1) du théorème 1 est due à GRAUERT [8] ; l’équivalence (2) du
théorème 2 a été établie dans un cas particulier par OK~~ [27J, dans le cas géné-
ral par GRAUERT [ ~~ .



DÉFINITION 3. - On appelle espace de Stein (ou espace analytique complexe holo-
morphiquement complet) tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe
vérifiant l’une des trois conditions dont le théorème 2 exprime l’équivalenceo

THÉORÈME 3. - Pour tout point x d’un espace de Stein X , il existe un nombre
entier positif n ~ une application holomorphe (p de X dans en etunvoisi-

nage U de x tels que la restriction de y à U soit une application biholo-

morphe de U sur un sous-ensemble analytique d’un ouvert G de en (muni de
la structure d’espace analytique complexe induite par celle de G ).

DEFINITION 4. - On dit qu’un espace analytique complexe X vérifie :

i. le théorème A si, pour tout faisceau analytique F cohérent sur X et

pour tout x ~ X , H (X , F) engendre F (comme module sur l’anneau des
germes de fonctions holomorphes au point x ) ~

ii. le théorème B si l’on a HP(X , F) = 0 pour tout faisceau analytique cohé-
rent F sur X et tout nombre entier p ~ 1 .

THÉORÈME 4 (CARTAN et SERRE [33], n° 18, 19 et 20). - Pour tout espace analy-
tique complexe X , 

X est un espace de Stein ~2014201420142014~-> X vérifie les théorèmes iL et B

B ~~’
on a H (X , l) =0 pour tout faisceau 1 d’idéaux de germes
de fonctions holomorphes, cohérent sur X et à support discret.

2. Espace s holomorphiquement convexes.

THÉORÈME 5 (REMMERT [28], [4]). - Pour tout espace analytique complexe
holomorphiquement convexe X , il existe une application holomorphe 03C0 de X sur

un espace de Stein Y , induisant un isomorphisme des anneaux I(X) et I(Y) ;
X détermine le à un biholomorphisme près ? Y est le quotient

par la relation d’équivalence : x est équivalent à y si et seulement
si l’on a f(x) = f(y) pour toute fonction f holomorphe dans X } les fibres
de l’application yc sont des sous-ensembles analytiques connexes de X .



COROLIAIRE 1. - Tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe est

réunion dénombrable de compacts.

DÉFINITION 5. - Un espace analytique complexe X est dit projectivement complet
s ~ il est holomorphiquement convexe et si, pour tout il existe une appli-
cation holomorphe de X dans P (0) , non dégénérée au point x .

Remarque 1. - Tout espace analytique complexe compact est holomorphiquement
convexe ; tout espace de Stein (resp. tout espace algébrique projectif) est pro-
jectivement complet.

THEOREME 6 (GRAUERT et Soit n une application holomorphe et

propre d’un e space analytique complexe pro j ec tivement complet x sur un espace

de Stein Y , ot soit F un faisceau analytique cohérent sur X ; pour tout
nombre entier HP(X , F) e st un module de rang fini sur I(Y) , nul,
sauf pour un ensemble fini de valeurs de p ; si l’ on pose

il existe un sous-ensemble analytique #~ de Y , différent de Y ~ tel que l’on
ait

pour y E Y - ~‘s ,

Remarque 2. ~- Si F est le faisceau des germes de sections holomorphes d’un

espace fibre vectoriel holomorphe sur X , et s’il existe un sous-ensemble 
tique B de r ~ différent de Y ~ tel que soit un espace algébrique
projectif pour y E Y - B ~ F) peut être exprimée par les polyn8mes de
Todd grâce à la formule de Riemann-Roch démontrée par HIRZEBRUCH.

Remarque 3. - Tout espace holom~rphiquement convexe X a un plus grand quotient
(déterminé à un biholomorphisme près) projectivefiient complet Y ~ qui a lui-même
un plus grand quotient holomorphiquement complet Z 9 les fibres de l’application
canonique de Y sur Z sont des espaces algébriques projectifs.



DÉFINITION 6. - Une application § d’un espace analytique complexe X sur un

espace analytique complexe Y est appelée modification propre de Y aux points
d’un sous-ensemble analytique A de Y , de codimension 1 , si 03C6 est holo-

morphe et propre, et si la restriction de 03C6 à X - (p" (A) est une application

biholomorphe sur Y - A ..

DÉFINITION 7. - Nous dirons qu’un espace analytique complexe est de type fini

s’il est holomorphiquement convexe et obtenu par modification propre d’un espace

de Stein en un nombre fini de points.

THEOREME 7 (NARASIMHAN [2l]). - Soit X un espace analytique complexe de type

fini, et soit A le sous-ensemble analytique compact maximal de dimension > 0

de X ; pour tout nombre entier p ~ 1 et tout faisceau analytique cohérent F

sur X , on a dimC HP(X , F)  + co et l’application HP(X , F) ~ HP(X , iL)
induite par l’inclusion de A dans X est bijective~ Réciproquement~ si l’on a

dimC H’ (X , l)  + oo pour tout faisceau 1 dl idéaux de germes de fonctions holo-

morphes, cohérent sur un espace analytique complexe X et à support discret, cet

espace est de type fini (éventuellement compact). ,

La démonstration de la première partie de ce théorème utilise en particulier
la finitude de dimC HP (X ,F) pour tout nombre entier p  0 et tout faisceau

analytique cohérent sur un espace analytique complexe compact X .

3 . Fonctions plurisousharmoniques et fonctions pseudoconvexes.

DEFINITION 8. - Une fonction à valeurs réelles 03C6 , définie sur un espace ana-

lytique complexe X , est dite indéfiniment (resp. n fois) différentiable si,
pour tout x existent un nombre entier n ~ une application biholomorphe T
d’un voisinage U de x sur un sous-ensemble analytique d’un ouvert D de C~ ~
et une fonction 03C8 indéfiniment (resp. n fois) différentiable dans D , tels

que l’on ait (p)u = 03C8 o r .

DEFINITION 9. - Une fonction 03C6 , définie sur un espace analytique X , est dite

plurisousharmonique (en abrégé : psh) si :

i les valeurs sont des nombres réels ou - oo , mais 03C6 n’est pas

constamment égale à ’- 



est semi-continue supérieurement ;

iii. pour toute application holomorphe 03C4 d’un domaine D de C1 dans X ,
(p est une fonction sousharmonique dans D ou la constante -. 

DEFINITION 10. - Une fonction définie sur un espace analytique complexe X ,
est dite fortement plurisousharmonique si, pour toute fonction p à valeurs

réelles indéfiniment différentiable et à support compact dans X , il existe un
nombre réel h > 0 tel que la fonction ep soit plurisousharmonique pour
-h  e  + h .

DEFINITION 11. - Une fonction définie sur un espace analytique complexe X.
de dimension complexe n f sera dite q-plurisousharmonique (resp. fortement q-

plurisousharmonique) si, pour tout x il existe une application biholo-

morphe T d’un domaine D de dans X , telle que l’on ait 
et que 03C6 o 03C4 soit plurisousharmonique (resp. fortement plurisousharmonique)
dans D .

Remarque 4. - La notion de fonction q-plurisousharmonique sur un espace ana-

lytique complexe de dimension complexe n est définie les

fonctions 1-plurisousharmoniques sont les fonctions plurisousharmoniques ; toute
fonction est (n + 1)-plurisousharmonique ; pour 1  q  n , toute fonction q-

plurisousharmonique est aussi (q + 1)-plurisousharmonique ; pour q > n + 1 ,
nous conviendrons de dire que toute fonction est q-plurisousharmonique ; ces remar-

ques restent valables pour les fonctions fortement q-plurisousharmoniques.

Bemarque une fonction q-psh (resp. fortement q-psh).’ sur un
espace analytique c omplexe ~ , et soit T une application biholomorphe d’un

espace analytique complexe. Y sur un sous-ensemble analytique de X ; alors

~p e ~ est une fonction q-psh (resp. fortement q-psh) dans Y.

Remarque 6... Une fonction admettant un maximum relatif en un point
d’un espace analytique complexe X de dimension n ~, q ~ est constante dans X ;
une fonction fortement q-psh sur X ne peut donc avoir de maximum relatif
dans X ,

Remarque 7. " Pour qu’une fonction (p à valeurs réelles, deux fois différons
fiable dans un domaine D de soit q-psh (resp. fortement q-psh), il
faut et il suffit que la forme



admette en chaque point de D au moins n - q + 1 valeurs propres >~0 (resp.

> 0),

Remarque 8. - Si (03C6i)1ik est une famille finie de fonctions psh (resp. for-

tement psh) sur un espace analytique complexe X , (p = sup est psh (resp.

fortement psh) dans X .

DEFINITION 12. - Une fonction définie sur un espace analytique complexe,
est dite pluriharmonique si 03C6 et - 03C6 sont plurisousharmoniques.

Remarque 9. - Pour qu’une fonction c~ soit pluriharmonique dans un domaine sim-

plement connexe D de il faut et il suffit qu’elle soit la partie réelle

d’une fonction holomorphe dans D . Pour qu’une fonction 03C6 , deux fois différen-

tiable dan s un domaine D de soit pluriharmonique, il faut et il suffit

que l’on ait = 0 en tout point de D .

DEFINITION 13. - Une fonction définie sur un espace analytique X , ~st
dite q-pseudoconvexe (resp. fortement q-pseudoconvexe) si, pour tout x 

il existe un nombre entier n , une application biholomorphe 03C4 d’un voisinage
U de x sur un sous-ensemble analytique d’un domaine D de 2.n, et une 

q-plurisousharmonique (resp. fortement q-plurisousharmonique) dans
D , tels que l’on ait c~~ U ~ ~ ^ ~ . Lors qu’ on dira qu’une fonction q-pseudo-
convexe est indéfiniment (resp. r fois) différentiable, cela signifiera que
et ’P peuvent être choisis de telle sorte que 03C8 soit indéfiniment r

fois) différentiable dans D . Mais la convention analogue n’est jamais faite

pour les fonctions continues : une fonction q-pseudoconvexe continue peut être

induite localement par des fonctions q-plurisousharmoniques non continues. Une
fonction 1-pseudoconvexe (resp. fortement 1-pseudoconvexe) est appelée pseudo-
convexe (resp. fortement pseudoconvexe).

Remarque 10. - Cette définition est justifiée par la remarque 5 et par la

propriété suivante : Si U est un voisinage de x dans X , et si T est une

application biholomorphe de U sur un sous-ensemble analytique d’un domaine D

de alors pour tout germe ~Px de fonction q-pseudoconvexe (resp. fortement

q-pseudoconvexe) dans X au point x ~ il existe un de fonction



q-plurisousharmonique (resp. fortement q-plurisousharmonique) dans Cn au point

ï(x) ~ tel que l’on 

Remarque 11. - La remarque 8 reste valable pour les fonctions pseudoconvexes
(resp. fortement pseudoconvexes).

PROPOSITION 1. - Pour tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe

X , il existe une fonction pseudoconvexe  sur X , telle que l’ensemble

~(x) a} soit vide ou relativement compact pour tout aeR.
Si X est un espace de Stein, la fonction (p peut être choisie analytique-
réelle et fortement pseudoconvexe.

Ce résultat a été établi par DOCQUIER et GRAUERT [6] pour les variétés, et par
NARASIMHAN [20] pour les espaces. La démonstration utilise le corollaire 1.

4. Espaces pseudoconvexes. Problème de Levi.

DÉFINITION 14. - On appelle disque analytique dans un espace analytique complexe
X l’image D d’une application holomorphe (p de {z~ )z)~l} dans

X ; on appelle bord de D , et on désigne par bD ~ l’image de la restriction de
~ à {z ? 

DEFINITION 15. - Un espace analytique complexe X est dit pseudoconvexe si,
pour toute suite de disques analytiques dans X vérifiant

on a aussi

Remarque 12 ..» Si (p est une application holomorphe, en tout point non dégé-
nérée, d’un espace analytique complexe X dans un espace de Stein ~ f on peut
définir les points-frontières de X par rapport à 03C6 (cf. [11]), et munir la
réunion X de X et de l’ensemble de ses points-frontières d’une topolggie



naturelle ; alors, X est dit localement pseudoconvexe par rapport si,

pour tout point-frontière x de X, il existe un voisinage U de x dans X ,
tel que U n X soit pseudoconvexe.

THÉORÈME 8. - Tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe est

pseudoconvexe.

La démonstration de ce théorème résulte immédiatement de la proposition 1.

Problème de Levi. - T out e space analytique complexe pseudoconvexe (resp.
localement pseudoconvexe) est-il holomorphiquement convexe ?

La considération de certains "espaces plats" montre que la réponse à cette

question est négative.

DEFINITION 16. - Un ouvert relativement compact Y d’un espace analytique

complexe X sera dit plat au point x de sa frontière s’il existe un voisinage

U de x dans X et une fonction cp pluriharmonique dans U tels que l’on ait

Y sera dit plat s’il l’est en tout point de sa frontière. Un espace analytique

complexe sera dit plat s’il contient un ouvert relativement compact et plat.

PROPOSITION 2 . ,~ Il exi ste des espaces analytiques complexes plat s non compacts

p seudoc onvexe s n’admettant que les constantes comme fonctions holomorphes, et

par conséquent non holomorphiquement convexes.

De tels espaces ont été construits par GRAUERT (travaux non publiés).

Vu la proposition 2, nous scinderons le problème de Levi en deux problèmes
partiels :

Premier problème de Levi partiel. - Classification des espaces analytiques

complexe s pla ts.

Ce problème n’a encore été l’objet d’aucune publication.

Second problème de Levi partiel. - Tou t e space analytique complexe pseudo-
convexe (resp. localement pseudoconvexe) et non plat est-il holomorphiquement
convexe ?



Ce problème n’étant que partiellement résolu, nous énoncerons un "Problème de
Levi usuel" qui contient les problèmes actuellement résolus.

DEFINITION 17. - On dira qu’un ouvert relativement compact d’un espace analy-

tique complexe est fortement pseudoconvexe (resp. localement fortement pseudo-

convexe) s’il est (resp. localement pseudoconvexe) et s’il n’est

plat en aucun point de sa frontière.

DÉFINITION 18, - Si D est un ouvert d’un espace topologique x i on appellera
extension de D à X toute famille ~D ~ a 31~ d’ouverts tels l’on

ait

/

DEFINITION 19. - Nous dirons qu’un espace analytique complexe X est fortement

pseudoconvexe s’il existe un ouvert D de X et une extension (Oy ~~ de

D à X tels que D a soit fortement pseudoconvexe pour 03B1 ~ (0 , l( . 
,

Problème de Levi usuel.

i. Tout ouvert relativement compact et fortement pseudoconvexe (resp. localement
f ortement pseudoconvexe) d’ un espace analytique c omplexe est-il holomorphiquement
convexe ? 

ii. Tout e space analytique complexe f ortement pseudoconvexe est-il holomorphi-
quement convexe ?

La solution de ce problème dans les cas ou elle est connue, résulte des théo-
rèmes I et II ci-dessous, établis sous cette forme par NARASIMHAN [21], après
avoir été démontrés poyr des variétés analytiques et des fonctions fortement
pseudoconvexes deux fois différentiables par et pour des espaces



analytiques complexes et des fonctions fortement pseudoconvexes deux fois diffé-

rentiables par NARASIMHAN [20], dans ces deux cas d’ailleurs sous des hypothèses
globales.

THÉORÈME I. -» Soit D un ouvert relativement compact d’un espace analytique

complexe X . Si, pour tout point x de la frontière de D ~ il existe un voisi-

nage U de x et une fonction continue fortement pseudoconvexe (p dans U tels

que l’on ait

alors D e st de type fini.

THÉORÈME II. - Soit X un espace analytique complexe ; supposons existe

un compact K de X ~ une fonction cp à valeurs réelles~, continue X et

fortement pseudoconvexe dans X - K , e t une fonction 03C8 à valeurs réelles
c ontinue dans X et pseudoc onvexe dans X -. K , ~ telle que

soit relativement compact dans X pour tout a E R , Alors X est un espace de

type fini. Si l’on peut prendre K ~ ~ ~ alors X e st un e space de Stein.

Compte tenu du théorème 7, on prouve les théorèmes I et II en établissant des

théorèmes de finitude pour la cohomologie des espaces considérés, à coefficients
dans un faisceau analytique cohérent. Les techniques de topologie algébrique
utilisées sont groupées dans la partie II de ce travail, ou. sont exposés des
théorèmes de finitude pour la cohomologie de certains espaces topologiques, à
coefficients dans certains faisceaux vectoriels topologiques. Ces théorèmes 
raux ne sont pas indispensables pour la démonstration dos théorèmes I et II, où

ils peuvent être remplacés en partie par des résultats acquis dans la théorie
des variétés de Stein ; toutefois, ils permettent de prouver d’autres théorèmes

concrets de finitude, comme ceux d’ANDREOTTI et GRAUERT. Dans la partie III, on

utilise les résultats de la partie II pour établir les théorèmes I et II.

Ces théorèmes résolvent le problème de Levi usuel dans le cas eu l’hypothèse de
pseudoconvexité de ce problème permet la construction des fonctions pseudoconvexes
convenables, à savoir dans le cas de certains espaces pseudoconvexes K-o-omplets.



Problème de Levi de s e space s de Stein. - Tout espace analytique complexe
pseudoconvexe et K-complet est-il un espace de Stein ?

Si X est un espace analytique complexe normal, pseudoconvexe et K-complet,
de dimension complexe n ~ il existe une application holomorphe (p de X dans

Cn ! en chaque point de x non dégénérée , telle que (X , ç) soit un domaine

de Riemann, éventuellement ramifié (la structure analytique complexe de X étant,
au voisinage de chacun de ses la structure analytique complexe usuelle
de revêtement ramifié d’un ouvert de G~’ ~ . Deux cas sont alors à envisager :

- a. ~X ~ . (p) est un domaine de Riemann non ramifié au-dessus de on

construit alors les fonctions pseudoc onvexe s convenables à l’aide de la fonction

d ~x~ ~ borne supérieure des rayons des boule s ouvertes, de centre x EX,
contenues dans X ; la pseudoconvexité de X entraine celle de - log 
toutefois on ne peut appliquer immédiatement le théorème II car les ensembles

x eX, d(x)  a~ ne sont peut-être pas relativement compacts (si le
domaine de Riemann possède une infinité de feuilles) ; on doit encore effectuer
une autre approximation (cf. [27] et C2 ~; ~ pour établir que X est un espace de

Stein. On obtient ainsi :

THEOREME 9 (OKA [27]). - Tout domaine de Riemann non ramifié et pseudoconvexe
au-dessus de C~ ust un espace de Stein*

La preuve de ce théorème semble plus aisée à partir du théorème II que par la.

démonstration initiale d’OKA ; en fait, par le théorème II, on prouve que le
domaine de Riemann considéré est holomorphiquement convexe ; la méthode d’ 
montre en outre qu’il est holomorphiquement séparable, propriété qui, dans la
présentation adoptée pour cet exposée résulte de l’équivalence (2) du théorème 2.

Le théorème 9 reste vrai si l’on remplace la pseudoconvexité globale par la
pseudoconvexité locale (cf. [27]), et Cn par une variété de Stein (cf.
DOCQUIER et 

’

- b. ~X ~ est un domaine de Riemann ramifié au-dessus de dans ce cas,
le problème de Levi n’est pas résolus la difficulté essentielle étant de trouver
un substitut pour la distance d(x) .



5. Enveloppes d’holomerphie, domaines d’holomorphie et espaces d’holomorphie.
Les problèmes considérés dans cette section n’ont été que partiellement résolus;

nous exposons un certain nombre de résultats connus, sans respecter constamment

l’ordre qui permettrait de les déduire les uns des autres.

A. Enveloppes d’ holoraorphie d’ 1 espaces analytiques complexes.

DEFINITION 20. - On appelle enveloppe d’holomorphie d’un espace analytique com-

plexe X tout couple (Y , n) d’un espace analytique complexe Y et d’une appli-
cation holomorphe 7C ~ en tout point non dégénérée, de X dans Y , tel que :

i. ~1 induit un isomorphisme des anneaux I(X) et I(Y) ;

ii. pour tout espace analytique complexe K-complet Z ~ et toute application
holomorphe 03B1 , en tout point non dégénérée, de X dans Z , induisant un iso-
morphisme des anneaux I(X) et I(Z) , il existe une application holomorphe P ~
en tout point non dégénérée, de Z dans Y , vérifiant 7t == ? o ce .

THÉORÈME 10. - Tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe admet
une enveloppe d’holomorphie (Y , 71) ~ unique à un biholomorphisme près ; y est

un espace de Stein. Tout espace analytique complexe normal et K-complet admet une

enveloppe d’ holomorphie (Y , 03C0) , unique à un biholomorphisme près ; Y est K-

complet.

La première partie de ce théorème n’est autre que le théorème 5 ; la seconde a
été établie par KERNER [16].

, 
2014.

DEFINITION 21. - Nous appellerons espace d’holomorphie tout espace analytique com-
plexe qui possède une enveloppe d’holomorphie et coïncide avec cette enveloppe.

THEOREME 11. - Tout espace de Stein est un espace d’holomorphie.

Problème de Levi des espaces d’holomorphie. - Tout espace d’holomorphie est-il
un espace de Stein ?

Ce problème n’est pas résolu, même pour un espace d’holomorphie normal et K-

complet.

La démonstration donnée par KERNER pour la seconde partie du théorème 10 utilise
les enveloppes d’holomorphie des domaines de Riemann au-dessus de Cn . ROTHSTEIN
[29] suggère une autre méthode pour la construction de l’enveloppe d’holomorphie
d’un espace analytique complexe.



B. Enveloppes d’holomorphie de 
~ 

_

DEFINITION 22. - On appelle enveloppe d’holomorphie d’un domaine de Riemann

(X , 03C6 , Cn) au-dessus de C tout domaine de Riemann (X , 03C6 , 0 ) au-dessus

de C tel que :

i. il existe une application holomorphe 03C0 , en tout point non dégénérée, de
X dans X , vérifiant (p = (p o 03C0 , et induisant un isoi-iorphisme des anneaux

I(X) et I(X) .

ii. pour tout domaine de Riemann (Y ~ ~ ~ C~) au-dessus de C~ et toute

application holomorphe en tout point non dégénérée , de X dans Y , vérifiant

(p = 03C8 o a et induisant un isomorphisme des anneaux I(X) et I(Y) , il existe
une application holomorphe 03B2 , en tout point non dégénérée, de Y dans X ,
vérifiant ~ == 

THÉORÈME 12 (IWAHASCHI [15], KERNER [16], SCHEJA [30]). - Tout domaine de
Riemann au-dessus de C possède une enveloppe d’holomorphie, déterminée à un
biholomorphisme près.

DEFINITION 23, - Nous appellerons enveloppe d’holomorphie au-dessus de Cn
tout domaine de Riemann au-dessus de Cn qui coïncide avec son enveloppe d’holo-

morphie, et domaine d’holomorphie au-dessus de Cn tout domaine de Riemann au-

dessus de Cn qu.i est le domaine d’existence d’une fonction holomorphe.

THÉORÈME 13 (SCHEJA [32]). - Les domaines d’holomorphie au-dessus de Cn sont

les enveloppes d’holomorphie au-dessus de C ~ toute intersection de domaines
d’holomorphie au-dessus de Cn est un domaine d’holomorphie au-dessus de Cn .

Problème de Levi des domaines d’ holomorphie. - Etude des relations entre

les notions de domaine d’holomorphie au-dessus de Cn et de domaine de Riemann

holomorphiquement convexe au-dessus de Cn.
L’état actuel des connaissances sur ce problème sera résumé par les foncés

suivants :

THÉORÈME 14 (OKA [27]). - Pour qu’un domaine de Riemann non ramifié au-dessus
soit un domaine d’holomorphie, il faut et il suffit qu’il soit holomor-

phiquement convexe.



THEOREME 15. - Il existe des domaines d’holomorphie ramifiés au-dessus de C~

qui ne sont pas holomorphiquement convexes.

Le premier exemple d’un tel domaine a été construit par GRAUERT et REMMERT [11] ;
leur construction est un cas particulier de celle que donne le théorème suivant s

THÉORÈME 16 (SCHEJA [31]). - Soient X un espace de Stein normal de dimension

complexe n ~ et E un sous-ensemble analytique de X , différent de X et sans

point isolé. Alors il existe :

~ une application hoicmorphe (p de X dans en tout point de X - E

non dégénérée~ et en tout point de E dégénérée ~

ii. une fonction f holomorphe dans X - B ~ admettant (~~E ~ (p}X~E~ C~)
comme domaine d’holomorphie et de méromorphie.

Pour tout ensemble analytique A de dimension pure n - 1 dans X et conte-

nant E , existe une fonction g , holomorphe dans X - A , admettant

(X-A , 03C6 | X - 039B , Cn) comme domaine d’holomorphie et de méromorphie.

Pour E ~ Ø , n  3 et dimC E  n - 2 , X-E n’est pas holomorphiquement
convexe, ce qui justifie le théorème 15. Les problèmes suivants restent ouverts :

Problème 1 ~ - Tout domaine d’ holoY’lorphie au-dessus de de dimension

complexe 2~ est-il holomorphiquement convexe ?

Problème 2. - La construction donnée par le théorème 16 fournit-elle tous les

domaines d’holomorphie et,do méromorphie au-dessus de Cn ?

Remarque 13. - TOGARI [36] a dorme une définition plus faible de la notion de
domaine de Riemann holomorphiquenent convexe au-dessus de C ~ avec laquelle tout
domaine d’holomorphie au-dessus de C est holomorphiquement convexe.

C Relations entre les notions d’holomorphie et de domaine d’holo-
morphie.

THÉORÈME 17. - Tout espace de Stein X de dimension complexe n peut être
réalisé comme domaine d’holomorphie (X , (p ~ en) au-dessus de en.

C’est une conséquence immédiate du théorème 16.

THÉORÈME 18 (KERNER [16]). - L’enveloppe d’holomorphie H(X ~ (p ~ C~) d’un

domaine de Riemann (X , (p ~ ~) se plonge naturellement dans l’enveloppe



d’holomorphie H(X) del’espace analytique X ; (p se prolonge en une application

holomorphe de dans Cn , dégénérée aux oints de H(X) - H(X , 03C6 , 

qui est un ensemble analytique de dimension n » ~ ~ sans point isolé. Si

(X, (p ~ C~) est un domaine de Riemann non ramifiée on a H(X) = H(X , (p ~ C )
(et cette enveloppe coïncide encore avec l’enveloppe d’holomorphie non ramifiée

au sens de THULIEN [35].

II. Théorèmes de finitude et théorèmes d’approximation

en topologie algébrique.

Du mémoire d’ANDREOTTI et on peut extraire une méthode de démons-

tration de théorèmes de finitude pour cohomologie d’un espace topologique à
valeurs dans un faisceau vectoriel topologique. Cette méthode, explicitée par
les théorèmes ci-dessous, est peut-être applicable aux faisceaux calculables

(cf. définition 1) ; toutefois, on n’introduit ces faisceaux que dans les théo-
rèmes les plus simples, ne considérant en général que les faisceaux pour les-

quels un recouvrement acyclique existe.

Le principe général de démonstration des théorèmes de finitude est énoncé par
le théorème 1 , dans la première section. Parmi les théorèmes de finitude énoncés
dans la seconde section, les plus intéressants sont :

i. le théorème 2, relatif à certains ouverts relativement compacts, et le théo-
rème 5, relatif à certains espa ces topologiques p

ii. les théorèmes 6 et 7, dans lesquels les hypothèses des théorèmes 2 et 5
(qui reposent sur une suite de définitions assez compliquées) sont réalisées

simplement à l’aide de fonctions appartenant à une classe aisément définie.

Les théorèmes 6 et 7 sont directement utilisables pour établir des théorèmes de

finitude pour les espaces analytiques complexes ; on les déduit des théorèmes 2
et 5 à la fin de la seconde section. Dans la troisième section, on prouve les
théorèmes 2 et 3 ; dans la quatrième, les théorèmes 4 et 5 sont établis à partir
des théorèmes 2 et 3.

Chaque qu’une démonstration peut être lue dans C~~~ nous omettons de la
reproduire, et neus donnons une référence précise.



1. Premier critère de finitude.

Rappelons d’abord un théorème, précédemment pubié (cf. [23] et [z~-; ~ ~ inspiré
par un résultat analogue de GROTHENDIECK et par une démonstration de

GRAUERT [9].

DÉFINITION 1 (GROTHENDIECK [ 14] ~ . w Soit p un nombre entier y un faisceau

F de nodules sur un espace topologique paracompact X est dit calculable eYl

degrés  p si, pour tout nombre entier q vérifiant 1 ~ q ~ p , tout point
x de X et tout voisinage U de x, il existe un voisinage V C U de x

tel que l’homomorphisme canonique F~ -~ F) soit nul.

DÉFINITION 2 (FRENKEL [ T ! GROTHENDIECK [ 1G~] ~ . ~» Un faisceau F d’espaces

vectoriels (réels ou complexes) sur un espace topologique X est appelé faisceau

vectoriel topologique si, pour tout ouvert U de HO(U, F) est muni d’une

topologie d’espace vectoriel topologique de telle sorte que, pour tout recouvre-

ment ouvert de U ~ la topologie de HO(U, F) soit la moins fine des

topologies d’espace vectoriel topologique rendant continue l’application

F -~ HO(U. l. ,F) pour tout i E I ; F est dit faisceau de Fréchet si

les espaces vectoriels topologiques F) sont des espaces de Fréchot ;
F est dit compact si, pour tout couple V cc U d’ouverts de X ~ l’application

F) 9 F) est compacte (1. e. transforme un voisinage convenable

de .zéro en un ensemble relativement compact).

Remarque 1 (GROTHENDIECK [ 14] ~ . » S~it F un faisceau vectoriel topologique

compact sur un espace topologique localement corapact X ; alors, pour tout ouvert

U de X, HO U F) est un espace de Schwartz (cf. [13]~ ~?. ~7) complet ;
pour tout ouvert U , dénombrable à l’inflini, de X, F) est un espace

de Fréchet.

THÉORÈME 1. - Soit p un nombre entier  1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact, calculable en degrés  p , sur un espace topologique

X localement compact et paraconpact. Soit D un ouvert relativement compact
et paracopact de X , tel que l’application canonique HP(X, F~ -~ F)
soit surjective. Alors on a dim 

Dans les deux travaux cités, le théorème 1 est prouvé lorsque F est un fais-

ceau de Fréchet ; cette hypothèse est superflue, comme le montre GROTHENDIECK

dans [ ~4] ~ p. 4.



2. Théorèmes de f initude et d’approximation.

~~. Théorèmes pour certains ouvcrts relativement compacts.

DÉFINITION 3. - Soit p un nombre entier ~ 1 , et soit F un faisceau d’es-

paces vectoriels sur un espace topologique X ; nous dirons qu’un ouvert D de

X est (relativement à X ) quasi-p-convexe par rapport à F s’il existe un

recouvrement ouvert fini (U, ~ , de la frontière de D et une suite crois-

sante (Dj)0jk d’ouverts paracompacts tels que l’ on ait :

i. D = DO cc Dk et D , .. Dj-1 ~ U . 
ii. D . ~-.1 ~ F) = 0 

THÉORÈME 2. - Soit p un nombre entier > 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compacta calculable en degrés ~ p , sur un espace topologique
localement compact et paraCOI:1pact X . Pour tout ouvert D quasi-’p-
convexe par rapport à F ~ il existe un ouvert D’ tel que l’application
HP(DI , F) soit surjective, et l’ on a dim Hp(D F)  + ~ b

, 
_ 

’

DEFINITION 4. - Soit F un faisceau vectoriel topologique sur un espace topo-

logique X . On appellera recouvrement de X adapté à F toute base dénombrable

U de la topologie de X telle que H (U y F) soit un espace de Fréchet pour
tout 

Remarque z. ~ Si F est un faisceau de Fréchet sur un espace topologique X ,
toute base dénombrable de la topologie de X est un recouvrement de X adapté
à F . Si F un faisceau vectoriel topologique compact sur un espace vecto-
riel topologique localement compact x ~ toute base dénombrable de la topologie
de X , dont les éléments sont des ouverts de X dénombrables à l’infini, est
un recouvrement de X adapté à F ~

Remarque 3. - Soit r~, un recouvrement d’un espace topologique X ~ adapté à
un faisceau vectoriel topologique F sur X ; alors, pour tout ouvert V de X

et tout nombre entier p > 0 y l’espace vectoriel de c ooycles F)
(où UJV désigne l’ensemble des éléments de U contenus dans de sa

topologie. naturelle, est un espace de Fréchet.



DÉFINITION 5* - Soit p un nombre entier  1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique sur un espace topologique X ; nous dirons qu’un ouvert D de

X est (relativement à X ) p-convexe par rapport à F s’il existe :

i. un recouvrement ~ de X adapte à F et acyclique par rapport à F ~
ii. un recouvrement fini (Uj)1jk de la frontière de D :

1 

iii. une suite croissante d’ouverts (relativement à X ) quasi-p-
convexes par rapport à F ,

de telle sorte que l’on ait:

i. D == D~ ce D. et D. - D .~ ce U. pour 1 ~ j ~ k ~
ii. n D.~ ~ F) = 0 et n D. ~ F) = 0 pour 1 ~ j ~ k ~
iii. l’image de l’application Dj , F) ~ Zp-1(u|Uj n D.. , F)

est dense dans Zp-1 (U[U. n Dj-1 , F) .
DÉFINITION 6. - Soient p un nombre entier 1 , F un faisceau vectoriel

topologique sur un espace topologique X ~ et D un ouvert de X (relativement
à X ) p-convexe par rapport à F ~ Un recouvrement ~ de X sera dit adapté
à F et à D s’il est adapté à F et s’il existe :

i. un recouvrement ouvert fini (~-)i~-T,. de la frontière de D ~
ii. une suite croissante (Dj)0jk d’ouverts (relativement à X ) quasi-p-

convexes par rapport à F ,

de telle sorte que les conditions (i)~ (ii)~ (iii) de la définition 5 soient
vérifiées.

~ %

THEOREME 3* -" Soit p un nombre entier 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique X localement compact et
métrisable. Soit D un ouvert de X (relativement à X ) p-convexe par rapport

1 ~ -~lors on a dim F)  + co et il existe un ouvert D’ ~) D de X

tel que l’application F) -~ soit bijective. Pour tout recou-
vrement tL de X adapté à F et à D et acyclique par rapport à F ~ il existe
un ouvert D’ ~ D tel que l’application F) -~ F) soit bijective
et que l’image de l’application F) -~ F) soit dense

dans- F) ~



E. Théorèmes pour certains espaces topologiques.

DÉFINITION 7. - Si D est un ouvert d’un espace topologique X , nous appelle-
rons extension de D à X toute famille d’ouverts de X tels

que l’on ait

DÉFINITION 8. - Soit p un nombre entier % 1 , et soit F un faisceau d’es-

paces vectoriels sur un espace topologique X ; nous appellerons extension quasi-
p-convexe par rapport à F d’un ouvert D de X à X toute extension de D

à X dont les ouverts sont (relativement à X ) quasi-p-convexes par rapport
à F .

DEFINITION 9. - Soit p un nombre entier 1 , et soit F un faisceau vec-

toriel topologique sur un espace topologique x . Nous appellerons extension

p-convexc par rapport à F d’un ouvert D de X à X toute extension

(D ~ a aE(0~1~ vérifiant les conditions :

i. Da est (relativement à X ) p-convexe par rapport à F pour tout

a. E (0 , 1( ;

ii. il existe un recouvrement U de X , acyclique par rapport à F ~ adapté
à F et à D~ pour tout a E (0 , 1( , et vérifiant en outre la condition :
pour tout a E (0 , 1 ( et tout p E )a , 1 ( suffisamment voisin de a, on peut
choisir les ouverts dont les conditions (i) et (ii) de la définition 6 assurent
l’ existence, de telle sorte que le nombre k soit le même pour D a et Dp ,
que le recouvrement soit le pour Da et D ! et que les ou..
verts et 

, 

associés respectivement à D a et vérifient

D k (~~ ~ D k (0~~ . Etant donnée une telle extension p-convexe de D à X , un
recouvrement de X vérifiant la oondition (ii) à l’exception éventuellement de



l’acyclicité sera dit adapté à l’extension considérée.

DÉFINITION 10. - Soit p un nombre entier  1 , et soit F un faisceau d’es-

paces vectoriels (resp. un faisceau vectoriel topologique) sur un espace topolo-
gique X . Nous dirons que l’espace X est quasi-p-convexe (resp. p-convexe)
par rapport à F s’il existe une extension quasi-p-convexe (resp. p-convexe)
par rapport à F d’un ouvert D de X à X .

THÉORÈME 4. - Soit p un nombre entier 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact, calculable en p ~ sur un espace topologique
localement compact et paracompact X n Supposons X quasi-p-convexe par rapport
à F. Alors, pour tout ouvert D de X , possédant une extension à X, quasi-
p-c onvexe par rapport à F ~ on a dim F)  et l’application
HP(X , F) ~ Hp(D , F) est surjective.

THEOREME 5. - Soit p un nombre entier z 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique localement compact et métri-
sable X . Si X est p-convexe par rapport à F ~ on a dim F)  + ce .

Pour tout ouvert D de X , possédant une extension à X ~ p-convexe par rap-

port à F ~ l’application HP(X, F) --~ e st bijective, et pour tout
recouvrement U de X , adapté à une telle extension, et acyclique par .rapport

l’ application (U , F) ~ Zp-1(U|D , F) a une image dense dans
F) .

C. Utilisation de fonctions "convexes".

DEFINITION 11. ~» Soit p un nombre entier >~ 1 ? et soit F un faisceau de

groupes abéliens (resp. un faisceau vectoriel topologique) un espace topolo-
gique X . Un ensemble C de fonctions réelles continues sur X sera appelé
ensemble de f onctions quasi-p-convexes (resp, p-convexes) par rapport à F 

existe un recouvrement ouvert u de X et un ensemble K de fonctions réelles
continues >,~ 0 et à supports compacts dans X ~ tels que l’on ait :

i. , F) ~ 0 pour tout u 9 .

ii. pour tous U E ~, et x il existe p à support dans U ~ véri-
fiant p(x) ~ 0 ; 

.

iii. pour tous (p E ~ et p E X 1 il existe un nombre réel h > 0 tel que
l’ on ait p + ep E K pour - h  e  + h ;



iv. pour tous et on a {x ; x EU, c~ (x~ 
(resp. : pour tous et pour tout recouvrement ‘~’ de

X adapté à F et acyclique par rapport à F, l’ image de l’application

est dense dans ce dernier espace).

THÉORÈME 6. - Soit p un nombre entier > 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact, calculable en degrés ~ p , sur un espace topologique
localement compact et paracompact X . Soit D un ouvert relativement compact de

X , et soit C un ensemble de fonctions quasi-p-convexes par rapport à F dans

un voisinage V de la frontière de D . S’ il existe une fonction y telle

que l’on ait D n V = {x ?  0} , alors ona dim F  + ~ ,
et il existe un nombre réel h > 0 tel que l’ application F~ -~ F)
soit surjective pour 0  a  h ~ c~ (x~  a } ~

Preuve. - D est quasi-p-convexe par rapport à F ; en effet, soient U un

recouvrement ouvert de V et ~" une famille de fonctions continues dans V ,
vérifiant les conditions de la définition 11. A tout point x de la frontière
bD de D. ~ associons un ouvert U de U qui le contient, et que nous noterons

U ; à chaque U , associons une fonction à support dans Ux , et
vérifiant 0 ; soit l’ intérieur du support de est

un recouvrement ouvert de bD ~ dont on peut extraire un sous-recouvrement fini

(U’xi)1ik ; posons

où les sont des nombres réels > 0 assez petits pour l’on ait

~p - 2 Ci Pi E ~ pour 1  j  k . Les conditions de la définition 3 sont

réalisées. Le théorème 6 se déduit alors immédiatement du théorème 2.



THÉORÈME 7. - Soit p un nombre entier 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique localement compact et métri-

sable X . Supposons qu’il existe

i. un recouvrement de X adapté à F et acyclique par rapport à F ~

ii. un compact K de X , un ensemble ~ de fonctions p-convexes par rapport

à F dans ~~ .- K , et une fonction cp à valeurs réelles, continue dans X ~ 
’

telle que l’on ait

Alors on a F)  +00. Pour tout et > l’application
F) ~ HP(X ,F) est bijective; pour tout sup p(x) et tout recou-

vrement U de X adapté à F et acyclique par rapport à F ~ l’image de l’ap-
plication Zp-1(U , F) ~ Zp-1(u|X03B1 , F) est dense dans F) .

Preuve. - X est p-convexe par rapport à F ; en effet, soit 03B10 > sup 2014201420142014 " 

xEK

X admet une extension à X, p-convexe par rapport à F ~ obtenue en modi-

fiant le paramètre de la famille  

i. Pour « Xa est p-convexe par rapport à F ; en effet, en effec-
tuant la même construction que dans la preuve du théorème 6, on vérifie les
conditions de la définition 5 ;

ii. tout recouvrement de X adapté à F et acyclique par rapport à F est

adapté à F et à X pour a ~o~ ~ et vérifie la condition supplémentaire
imposée dans la définition 9 (cf. [l]~ § 17, la remarque qui suit le lemme) .

Le théorème 7 se déduit donc immédiatement du théorème 5.

3~ C ohomologie de la réunion de deux ouverts. théorèmes 2 et 3~

Le but de cette section est d’établir les propositions 2 et 5 ci-dessous,
utilisées ensuite pour prouver les théorèmes 2 et 3.

PROPOSITION 1. - Soient Xi ~ X~ deux ouverts d’un espace topologique X .
vérifiant X = X~ U X~ ~ et soit F un faisceau de groupes abéliens sur X ~
en posant X12 = X. n X2 , en a la suite exacte de Mayer-Vietoris :



Preuve... (§ 17, a~ .

PROPOSITION 2. - Soient Xl et X2 deux ouverts d’un espace topologique X,
vérifiant X = Xl u X~ , et soit F un faisceau de groupes abéliens sur X . Si
l’ on a Hp(X1 n X2 , F) = 0 , les applic ations Hp(X , F) ~ Hp(Xi , F) ,

ou 2 , sont surjectives.

Preuve. - C’est une conséquence immédiate de la suite exacte de Mayer-Vietoris
de la proposition 1.

PROPOSITION 3. - Soient X et X2 deux ouverts d’un espace topologique
X = X u X ; soit U = une base de la topologie de X , telle que la
réunion de tout ensemble fini d’ouverts d’intersection non vide~ soit
contenue dans Xl ou dans X2 ; soit F un faisceau de groupes abéliens sur

X . En posant X~~ = X1 n ~ ~ on a la suite exacte de 

où les deux premiers homomorphismes sont analogues à ceux de la proposition 1~
et j* est induit par l’application j : Zp(U|X12 , F) -. définie

de la manière suivante : à tout cocycle 03BE e F) , on associe la co-

chaîne ~ e définie par



e t on définit le cocycle j(03BE) par

Preuve. - Cf. [l] (§ 19, a, (a) et (p)).

PROPOSITION 4. - Soit p un nombre entier ~1 . Soient Xi et X2 deux

ouverts d’un espace topologique X = Xi u X~ . Soit U un recouvrement de X

adapté à un faisceau vectoriel topologique F sur X, tel que les conditions
suivantes soient vérifiées ;

i* la réunion de tout ensemble fini d’ouverts de it. , d’intersection non vide,
est contenue dans Xi ou dans .

ii. dimHP(U , F)  + oo ~

iii. l’image de l’application F) -~ F) est dense dans

X~ X~ .
Airs l’application F)~ F) est injective et

l’image de l’application F) est dense dans

F) .

Preuve. - Compte tenu de la remarque 3, les deux assertions sont prouvées res-
pectivement par [1] (§ 20, a) et par [l] (§ 19, a, (y) et (ô)), en utilisant la
proposition 3.

PROPOSITION 5. - Soit P un nombre entier ~1 ~ soient Xi et Xp deux

ouverts relativement compacts d’un espace topologique métrisable vérifiant la
condition = ~, j~ X~ =X~nX~ . Soit U un recouvrement

de X = Xl uX~ ~ adapté à un faisceau vectoriel topologique F sur X, acy-
c~lique par rapport à F ~ et tel que l’image de l’application

F) -. Z~(U)X~ , F) soit dense dans F) . Alors, si

l’on a F)+0153 , l’application F) ~ F)
est injective et l’image de l’application F)~ F) est

dense dans F) . Si l’on a de plus F) =0 et 
---

Hp(X2 , F) = 0 , l’application F) est bijective.



Preuve. - Soit d la distance des ensembles X. - X.~ et X~ - X~ par

rapport à une métrique sur l’espace topologique qui contient X ~ et soit U~

l’ensemble des ouverts de U dont le diamètre est  d/~ ? t~ est un recou-

vrement de X qui permet d’appliquer la proposition 4 ; on utilise alors le

fait que U’ est acyclique par rapport à F et le raisonnement de [l] (§ 19~
~ (~)) ? puis on tient compte de la proposition 2.

Preuve du théorème 2. - Avec les notations de la définition 3~ posons
D’ == D. ~ et~ X. par D.. et X~ par U.
dans la proposition 2 ~ nous voyons que F) -> H~(D.. y F)
est surjective pour 1  j  k ; donc l’application composée Hp(D’ , F) ~ Hp(D , F)
est surjective et l’on a dim F)  + oo en vertu du théorème 1.

Preuve du théorème 3* - Avec les notations de la définition 5~ posons D’=D, ~
et, pour 1  j  k , remplaçons X. D.. et X2 par Dj ~ U. dans la

proposition 5 ; les hypothèses de cette proposition sont alors vérifiées, car
on a dim H~(D. ~ F)  + oo d’après le théorème 2.

4. Théorèmes de passage à la limite pour la cohomologie. Preuve des théorème
4 et 5.

Les résultats de cette section (particulièrement les propositions 9 et 11)
permettent de prouver les théorèmes 4 et 5 à partir des théorèmes 2 et 3.

A. Passage a la limite d’une suite croissante d’ouverts.

PROPOSITION 6. - Soient p un nombre entier  0 . (D ) une suite crois-

santé d’ouverts d’un espace topologique X == U D et F uS faisceau de groupes2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

~ 
n 2014 201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

commutatifs sur X . Si l’application Hp(Dn+1 , F) ~ Hp(Dn , F) est surjective
pour tout IY = l’application Hp(X , F) ~ Hp(D0 , F) est surjective.

Preuve. - Cf. [l]~ § 18.

PROPOSITION 7. - Soient p un nombre entier ~ 0 , (D ) ~ une suite crois-

d’ouverts d’un espace topologique x == U Dp , F un faisceau vectoriel
201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

topologique sur X ~ et U un recouvrement de X ~ adapté à F ~ SI l’image de
l’application Zp(U|Dn+1 , F) ~ Zp(U|Dn , F) est dense dans zP(U)D , F) pour



tout n=N ~ l’image de l’application F) est dense dans

F) . 
"

Preuve. -Cf. [l] (§ 19, b).

PROPOSITIONS. - Soient p un nombre entier 1 , (Dn)n~N une suite crois-

sante d’ouverts d ’un espace topologique X = U D ~ F un faisceau vectoriel
201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014.201420142014201420142014 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014

topologique sur X ~ et U un recouvrement de X adapte à F et acyclique par
rapport à F . Si l’application H~(D ~ ~ F) -~H~(D ~ F) est bijective et

l’image de l’application F) ~ Zp-1(U|Dn , F) dense dans

Zp-1(U|Dn , F) pour tout n ~ N , alors l’application F) ~ Hp(D0 , F)
est bijective et l’image de l’application F) ~ Zp-1(U|D0 , F) est
dense dans F) .

Preuve. - Cf. [l] (§ 20~ c)~ qui utilise les propositions 5 et 6..

B. Passage a la limite au moyen d’une extension.

LEMME 1. - Soit p) une relation de préordre dans le segment [0 , l)
de la droite réelle, vérifiant les conditions 

’

i. p) ===> a: p ~

ii. pour tout a ~ [0 , 1[ , il existe vérifiant R(03B1 , 03B2) ;

iii. si (03B1n)n~N ~ [0 , 1] vérifie P(03B1n , 03B1n+1) pour tout n ~ N , on a

R(a o , a) où a = sup 03B1n .
" 

Alors QM a i) ~

Preuve. - En vertu de la condition (i)~ R est une relation d’ordre dans

(0 ~ l) . Soit E une partie de (0 ~ l) totalement ordonnée par R ~ et soit
X = pour toute suite (À ) ., c E vérifiant

03BB = sup 03BBn , on a R(03BB , 03BB0) d’après la condition (iii) ; donc 03BB est la borne

supérieure de E relativement à R . Par conséquent l’ensemble [0 , 1] , muni
de la relation d’ordre R ~ est inductif. En vertu du théorème de Zorn (cf. [2]~
§ 2~ n" 4~ corollaire 1~ p. 45)~ (0 ~ l) possède un élément maximal y rela-

tivement à R , vérifiant R(0 , Y) ; d’après la condition (ii), on a nécessaire-
ment Y =~ ~



LEMME2. - Soit X un espace topologique et soit une relation

de préordre dans l’ensemble des ouverts de X ~ vérifiant les conditions

i. D’) ==~> 

ii si (Dn)n~N est une suite croissante d’ouverts de X vérifiant R(D.Dj)
pour tout on a où D’ = U D .
201420142014201420142014 ~ 201420142014 0 

2014 ~ 
n

Soit D un ouvert de X ~ possédant une extension X qui
vérifie la condition

iii. pour tout 03B1 ~ [0 , 1[ , il existe 03B2 ~ 03B1 vérifiant 
Alors on a X) ~

Preuve. - Considérons une extension vérifiant la

condition et définissons une relation R’ dans (0 ~ l) en posant

grâce aux conditions (i~ et du lemme 2, R’ e s t u ne relation de pré ordre
dans ~0 ~ 1 ~ vérifiant les condit:ions (i) et du lemme ~. Si (a ) n nEN c ~0 y .~~
vérifie a ~ pour tout n on a

n n+ 1 -

d’après la condition (ii) du lemme 2 ; or on a

cù a = sup an à cause de la condition

on a donc a) et la condition (iii) du lemme 1 est vérifiée. Donc, en
vertu du lemme 1, on a 1 ) , soit R(D , X) .



PROPOSITION 9. - Soient p un nombre entier ~ 0 ~ et F un faisceau de

groupes commutatifs sur un espace topologique X . Soit D un ouvert de X ,
possédant une extension ]1 ~ ~ qui vérifie la condition : pour tout
aE 1 ( , il existe un ouvert D’ ~~ D tel que l’application

F~ soit surjective. Alors l’application F -~ 
est surjective.

Preuve. - On applique le lemme 2 en posant :

R (D ? D’ ) ~ ~t D c D ’ et l’ application HP(D’ , F) .~ HP(D , F~
est surjective".

La condition (i) du lemme 2 e st trivialement réalisée, et la c ondition (ii) est
réalisée d’après la proposition 6. Enfin, soit une extension de

D à X , vérifiant l’hypothèse de la proposition 9 ; comme on a

il existe

l’application F) est alors surjective et la condition (iii)
du lemme 2 est vérifiée. On a danc R(D , X) , et l’application F) - H P(D ,F)
est surjective.

PROPOSITION 10. - Soient p un nombre entier 0 , F un faisceau vectoriel

topologique sur un espace topologique X et U un recouvrement de X adapté
Soit D un ouvert de X ~ possédant une extension à X qui

vérifie la condition : pour tout a = (o ~ 1 ) ~ il existe un ouvert D
tel que l’image de l’application F) -~ F) soit dense dans

F) . Alors l’application F) ~ F) est dense

dans F) .

Preuve. - Analogue à celle de la proposition 9, en utilisant la proposition 7
et le lemme 2.



PROPOSITION 11. - Soient p un nombre entier ~1 , F un faisceau vectoriel

topologique sur un espace topologique un recouvrement de X adapté
~ F et acyclique par rapport à F. Soit D un ouvert de X possédant une
extension X qui vérifie la condition : pour tout ae (0 , le
existe 03B2 ~ )a , l) tel que l’application HP(D , soit bijec-
tive et que l’image de l’application F) ~ F) soit dense

dans Alors l’application est bijective
et l’image de l’application F) ~ Zp-1(U|D , F) est dense dans

F) .

Preuve. - On applique le lemme 2 en tenant compte de la proposition 8.

C. Preuve des théorèmes 4 et 5.

Preuve du théorème 4~ - Soit D un ouvert de X, possédant une extension à
X , quasi-p-convexe par rapport à F, et soit une telle extension ;
D = D~ étant quasi-p-convexe par rapport à F, on a dim HP(D , F)  + oo d’après
le théorème 2. D’après le même théorème, l’extension considérée vérifie l’hypo.-
thèse de la proposition 9 ? l’application HP(X , F) -~ HP(D , F) est donc sur-

jective.

Preuve du théorème 5. - Soit D un ouvert de X , possédant une extension à
X, p-convexe par rapport à X ~ et soit une telle extension ?
d’après le théorème 3, on a dim HP(D , F)  + ~ . Soit U un recouvrement de X

adapté à F et à l’extension considérée, et acyclique par rapport à F ; pour
tout a = (0 , 1( , existent d’après la condition (ii) de la définition 9 un nombre

)a , 1( et deux ouverts D’et D" vérifiant D CD C D", tels que
les applications F) -. et HP(D’ /F) -. HP(Da , F) soient

bijectives et que l’image de l’application F) -~ F) soit
dense dans F) . Alors l’application F) -~ HP(D , F) est

bijective et l’image de l’application F) -. F) est dense
dans F) . Les hypothèses de la proposition 11 sont vérifiées, donc
l’application F) -~ HP(D , F) est bijective résulte  +00)
et l’image de l’application F) -. F) est dense dans

F) .



III. Preuve des théorèmes let II.

Les démonstrations de [2l] font appel à des propriétés analogues à celles
données dans [18] et [19] concernant les fonctions plurisousharmoniques :

PROPOSITION L. - Soit (p une fonction fortement pseudoconvexe deux fois conti-

nûment différentiable sur un espace analytique complexe X . Pour tout point
il existe un voisinage U de x et une fonction continue à valeurs

complexes t) définie dans Ux (0 , l) ~ vérifiant les conditions

i. pour tout t~ (0 , 1) , f(x~ t) est une fonction holomorphe dans U ~

ii. pour tout te (0 , 1] , o. ={x; xe U , f(x , t) =0} est un ensemble

analytique de codimension ~1 en chacun de ses points ~

iii. Oo n {x; (p(x). p(x~)}={xQ};
iv. (p(x) >p(x~)} pour t > 0 .

Preuve. - Cf. [20]~ lemme p. 357.

LEMME 1. - Pour qu’une fonction (p à valeurs réelles, semi-continue supérieu-
rement dans un domaine D de soit fortement pseudoconvexe, il faut et il

suffit que, pour’tout ouvert U ce D , existent un nombre réel ô > 0 et une

suite décroissante (03C6i)i~N de fonctions indéfiniment différentiables dans U ,

tendant vers 03C6 en tout point de U , tels que l’ on ait L(03C6i)  03B4 dzj dzj

dans U pour tout i ~ N .

Preuve. - Cf. [2i] (§ 2, lemme L). L’énoncé est d’ailleurs immédiat si l’on
considère les régularisées de la distribution t(X) =1 ou les

régularisées du "courant positif" il ~2 03C6 dz ^ dz , cf. [19] et l’exposé
~ ~~ P q

n° 1 de ce séminaire. 
P q

~

DEFINITION 1 . - On dit qu’une fonction (p à valeurs réelles, définie dans un
domaine D vérifie une condition de Lipschitz si et seulement si, pour
tout compact K CD, il existe un nombre réel M tel que l’on ait



pour tous x’ eK vérifiant x~x’ .

2, - Une fonction (p pspudoconvexe dans un domaine D de Cn vérifie

une condition de Lipschitz dans D si et seulement si, pour tout ouvert U ce D ,
il existe une suite (03C6j)i~N de fonctions pseudoconvexes indéfiniment différen-

tiables dans U , convergeait uniformément vers 03C6 dans U , et un nombre réel

C , tels que l’on ait dans U pour et 1  j  n .

Preuve. - Cf. [21] (§ 2, lemme 2).

LEMME 3. - Soit (p une fonction continue, fortement pseudoconvexe dans un es-

pace analytique complexe X . Pour tout nombre réel e>0 y il existe une fonc-

tion fortement pseudoconvexe dans X y vérifiant 0~ ~ - dans X ~ et

telle quc~ pour tout point x de X, il existe une famille finie (~’~i~"~ de
fonctions fortement pseudoconvexes indéfiniment différentiablea dans un voisi-

nage U de x , telles que l’on ait  =- sup ~..201420142014 -. 2014201420142014201420142014201420142014201420142014 i

Preuve. - Cf. [21] ( §2~ lemme 5)« La démonstration utilise le lemme 1.

PROPOSITION 2. - Soit D un ouvert relativement compact d’un espace analytique

complexe X ~ Supposons que, pour tout point x~ de la frontière de 

existe une fonction (p continue et fortement pseudoconvexe dans un voisinage U

de une application biholomorphe 03C4 de U sur un sous-ensemble analytique
d’un ouvert G de C , et une fonction fortement pseudoco11vexe ’V vérifiant

une condition de Lipschitz dans G , de telle sorte que l’on ait

Il existe alors une fonction  , continue et f ortement pseudoconvexe dans un voi-
sinage V de la frontière ào D ~ telle que l’on ait

Preuve. - Gf. [21], ( 3.2) . La démonstration utilise les lemmes 1 et 2.

1 . Théorèmes d’approximation ££ théorème 1§.

DÉFINITION 2 . - Une paire (X ’ , X) d ’ espaces analytiques complexes est appelée



pairo de Runge si X’ est un sous-ensemble ouvert de X et si toute fonction

holomorphe dans X’ peut être approchée, arbitrairement et uniformément sur tout
compacta par des fonctions holomorphes dans X .

PROPOSITION 3 (STEIN [34J). - Pour qu’un ouvert X’ d’un espace de Stein X

soit convexe par rapport aux fonctions holomorphes dans X (i. e. peur

que l’intersection de X’ et de l’enveloppe holomorphiquement convexe de tout
compact de X~ dans X soit compacte)~ il faut et il suffit que X’ soit un

espace de Stein et que (X~ ~ X) soit une paire de Runge.

PROPOSITION 4 (STE IN [34]). - Soit (Xn)n~N une suite d’espaces analytiques
complexes dénombrables à l’infini, tels que (Xn , X .) soit une paire de Runge
pour tout n e N , et soit X == U X . Alors (Xn , X) est une paire de Runge
pour tout n e N . ~~~

PROPOSITION 5 (STEIN [34]). - Soit (X ) n~N 
une suite d’espaces de Stein

connexes, tels que (Xn , Xn+1) soit une paire de Runge pour tout n ~ N . Alors

X = U X est un espace de Stein et (Xn , X) est une paire de Runge pour tout20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 ~ 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

n ~ N 

Remarque 1. - La proposition 4 résulte immédiatement de la proposition 7 de 11~
et la proposition 5~ de la proposition 8 de II et du théorème 4 de I.

DEFINITION 3* - Une famille continue de fonctions holomorphes sur un espace
analytique complexe X est une application continue du segment unité ( 0 , l)
dans I(X) (munie de la topologie de la convergence compacte). Une famille conti-
nue de fonctions méromorphes sur un espace analytique complexe X est une appli-
cation t -). ft de [0 , l) dans l’ensemble des fonctions méromorphes sur X ,
telle que pour tout x e X existent des familles continues t -~ et t -~ h. t
de fonctions holomorphes dans un voisinage U de x , vérifiant f. = 
dans U .

THEOREME 1. - Soit U un recouvrement ouvert d’un espace de Stein X , et,

pour tout de fonctions dans U , telle que, pour tous t ~ [0 , 1] , U ~ U et U’ ~ U fUt - fU’t soit

holomorphe dans U n U’ . Alors il existe une famille continue t ~ F. de fonc-

tiens méromorphes dans X , telle que F. - f soit holomorphe dans U pour



tous te (0 ~ 1) et UeU.

Preuve. - Cf. [20]~ p. 359-361.

THÉORÈME 2. - Soient X un espace de Stein, et (D ) [0,1] une famille

d’ouverts de X, relativement compacts pour 03B1 e (0 , 1 ( , vérifiant les condi-
tions :

D. =X ;

ii. pour tout a e (0 , il existe une fonction continue et pseudoconvexe
~ dans tm voisinage U de K = n D~ -D . telle que l’on ait (p(x)0201420142014201420142014201420142014201420142014 " ~ 

Pe)a,l( P 
~ 2014201420142014"2014201420142014201420142014

pour et p(x) =0 pour 

Alors D~ est un espace de Stein et X) est une paire de Runge.

Preuve. - Cf. [21]~ §4. La démonstration utilise la proposition 1 de 1~ le

lemme 3, la proposition 1 et le théorème 1.

COROLLAIRE 1. est une fonction continue pseudoconvexe sur un espace
de Stein X, alors X~={x ~ (p(x) oJ est un espace de Stein et

(X 03B1 , X) une paire de Runge pour tout 

THEOREME 3. - L’ensemble des fonctions continues fortement pseudoconvexes sur
un espace analytique complexe X est un ensemble de fonctions l-convexes par

rapport à tout faisceau analytique cohérent sur X .

En effet, le corollaire 1 permet de réaliser les conditions de la définition 4
de II.

Preuve II. - La fonction est positive et fortement pseudo-
convexe dans X - K ~ on sait qu’il on est ainsi de toute f(~p) ~ f positive,
croissante convexe; cf. [1S]. La fonction e = e~ + ~ est continue dans X et

fortement pseudoconvexe dans X - K , et l’ensemble {x ~ x 6(x)  a}
est relativement compact pour tout a e R . Grâce au théorème 3, la conclusion du
théorème II résulte alors du théorème 7 de II.

Le théorème 3 a été généralisé par ANDREOTTI et GRAUERT [lJ qui ont prouvé le
résultat suivant :

THÉORÈME 4.. - L’ensemblo des fonctions fortement p-pseudoconvexes indéfiniment
différentiables sur un espace analytique complexe X est un ensemble de fonctions



p-convexes par rapport à tout faisceau analytique cohérent sur X .

Compte tenu du théorème 7 de II, on obtient alors

THÉORÈME 5* - Soit F un faisceau analytique cohérent sur un espace analytique

complexe X ; supposons qu’il existe un compact K de X et une fonction (p

continue dans X, fortement p-pseudoconvexe et indéfiniment différentiable dans

X - K , telle que X = {x ~ x (p(x)  a} soit relativement compact pour
tout a ~ R . Alors on a dinL. Hq(X , F)  + oo pour q  p . Pour tous

aj> sup p(x) et q  p , l’application Hq(X , F) ~ Hq(Xq , F) est bijective.
xëK 

2014 201420142014201420142014201420142014 " 201420142014201420142014201420142014

Nous ne pouvons exposer ici les théorèmes analogues relatifs aux espaces

q-pseudoconcaves, établis dans [lJ.

2. Preuve du théorème I

PROPOSITION 3. - Soit D un ouvert relativement compact d’un espace analytique
complexe X . Supposons que, pour tout point x de la frontière de D ~ il existe
une application biholomorphe T d’un voisinage U de x sur un sous-ensemble

analytique d’un ouvert G de et une famille (~.)i~~ de fonctions forte-
’ " "’ ’ " ’ ’ " !20142014"-!-""20142014 20142014 " ’!~’ ! . ! , .... "20142014’ ~~ " ’~’" ’ ’ ............. 20142014 . 1 L~3~..J~ ’ ! " - "" "" ’ " ’ ~ " "" "’ - ’ ! ’ "~" ’"

ment pseudoconvexes deux fois continûment différentiables dans G , de telle
sorte que l’on ait

~ (p. = ~. o ~ , Alors D est de type fini.

Ceci résulte immédiatement de la proposition 2 et du théorème II.

Pour prouver le théorème 1~ on construit alors une suite d’ouverts de

X vérifiant chacun les hypothèses de la proposition 3 (donc holomorphiquement
c onvexe s) ; tels que l’on ait



et pour lesquels on établit successivement :

ï. pour tout n E N , l ensemble analytique compact maximal de dimension > 0

dans (qui existe d’après la proposition 3) est contenu dans Dn;
ii.. il existe un espace analytique D’ et une application holomorphe propre n

de D sur D’ , tels que D’ = n(D) soit la réduction de D conformément au

théorème 5 de I, pour tout n E 

iii. DI 1) est une paire de Runge pour tout n 

Alors D t est un espace de Stein d’après la proposition 5, et le théorème I
est démontré. les détails de la démonstration, voir [2l] (§ 3 ~ part (iv)).
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