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Séminsire ILELONG 6-01

(Analyse) .
4e année, 1962, n° 6 20 février L9&2

(rédaction achevée 1o 9 aolt 198R)

PROBIEME DE IEVI

par I'rongols NORGUET

Un mémoire récent [20] et un travail encore inédit [21] de R. NARASIMHAN géné-
ralisent les résultats de GRAUERT [9] concernant le probléme de Levi, tandis que
1a méthode de GRAUERT [9] est perfectionnée par ANDREOTTI et GRAUERT dans un
travail inédit [1] dont les résultats ont été annoncés par GRAUERT [10] au
Colleque de Topologie de Lille, puils exposés au Séminaire Bourbaki [25].

Pour les domaines de EP , toutes les especes de convexité introduites dans la
théorie des fonctions de plusieurs variables complexes colncident, et les do-
maines convexes sont les domaines d'holomorphie ; ceci est prouvé dans [5], [26],
[17], [3], [22]. Ces notions, étendues aux espaces analytiques complexes, dorment
naissance 4 des problémes partiellement résolus, que 1'on dnonce ici dans le
cadre de la classification des espaces analytiques complexes non compacts, avant
de forruler de maniére tres générale la méthode d'ANDREOTTI et GRAUERT et d'ex~
poser de fagon succincte la démonstration des théorémes de Narasimhane

I. La classification des espaces analytiques complexes

et le probléme de Levi.

que cette restriction ne soit pas constamment nécessaire. Pour tout espace ana-
lytique cemplexe X , on désigne par I(X) 1'anneau des fonctions holomorphes
sur X .

le Espaces de Stein (ou holomorphiquement eomplets).

DEFINITION 1, — Un espace analytique ecemplexe X , de dimension complexe n ,
est dit

ie K-complet si, pour tout x € X , il existe une application holomoréhe (7
de X dans QF , non dégénérée av point x (c'est-d-~dire telle e le point x



soit isolé dans tp—l (e(x)) ) 3

ii. holomorphiquement séparable si, pour tous x € X et y € X vérifiant
x#5y , il existe une fonction f holomorphe dans X , vérifiant f£(x) # £(y) ;

iii. étalable s'il existe une application holomorphe de X dans Eé s en tout

point de X non dégénérée.

THECENT L+ - Pour tout espace analytique complexe X , on a :

X est holomorphiquement séparable

{
X est ﬁécomplet € ) > X est étalable
! U
tout sous-ensemble analytique X est réunion dénombrable
compact de X est fini de compacts .

DEFINITION 2. - Pour tout compact K d'wn espace analytique complexe X , on
appelle enveloppe holomorphiquement convexe de K dans X 1'ensemble des points

x de X tels que 1'on ait

l£(x)| < sup |£(y)]
yek

pour toute fonction f holomorphe dans X . Un espace analytique complexe X est
dit holomorphiquement convexe si l'enveloppe holcmorphiquement convexe de tout

compact de X dans X est compactes

THEOREME 2+ = Pour tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe X,

on a @

(2)
X est holomorphiquement séparable <=—===> X est K-complet

|

tout sous~ensemble analytique compact de X est finl .

L'équivalence (1) du théoréme L est due & GRAUERT [8] ; 1'équivalence (2) du
théoréme 2 a été établie dans un cas particulier par OKL [27], dans le cas géné-
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DEFINITION 3. ~ On appelle espace de Stein (ou espace analytique complexe holo-

morphiquement complet) tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe

vérifiant l'une des trois conditions dont le théoréme 2 exprime 1'équivalence.

THEOREME 3. = Pour tout point x d'un espace de Stein X , 1l existe un nombre

entier positif n , une application holomorphe ¢ de X dens En et un voisi-

nage U de x tels que la restriction de ¢ a U soit une application biholo-

morphe de U sur un sous-ensemble analytique d'un ouvert G de En (muni de

la structure d'espace analytique complexe induite par celle de G ).

DEFINITION 4. - On dit qu'un espace analytique complexe X vérifie :

i. le théoréme A si, pour tout faisceau analytique F cohérent sur X et
pour tout x e X , HO (X , F) engendre FX (comme module sur 1'anneau des

germes de fonctions holomorphes au point x ) 3
ii. le théoréme B si 1'on a HP(X » F) = 0 pour tout faisceau analytique cohé-

rent F sur X et tout nombre entier p>1 .

THEOREME 4 (CARILN et SERRE [33], n® 18, 19 et 20). = Pour tout espace analy-

tigue complexe X , on a :

X est un espace de Stein =—=———==> X vérifie les théorémes A et B

N

on a Hl(X , I) =0 pour tout faisceau I d'iddaux de germes

de fonctions holomorphes, cohérent sur X et & support discret.

2+ Espaces holomorphiquement convexes.

THEOREME 5 (REMVERT (28], CLRTAN [4])e = Pour tout espace analytique complexe
holomorphiquement convexe X , il existe une application holomorphe mn de X sur

un espace de Stein Y , induisant un isomorphisme des ammeaux I(X) et I(Y) ;
X détermine le couple (n » ¥) 2 un biholomorphisme prés 3 Y est le quotient

de X par la relation d'équivelence : x est équivalent & y si et seulement

sil'ona f(x) = £(y) pour toute fonction f holomorphe dens X j lesfibres

de l'application m sont des sous~ensembles analytiques aonnexes de X .
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COROLIAIRE 1, ~ Tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe est

réunion dénombralle de compacts.

DEFINITION 5. - Un espace analytique complexe X est dit projectivement complet

s'il est holomorphiquement convexe ct si, pour tout x€ X , il existe une appli-

cation holomorphe de X dans fn(g) , non dégénérée au point x .

Remarque l. ~ Tout espace analytique complexe conpact est holomorphiquement
convexe ; tout espace de Stein (resp. tout espacc algébrique projectif) est pro-

jectivement complet.

THEOREME 6 (GRAUERT et REMMERT [12]). - Soit n une application holomorphe et
propre d'un espace analytique complexe projectivement complet X sur un espace

de Stein Y , et soit F wun faisceau analytique cohérent sur X j; pour tout
nombre entier p >0, H'(X , F) est un module de rang fini sur I(Y) , mul,

sauf pour un ensemble fini de valeurs de p § si 1l'on pose

X,F) =2 (-1)P X , F) ,
* B0 EI)

il existe un sous-ensemble analytique £ de Y , différent de Y , tel que l'on

ait

XE 5 F) =x(n™(3) , F) = z; (- 1P ainy B (@) , F)
] '

pour y€ Y -4,

Remarque 2. - Si F est le faisceau des germes de sections holomorphes d'un
espace fibré vectoriel holomorphe sur X , et s'il existe un sous—ensemble analy-
tique B de Y , différent de Y , tel que K“l(y) soit un espace algébrique
projectif pour ye€ ¥ =B, (X , F) peut 8tre exprimée par les polynbmes de
Todd gr@ce & la forrmle de Riemann-Roch démontrée par HIRZEBRUCH.

Remarque 3+ = Tout espace holomerphiquement convexe X a un plus grand quotient
(@éterminé & un biholomorphisme prés) projectivement complet Y , qui a lui-méme
un plus grand quotient holomorphiquement complet Z 3 les fibres de 1l'application
canonique de Y sur Z sont des espaces algébriques projectifs.
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DEFINITION 6. - Une application ¢ d'un espace analytique complexe X sur un

espace analytique complexa Y est appelée modification propre de Y aux points

d'un sous~ensemble analytique £~ de Y , de codimension =1 , si ¢ est holo-
wl . .
morphe et propre, et si la restrictionde ¢ & X -~ ¢ (&) est une application

biholomorphe sur Y - A -

DEFINITION 7. - Nous dirons qu'un espace analytique complexe est de type fini

8'il est holomorphiquement convexe et obtemu par modification propre d'un espace

de Stein en un nombre fini de points.

THEOREME 7 (NARASIMHAN [21]). - Soit X un espace analytique complexe de type
fini, et soit A . le sous-ensemble analytique compact maximal de dimension > 0
de X 3 pour tout nombre entier p 31 et tout faisceau analytique cohérent F
sur X , ona dim, H({ , F) < + @ et l'spplication H'(X , F) = H'(X , A)

induite par l'inclusion de & dans X est bijective. Réciproguement, si l'on a

dim, H;(X s I) < + o pour tout faisceau I d'idéaux de germes de fonctions holo-

morphes, cohérent sur un espace analytique complexe X et & support discret, cet

espace est de type fini (éventuellement compact).

La démonstration de la premiére partie de ce théoréme utilise en particulier
la finitude de dim, HP(X , F) pour tout nombre entier p =0 et tout faisceau

analytique cohérent sur un espace analytique complexe compact X .

3« Fonctions plurisousharumciigues et fonctions pseudoconvexes.

DEFINITTION 8, - Une fonction & valcurs réelles 9 , définie sur un espace ana=

lytique complexe X , est dite indéfiniment (resp. n fois) différentiable si,

pour tout x € X , existent un nombre entier n , une application biholomorphe <
d'un voisinage U de x sur un sous-ensemble analytique d'un ouvert D de c? ’
et une fonction ¢ indéfinimest (respe n fois) différentiable dans D , tels

que l'on ait w]U =y o T o

¢
DEFINITION 9 ~ Une fonction ¢ , définie sur un espace analytique X , est dite
plurisousharmonique (en abrégé : psh) si :

i. les valeurs de ¢ sont des nombres réels ou = , mais ¢ n'est pas

constamment égale & = o« ;
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ii. ¢ est semi-continue supérieurement ;

1
iii. pour toute application holomorphe <t d'un domaine D de C° dans X ,

¢ o T est une fonction sousharmonique dans D ou la constante o

DEFINITION 10. = Une fonction ¢ , définie sur un espace analytique complexe X,
est dite fortement plurisousharmonique si, pour toute fonction p & valeurs
réelles indéfiniment différentiable et & support compact dans X , il existe un
nombre réel h> 0 tel que la fonction ¢ + e€p soit plurisousharmonique pour
sn<e<+ho.

DEFINITION 11, = Une fonction ¢ , définie sur un espace analytique cemplexe X
de dimension complexe n , sera dite g~plurisousharmonique (resps fortement g-

plurisousharmonique) si, pour tout x € X , il existe une application biholo-
n=grl  gons X , telle que 1l'on ait x € t(D)

-~

et que ¢ © T soit plurisousharmonique (resp. fortement plurisousharmonique)

morphe <t d'un domaine D de

dans D o

Remarque 4. = La notion de fonection g-plurisousharmonique sur un espace ana-
lytique complexe de dimension complexe n est définie pour LL g<n+ 1 ; les
fonctions leplurisousharmoniques sont les fonctions plurisousharmoniques j toute
fonetion est (n + l)=plurisousharmonique ; pour 1< gq< n, toute fonction g-
plurisousharmonique est aussi (q + l)=plurisousharmonique 3 pour q >n+ 1 ,
nous conviendrons de dire que toute fonction est ge=plurisousharmonique j ces remar-

ques restent valables pour les fonctions fortement g-plurisousharmoniques.

Bemarque 5. - Soit ¢ une fonction g-psh (resp. fortement g=psh) sur un
espace analytique complexe X , et soit <t une application biholomorphe d'un
espace analytique complexa Y sur un sous-ensemble analytique de X j alors
¢ o T est une fonction g~psh (resp. fortement g-psh) dans Y .

Remarque 6. - Une fonction g-psh ¢ , admettant un meximum relatif en un point
d'un espace analytique complexe X de dimension n >q , est constante dans X ;
une fonction fortement g=-psh sur X ne peut donec avoir de maximum relatif
dans X .

Remarque 7. - Pour qu'une fonction ¢ & valeurs réelles, deux fois différen—
tiable dans un domaine D de 9?’, soit g~psh (resp. fortement g-psh), il
faut et il suffit que la forme
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Lip) = 2 ——-——2—-dz az,
1<ign 3z, bz J
igisa

admette en chaque point de D au moins n - g + 1 valeurs propres 2.0 (resps
>0 ).

Remarque 8 - Si (Lpi)l<i$k est une famille finie de fonctions psh (resp. for—

tement psh) sur un espace analytique complexe X , ¢ = sup Py est psh (resp.
IKikk
fortement psh) dans X .

DEFINITION i2+ - Une fonction ¢ , définie sur un espace analytique complexe,
est dite pluriharmonique si ¢ et = ¢ sont pluriscusharmoniques.

Remarque 9+ = Pour qu'une fonction ¢ soit pluriharmonique dans un domaine sime-
plement connexe D de E? , il faut et il suffit qu'elle soit la partie réelle
d'une fonction holomorphe dans D « Pour qu'une fonction ¢ , deux fois différen—
tiable dans un domaine D de 9? , soit pluriharmonique, il faut et il suffit
que 1'on ait L(p) = O en tout point de D .

DEFINITION 13, - Une fonction ¢ , définie sur un espace analytique X , wst

dite g~pseudoconvexe (resp. fortement g-pseudoconvexe) si, pour tout x€ X ,

il existe un nombre entier n , une application biholomorphe <t d'un voisinage
U de x sur un sous-ensemble analytique d'un domaine D de QF , et une fonc-
tion § , g-plurisousharmonique (resp. fortement qyplurisousharmonique) dans
D, tels que 1l'on 2it ©]U =¥ ~ T . Lorsqu'on dira qu'une fonction g~pseudo-
convexe est indéfiniment (resp. r fois) différentiable, cels signifiera que <
et § pouvent 8tre choisis de telle sorte que ¢ soit indéfiniment (resp. o
fois) différentiable dans D . Mais la convention analogue n'est jamais faite
pour les fonctions continues : une fonction g-pseudoconvexe continue peut &tre
induite localement par des fonctions g=plurisousharmoniques non continues. Une
fonetion l-pseudoconvexe (resp. fortement l-pseudoconvexe) est appelée pseudo-

convexe (reSp. fortement pseudoconvexe).

Remarque 10 - Cette définition est justifiée par la remarque 5 et par la
propriété suivante : S1 U est un voisinage de x dans X , et si <t est une
application biholomorphe de U sur un sous-ensemble analytique d'un domaine D
de 9? s alors pour tout germe Pee de fonction g~pseudoconvexe (resps fortement

g~pseudoconvexe) dans X au point x s 11 existe un germe q%%x) de fonction
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g~plurisousharmonique (rcspe. fortement g-plurisousharmonique) dans Qn au point

t(x) , tel que 1'on ait o = q}"c(x) ° T o

Remarque 1l. - la remarque 8 reste valable pour les fonctions pseudoconvexes

(resps fortement pseudoconvexes).

PROPOSITION l. = Pour tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe

X , il existe une fonction pseudoconvexe ¢ sur X , telle que l'ensemble

Xa ={xeX; o) <a}l soit vide ou relativement compact pour tout o€ R .

Si X est un espace de Stein, la fonction ¢ peut 8tre choisie analytique-

réelle et fortement pseudoconvexe.

Ce résultat a &été établi pur DOCQUIER et GRLUERT [6] pour les variétés, et par
NARASIMHAN [20] pour les espaces. La démonstration utilise le corollaire L.

4+ Espaces pseudoconvexes. Probléme de Levi.

DEFINITION 14, - On appelle disque analytique dans un espace analytique complexe
X 1'image D d'une application holomerphe ¢ de {z ; sz e c, |z] €1} dans
X ; on appelle bord de D , et on désigne par bD , 1l'image de la restriction de

¢ 3 {z; zel, lz] =1},

DEFINITION 15, - Un espace snalytique complexe X est dit pseudoconvexe i,
pour toute suite (Dn)neN de disques analytiques dans X vérifiant

U ¥ _cc X
neNn

.

on a aussi

U D zecx .
XE}En

Remarque 1l2. - Si ¢ est une application holomarphe, en tout point non dégé-
nérée, d'un espaca analytique complexe X dans un espace de Stein Y , on peut
définir les points-frontidres de X par rappart & ¢ (cfs [11]), et mnir la
réunion X de X et de l'ensemble de ses points~frontiéres d'une topolegie
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naturelle ; alors, X est dit localement pseudoconvexe par rapport & ¢ si,

pour tout point-frontiére x de X , il existe un voisinage U de x dans X ,

tel que U n X soit pseudoconvexece

THEOREME 8, = Tout espace analytique complexe holomorphiquement convexe est

pseudoconvexe

La démonstration de ce théoreéme résulte immédiatement de la proposition l.

Probléme de Levi. - Tout espace analytique complexe pseudocconvexe (resp.

localement pseudoconvexe) est-il holomorphiquement convexe ?

La considération de certains "espaces plats" montre que la réponse & cette

question est négative.

DEFINITION 16, - Un ouvert relativement compact Y d'un espace analytique
complexe X gera dit plat au point x de sa frontiére s'il existe un voisinage

U de x dans X et une fonction ¢ pluriharmonique dans U tels que 1l'on ait

YnU=1{x; xeU, ¢k <0]

wve

Y sera dit plat s'il 1l'est en tout point de sa frontiére. Un espace analytique

complexe sera dit plat s'il contient un ouvert relativement rcompact et plat.

PROPOSITION 2+ = I1 existe des espaces analytiques complexes plats non compacts

pseudoconvexes n'admettant que les constantes comme fonctions holomorphes, et

par conséquent non holomorphiquement convexese

De tels espaces ont été construits par GRAUERT (travaux non publiés).

Vu la proposition 2, nous scinderons le probleme de Levi en deux problemes

partiels :

Premier probléme de Levi partiels — Classification des espaces analytiques

complexes plats.

Ce probleme n'a encore été 1'objet d'aucune publication.

Szcond probléme de Levi partiel. - Tout espace analytique complexe pseudo-

convexe (resp. localement pseudoconvexe) et non plat est=il holomorphiquement

convexe ?
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Ce probléme n'étant que partiellement résolu, nous énoncerons un "Probléme de

Levi usuel" qui contient les problémes actuellement résolus.

DEFINITION 17, - On dira qu'un ouvert relativement compact d'un espace analy-
tique complexe est fortement pseudoconvexe (resp. localement fortement pseudo-

convexe) £'il cst psendnronvoxe (resp. localement pseudoconvexe) ct s'il n'est
eceam————— <

plat en aucun point de sa frontiére.

DEFINITION 18, - Si D est un ouvert d'un espace topologique X , on appellera
extension de D & X +toute famille (Da)ae[O,l) d'ouverts de X tels qe 1l'on

ait
D=Dg, D, cc DB pour a < f3 s
D, =X U D,=D_ pour ae )0, L)
1 ’ o 3
pe(0,a( P
et
E pour ae (0, 1( .
Be)a,lj B

4
DEFINITION 19, - Nous dirons qu'un espace analytique complexe X est fortement
pseudoconvexe s'il existe un ouvert D de X et une extension (D )ae(O 1) de

D a X tels que D soit fortement pseudoconvexe pour o € [O (.

Probléme de Levi usuel.

i. Tout ouvert relativement compact et fortement pseudoconvexe (resp. localement

fortement pseudoconvexe) d'un espace analytique complexe est-il holomorphiquement

convexe ?

ii. Tout espace analytique complexe fortement pseudoconvexe est-il holomorphi-

quement convexe ?

La solution de ce problem:, dans les cas oi elle est conmue, résulte des théom
rémes I et II ci-dessous, établis sous cette forme par NARASIMHAN [21], aprés
avoir été démontrés pour des variétés analytiques et des fonctions fortement

pseudoconvexes deux fois différentiables par GRAUERT [9], et pour des espaces
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analytiques complexes et des fonctions fortement pseudoconvexes deux fols Giffé-
rentiables par NARASIMHAN [20], dans ces deux cas d'ailleurs sous des hypothéses
globalese

THEOREME I. - Soit D un ouvert relativement compact d'un espace analytique

complexe X o Si, pour tout point x de la frontiére de D , il existe un voisi-

nage U de x et unc fonction continue fortement pseudoconvexs ¢ dans U tels

que l'on ait

DnU={x; xe€ U, op(x) <0} ,

alors D est de type fini.

THEOREME II. - Soit X un espace analytique complexe ; supposons aqril existe

un compact K de X , une fonction ¢ & valeurs réellesycontinue dans X et

fortement pseudoconvexe dans X - K , et une fonction ¢ & valeurs réelles,

continue dans X et pseudoconvexe dans X - K., telle que

g ={x; xe X, y(x) <a}

soit relativement compact dans X pour tout a€ R, Alors X est un espace de

— e

type fini. Si 1'on peut prendre K =¢ , alors X est un espace de Stein.

Compte tenu du théoréme 7, on prouve les théorémes I et II en établissant des
théorémes de finitude pour la cohomologie des espaces considérés, & coefficients
dans un faisceau analytique cohérents Les techniques de topologie algébrique
utilisées sont groupées dans la partie II de ce travail, ol sont exposés des
théorémes de finitude pour la cohomologie de certains espaces topologiques, a
coefficients dans certains faisceaux vectoriels topologiquese. Ces théorémes géné-
raux ne sont pas indispensables pour la démonstration des théorémes I et II, ol
ils peuvent &tre remplacés en partie par des résultats acquis dans la théorie
des variétéa de Stein ; toutefois, ils permettent de prouver d'autres théorémes
conerets de finitude, comme ceux d'ANDREOITI et GRAUERT., Dans la partie III, on
utilise les résultats de la partie II pour établir les théorémes I et II.

Ces théoremes résolvent le probléme de Levi usuel dans le cas oi 1'hypothése de
pseudoconvexité de ce probléme permet la construction des fonctions pseudoconvexes

convenables, & savoir dans le cas de certains espaces pseudoconvexes K-complets.
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Probléme de Levi des espaces de Steine. - Tout espace analytique complexe

pseudoconvexe et Kecomplet est~il un espace de Stein ?

Si X est un espace analytique complexe normal, pscudoconvexe et K-complet,
de dimension complexe n , il existe une application holomorphe ¢ de X dans
n . ' Ve Ve J hid - .
C" , en chaque point dc x non dégénérée, telle que (X , ¢) soit un domaine
de Riemann, éventuellopent ramifié (la structure analytique complexe dc X étent,
au voisinage dc chacun dc ses points, la structure analytique complexe usuclle

s e 2 n N .
de rev8tement ramifié d'un ouvert de G~ ). Deux cas sont alors & envisager :

- as (X ,¢) estun domaine de Riemann non ramifié au~dessus de EF s on
construit alors les fonctions pscudoconvexes convenables 4 1'aide de la fonction
d(x) , borne supérieure des rayons des boulcs ouvertes, de centre x€X ,
contenues dans X 3 la pseudoconvexité de X entrafne celle de - log d(x) ;
toutefois on ne peut appliquer immédiatement le théoréme II car les ensembles
{x; xex, a(x) <a} ne sont peut-8tre pas relativement compacts (si le
domaine de Riemann possgde une infinité de feuilles) 3 on doit encore effectuer
une autre approximation (cf. [27] et [21]) pour établir que X est un espace de

Steine On obtient ainsi :

THEOREME 9 (OKA [27])e = Tout domaine de Riemann non ramifié et pseudoconvexe

au~dessus de G ast un espace de Stein,

La preuve de cc théoréme semble plus aisée & partir du théoréme II que par la
démonstration initiale d'CKA ; en fait, par le théoréme IT, on prouve que le
domaine de Riemann considéré est holomorphiquerent convexe ; la méthodc d'OKA
nontre en outre qu'il est holomorphiquement séparable, propriété qui, dans la

présentation adoptée pour cet exposéd, résulte de 1'équivalence (2) du théoréme 2.

Le théoréme 9 recste vrai si 1'on remplace la pseudoconvexité globale par la

pseudoconvexité locale (ef. OKL [27]), ot gn par unc veriété dc Stein (cf.
DOCQUIER et GRAUERT [6]).

~-be (X, 9) estun domaine de Riemann ramifié au~dessus de gn ; dans ce cas,
le probléme de Levi n'est pas résolu, la difficulté essentielle étant de trouver
un substitut pour la distance d(x) .
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5« Enveleppes d'holomerphie, domaines d'holomorphie et espaces d'holomorphie.

Les problémes considérés dans cette section n'ont été que partiellement résolus ;
nous exposons un certain nombre de résultats connus, sans respecter constamment

1'ordre qui permettrait de les déduire lcs uns des autres.

A. Enveleppes d'holomorphie d'espaces analytiques complexes.

DEFINITION 20. - On appelle enveloppe d‘'holomorphie d'un espace analytique come

plexe X tout couple (Y , ®) d'un espace analytique complexe Y et d'une appli=~

cation holomorphe 7n , en tout point non dégénérée, de X dans Y , tel que
i. 7 induit un isomorphisme des anneaux I(X) et I(Y) ;

iis pour tout espace analytique complexe K-complet Z , et toute application
holomorphe & , en tout point non dégénérée, de X dans Z , induisant un iso-
morphisme des amnesux I(X) et I(Z) , il existc une application holomorphe B ,

en tout point non dégénérée, de 2 dans Y , vérifiant n=Bo o,

THEOREME 10. - Tout espace analytique complexa holomorphiquement convexe admet

une enveloppe d'holomorphie (Y , n) , unique & un biholomorphisme prés s Y est

un cspace de Stein. Tout espace analytique complexe normel et K-complet admet une

enveloppe d'holomorphie (Y , n) , unique & un biholomorphisme prés ; Y est K-

conplet.

La premiére partie de ce théoréme n'est autre que le théordme 5 3 la seconde a
été établie par KERNER [16].

’
DEFINITION 21, - Nous appellerons espace d'holomorphie tout espace snalytique com-

plexe qui posstéde unc enveloppe d'holomorphie et coincide avec cette enveloppes

THEOREME 11, - Tout espace de Stein est un espace d‘holomorphie.

Probleme de levi des espaces d'holomorphiee = Tout espace d'holomorphie est-il

un espace de Stein ?

Ce probléme n'est pas résolu, méme pour un espace d'holomorphie normal et K-
C Omplet.

La démonstration donnée par KERNER pour la seconde partie du théoréme 10 utilise
les enveloppes d'holomorphie des domaines de Riemann au~dessus de Qé o ROTHSTEIN
[29] suggire une autre méthode pour la construction de 1'enveloppe d'holomorphie
d'un espace analytique complexe.
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Be Enveloppes d'holomorphie de damaines de Riemanne

DEFINITION 22. - On appelle enveloppe d'holomorphie d'un dom&ine de Riemann

X, 0, Qn) au~dessus de En tout domaine de Riemanm (X , ¢ , 9?) an—~des sus
de Qn tel que

ie il existe une application holomerphe n , en tout point non dégénérée, de
X dans X , virificnt ¢ =¢ o n , et induisant un isoriorphisne des anneaux
IX) et I(X) .

ii. pour tout domaine de Riemanm (Y , ¢ , 9?) au~-dessus de Eé et toute
application holomorphe @, en tout point non dégénérée, de X dans Y , vérifiant
p =y o a et induisant un isomorphisme des ammeaux I(X) et I(Y) , il existe
une application holomorphe f , en tout point non dégénérée, de Y dans X ’

vérifiant & = Boa.

THEOREME 12 (IMAHASCHI [15], KERNER [16], SCHEJA [30])s = Tout domsine de

Riemann au-dessus de En posséde une enveloppe d'holomorphie, déterminée 3 un

biholomorphisme prés.

DEFINITION 23« = Nous appellerons enveloppe d'holomorphic au~dessus de 9?

. . n . . s
tout domaine de Riemann au~dessus de G qui cofincide avec son enveloppe d'holo-

norphie, et domaine d'holomorphie au~dessus de 9? tout domaine de Riemann au-

dessus de C" 11 est le domaine d'existence d'une fonction holomorphe.
2 d rp

THEOREME 13 (SCHEJA [32])e - Les donaines d'holomorphie au=-dessus de Qn sont

. n- - . . .
les envelopres d'holomorphie au-dessus de C 3 toute intersection de domaines

d'holomorphie au-dcssus de En est un domaine d'holomorphie au-dessus de 9? .

Probleme de Levi des domaines d'holomorphic. — Etude des relatiens entre

les notions de demaine d'holomorphie au~dessus de En et de domaine de Riemann

holororphiquement convexe au-dessus de OO .,

~

L'état actuel des connaissances sur ce prollémc sera rdsumé par les &noncéds

suivants

THEOREME 14 (OKA [27])s = Pour qu'un domaine de Riemann non ramifié su-dessus

de EF soit un domeine d'holomorphie, il faut et il suffit qu'il soit holomor-

phiquenent convexe.
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THEOREME 15, - Il existe des domaines d'holomorphie ranifiés au-dessus de En

qui ne sont pas holomorphiquement convexes.

Le premier exemple d'un tel domaine a été construit par GRAUERT et REMMERT [11]

leur construction est un cas particulier de celle que donne le théoréme suivant :

THEOREME 16 (SCHEJA [31]). - Soient X un espace de Stein normal de dimension

complexe n , ot F un sous-ensemble analytique de X , différent de X et sans

point isolé. Alors il existe

i. une application holemorphe ¢ de X dans ot , en tout point de X = E

non dégénérée, et en tout point de E dégénérée ;

ii. une fonction f holonorphe dans X - B , adrettant EwE , ¢ |X-E, C7)

corme domaine d'holomorphie et de méromorphiec.

Pour tout ensemble annlytique LA de dimension pure n - 1 dans X et conte-

nant E , existe une fonction g , holomorphe dans X - 4 , admettant
X~-a , ¢ | X =4 ’ Eé) comme domaine d'holomorphie et de méromorphic.

Pour E£¢, n>3 et dimC ELn~-2, X ~-E n'est pas holonorphiquerment
convexe, ce qui justifie le théoréme 15. Les problémes suivants restent ouverts :

Probléme L. - Tout domaine d'holomorphie au-dessus de 9? s de dimension

complexe 2, est-il holomorphiquement convexe ?

Probléne 2 = la construction donnée par le théoréme 16 fournit-elle tous les

. . , . n
domaines d'holomorphie et,do méromorphie au~dessus de C %

Remarque 12+ = TOGARI [36] 2 donnd une définition plus faible de la notion de
domaine de Riemann holomorphiquement convexe au-dessus de En s avec laquelle tout

. . n .
domaine d'holomorphie au~dessus de G est holomorphiquement convexes

Ce Relatioms entre les notiens d'espace d'holomorphie et de domaine d'holo-
morphie.

THECREME 17, ~ Tout cspace de Stein X de dimension complexc n peut &tre

réalisé comme domaine d'holomorphie (X , v , C%) au~dcssus de C° .

C'est une conséquence immédiate du théoréme 16,

THEOREME 18 (KERMER [16]). - L'enveloppe d'holomorphic H(X , ¢ , gn) d'un
denaine de Riemarn (X , ¢ , gn) se plonge naturellement dans l'enveloppe
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d'holomorphie HQX) del'espace analytique X ; ¢ se prolonge en une application
holonorphe de H(X) dans ‘gn , dégénérée aux points de HEX) - HEX , ¢ , 9?) R
qui est un ensemble analytique de dimension € n - 1 , sans point isolé. Si
X,0, 9?) est un domeine de Rienann non ramifié, on a H(X) = HEX , ¢ , QF)
(et cette enveloppe coincide encore aveec 1'enveloppe d‘'holomorphie non ramifiée
de (X, 90, EP) au sens de THULIEN [35].

II, Théorémes dc finitude et théoremes d'approximation

en topologie algébrigue.

Du mémoire [1] d'ANDREOTTI et GRAUERT, on peut extraire une méthode de démens-—
tration de théoremes de finitude pour la cohomologie d'un espace topologique &
valeurs dans un faisceau vectoriel topologiques Cette méthode, explicitée par
les théorémes ci-dessous, est peut-8tre applicable sux faisceaux calculables
(cfe @éfinition 1) ; toutefois, on n'introduit ces faisceaux que dans les théo-
rémes les plus simples, ne considérant en général que les faisceaux pour les=

quels un recouvrement acyclique existes

Le principe général de dérionstrotion des théorémes de finitude est énoncé par
le théoréme 1, dans lo premiére sections Parmi les théorémes de finitude énoncés

dans la seconde section, les plus intéressants sont

i. le théoréme 2, relatif 3 certains ouverts relativement compacts, et le théo~

rene 5, relatif 3 certoins espaces topologiques

ii. les théorémes 6 et 7, dans lesquels les hypothéses des théorémes 2 et 5
(qui reposent ocur une suite de définitions assez compliquées) sont réalisées

sinplement & 1l'aide de fonctions appartenant & une classe aisément définie.

Les théorémes 6 et 7 sont directement utilisables pour éteblir des théerémes de
finitude pour les espaces analytiques complexes ; on les déduit des théorémes 2
et 5 & 1o fin de la seconde section. Dans la troisilme section, on prouve les
théorémes 2 et 3 3 dans la quatriéme, les théorémes 4 et 5 sont &tablis 3 partir
des théorénes 2 et 3.

Chaque feis qu'une dénonstration peut 8tre lue dans [1], nous omettens de la
reproduire, et neus donnons une référence précise.
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l. Premier critére de finitude.

Rappelons d'shord un théoréme, précédemment pubié (cf. [23] ot [24]), inspird
pat un résultat analogue de GROTHENDIECK [14] et par une démonstration de
GRAUERT [9].

DEFINITION 1 (GROTHENDIECK [14])e ~ Soit p un nombre entier > 1 ; un faiscem
F de nodules sup un espace tovologique paracompact X est dit calculable en
degrés < p si, pour tout nombre entier q vérifiant 1< q<p, tout point
x de X et tout voisinnge U de x , il existe un voisinage V €U de x
tel que 1'horororphisme cananique HM(U , F) - H(V , F) soit nul.

DEFINITION 2 (FRENKEL [7], GROTHENDIECK [14]). =~ Un faisceau F d'especes
vectoriels (rdéels ou complexes) sur un espace topologique X est appelé faisceau

vectoriel topologique si, pour tout ocuvert U de X , HO(U , F) est muni d'une

topologie d'cspace vectoriel topologique de telle sorte que, pour tout recouvre—
nent ouvert (U,),.; de U, 1a topologie de E2(U , F) soit 1a noins fine des
topologies d'espace vectoriel topologique rendent continue 1l'application

Hp(U , F) - HO(Ui , F) pour tout 1 €I ; F est dit faisceau de Fréchet si
les espaces vectoriels topologiques HO(U , F) sont des espaces de Fréchot ;

F est dit cempact si, pour tout couple Vcc U d'ouverts de X , l'application
HO(U , F) > H(V , F) est compacte (1. e. transforme un voisinage convenable

de zéro en un ensemble relativement compact).

Remarque 1 (GROTHENDIECK [14])s = Sait F un faisceau vectoriel topologique
cempact sur un espace topologique localement compact X j alors, pour tout ouvert
U de X, Hp(U , F) est un espace de Schwartz (cfs [13], pe 117) complet ;
pour tout ouvert U , dénonbrable & 1'infini, de X , Hp(U , F) est un espace
de Fréchet.

THEOREME L, - Soit p un nombre entier >1 , et soit F un faksceau vectom

riel topologique compact, calculable en degrés < p , sur un espace topologique

X localement compact ct paracompacte Soit D un ouvert relativement compact

et paracompact de X , tel que l'application canonigue X , F) - @D , F)

soit surjective. Alors on a dim H(D , F) < + = .

Dans les deux travaux citéds, le théoréne 1 est prouvé lorsque F ost un fois—
ceau de Fréchet ; cette hypothése est superflue, comre le nontre GROTHENDIECK
da:ﬂs [14], p. 4.
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2+ Théorémes de finitude et d'approxination.

lie Théorémes pour certains ouverts relativement compactse

DEFINITION 3. -~ Soit p un ncmbre entier > 1 , et soit F un faisceau d'es-
paces vectoriels sur un espace topologique X ; nous dirons qu'un ouvert D de
X cst (relativement 3 X ) quasi-p-convexe par rapport & F s'il existe un

recouvrenment ouvert fini (Ui) 1<igk de la frontiére de D et une suite crois-

sante d'ouverts paracompacts de X , tels que l'on ait

?5) ogiex

le D =Dy ccD et Dj"Dj-lch pour lL j<k;

ii. HP(anDj_l,F)--O pour 1< jgko

THEOREME 2. - Soit p un nombre entier >1, et soit F un falsceau vecto-

riel topologique compact, calculable en degrés & p , sur un espace topologique

localement compact et paracompact X « Pour tout ocuvert D de X , quesi=p-

convexe par rapport & F , il existe un ouvert D' 5> D tel que l'application
HP(p , ¥) » HP(D , F) soit surjective, et 1'on a dim H'(D , F) < + o ,

DEFINITION 4. - Soit F un faisceau vectoriel topologique sur un espace topo=-

logique X « On appellera recouvrerent de X adapté & F toute base dénombrable

U de la topologie de X telle que HO(U , F) soit un espace de Fréchet pour
tout Ue U o

Remarque 2o - 5i F est un faisceau de Fréchet sur un espace topologique X ,
toute base dénombrable de la topologie de X est un recouvrcment de X adapté
& F . 51 F csb un faisceaun vestoriel topologique compact sur un espace vecto-
riel topologique localement compact X , toute base dénombrable de la topelogie
de X , dont lcs éléuents sont des ouverts de X dénombrables & 1'infini, est

un recouvrerent de X adapté a F .

Remarque 3e =~ Soit U wun recouvrement d'un espace topologique X , adapté a
un faisceau vectoriel topologique F sur X ; =lors, pour tout ouvert V de X
et tout nombre entier p >0 , l'espace vectoriel de cooycles Zp(i_LIV , F)

(o UlV désigne l'enserble des éléments de U contemus dans V ), runi de sa

topologie naturelle, est un espace de Fréchet.
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DEFINITION 5. - Soit p un nombre entier > 1 , et soit F wun faisceau vecto-
riel topologique sur un espace topologique X ; nous dirons qulun ouvert D de

X est (relativement & X ) p-convexe par rapport 3 F s'il existe :

i. un recouvrement U de X adapté & F et acyclique par rapport & F ;
ii. un recouveement ocuveit fiud (U.) .« de la frontiére de D j

lsigk
iii. une suite croissante (D. )0S3$k d'ouverts (relativement 3 X ) quasi~p-

convexes par rapport a [,

de telle sorte que l'on ait s

0 k
ii. H(U ND, F) =0 et Hp(U nD, , ) =0 pour 1< j&k;

iid. 1'1mage de 1'appllcatlon zp-1 (UIU n DJ , F) » Zp"lCUIUj n Dj-l , F)
est dense dans ZP™ (ﬂIU nD F) .

i« D =D, ccD et Dj—Dj-l ccU, pour 1L i<k

j-1?

DEFINITION 6, - Soient p un nombre emtier >1 , F un faisceau vectoriel
topologique sur un espace topologique X , et D wun ouvert de X (relativement
& X ) p-convexe par rapport & F . Un recouvrement U de X sera dit adapté
& F etd D s'il est adapté & F et s'il existe :

ie un recouvrement ouvert fini (Ui)LSiSk de la frontiere de D 3
‘s . . . . s .
ii. une suite croissante (Dj)OSjSk d'ouverts (relativement & X ) quasi~p

convexes par rapport a F ,

de telle sorte que les conditions (i), (ii), (iii) de la définition 5 soient

vérifiées.,

THEOREME 3. = Soit P un nombre entier >1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique X localement compact et

métrisable. Soit D un ouvert de X (relativement & X ) p-convexe par rapport
& FoAlors ona dim BP(D , F) <+ o et il existe un ouvert D! 5> D de X

tel que 1l'application HY(D! , F) » HP(D , F) soit bijective. Pour tout recou=

vrement U de X adapté & F et 3 D et acyclique par rapport & F , il existe
un ouvert D! o> D tel que l'application HP(D' , F) - HP(D , F) soit bijective
et que 1'image de 1l'application Zp"l(ﬂlD' , F) » Zp'l(UH) , F) soit dense

dans zP~*(Ulp , F)
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Be Théorémes pour certains espaces topologiquesg.

DEFINITION 7. - Si D est un ouvert d'un espace topologique X , nous appelle—
rons extension de D & X toute famille (Da)ae[o,l] d'ouverts de X tels

que l'on ait

D:DO, DaCCDp pour o < B ’
D, =X, (U[Dp:zapour a€)o, 1)
pelO,a
et
seya ) B T Pa e e (0,10
’

DEFINITION 8. - Soit p un nombre entier >1 , et soit F wun faisceau d'es-
paces vectoriels sur un espace topologique X ; nous appellerons extension quasi-
p-convexe par rapport & F d'un ouvert D de X & X +toute extension de D
& X dont les ouverts sont (relativement & X ) quasi-p-convexes par rapport
F .

jold

DEFINITION 94 - Soit p un nombre entier >1 , et soit F un faisceau vec-
toriel topologique sur un espace topologique X . Nous appellerons extension
p=convexc par rapport & F d'un ouvert D de X & X +toute extension
(Da) qe (O,l) de D & X 'vérifiant les ccnditions :

ie D, est (relativement & X ) p-convexe par rapport & F pour tout
ae (0 ’ 1( 3

iie il existe un recouvrement U de X , acyclique par rapport & F , adapté
34 P eta D, pour tout o€ (0, I , et vérifiant en outre la condition :
pour tout ae (0, L( et tout pe Ja, L{ suffisamment voisin de o , on peut
choisir les ouverts dont les conditions (i) et (ii) de la définition 6 assurent
l'existence, de telle sorte que le nombre k soit le méme pour Da et D'3 ’
que le recouvrement (Ui) L<ige oit e méme pour D, et D‘3 , et que les ou~
verts Dk(a) et, Dk(ﬁ) associés respectivemant & D et D B vérifient
Dk(p) > Dk(g‘.) « Etant donnée une tellc extension p-convexe de D & X , un
recouvrement de X vérifiant la condition (ii) & 1'exception éventuellement de
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1'acyclicité sera dit adapté & 1l'extension considérée.

DEFINITION 10. = Soit P un nombre entier > 1 , et soit F un faisceau d'es-
paces vectoriels (resp. un faisceau vectoriel topologique) sur un espace topolo=

gique X « Nous dirons que l'espace X est quasi-p-convexe (resp. p-convexe)

par rapport & F s7il existe une extension quasi-p-convexe (resp. p-convexe)

par rapport & F d'un ouvert D de X & X .

THEOREME 4. - Soit p un nombre cntier >1 , et soit F un faisceau vecto~

»

riel topologique compact, calculable en degrés £ p s Sur un espace topologique

localement compact et peracompact X . Supposons X quasi-p-convexe par rapport

4 F . Alors, pour tout ouvert D de X , possédant une extension & X , quasi~-

p=convexe par rapport & F , ona dim HP(D , F) < + » et l'application
X, F) » BP0 , F) est surjective.

THEOREME 5, - Soit P un nombre entier >1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique localement compact et métri-

sable X o 8i X est p-convexe par rapport & F , on a dim H'(X y F) <4 0,

Pour tout ouvert D de X, possédant une extension & X s DP=cOnvexe par rap-
port & F, l'application HP(X , F) » HP’(D , F) est bijective, et pour tout
recouvrement U de X , adapté & une telle extension, et gcyclique par rapport
3 F, l'application ZP™" (U, F) » 2" (U[D , F) & unc image dense dans

2P~ (u|p sy F) e

C. Utilisation de fonctions "convexes".

DEFINITION 1ls = Soit p wun nombre entier >1 s €t soit F un faisceau de
groupes abéliens (resp. un faisceau vectoriel topologique) sur un espace topolo-
gique X « Un ensemble C de fonctions réelles contimies sur X sera appelé

ensemble de fonctions quasi-p-convexes (resp. p-convexes) par rapport & F s'il

existe un recouvrement ouvert U de X et un ensemble X de fonctions réelles

continues >0 et & supports compacts dans X s tels que 1'on ait :
i. HP(U ,.F) =0 pour tout Ue U

ii. pour tous U€ U et x€ U, il existe pe X » & support dans U , véri-
fiant p(x) £ 0 ;

iii. pour tous ¢ € C et p e %X, il existe un nombre réel h >0 tel que
l'on ait ¢ +ep € ¥ pour —h<e <+ h 3
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ive pour tous UelU, 9peC et aeR,omna {x; xeU, okx)<alel
(respe : pour tous Ue U, ¢9e C, ae R et pour tout recouvrement U' de

X adapté & T et acyclique par rapport 3 F , l'image de l'application
2w, ) - P x; xeU, o) <al, F)

est dense dans ce dernier espace).

THEOREME 6. - Soit P un nombre entier > 1 , et soit F un faisceau vecto-

riel topologique compact, calculable en degrés < p , sur un espace topologique

localement compact et paracompact X Soit- D un ouvert relativement compact de

X , et soit C un ensemble de fonctions quasi-p-convexes par rapport & F dans

un voisinage V de la frontiére de D o S'il existe une fonction ¢ € € telle

que l'onait DnV={x; xeV, o¢(x) <0}, alors ona dim H°(D sy F) <+ o,
et il existe un nombre réel h >0 tel que l'application Hp(Da , ) » (D, F)

soit surjective pour 0ga<h, D, =Duf{x; xeV, ox) <a}.

Preuves - D est quasi-p-convexe par rapport & F ; en effet, soient U un
recouvrement ouvert de V et X wune femille de fonctions continues dans V ,
vérifiant les conditions de le définition 1l. A& tout point x de la frontidre
bD de D., associons un ouvert U de U qui le contient, et que nous noterons
UX 3 & chaque Ux s associons une fonction P, € ¥ , a support dans UX , et
x } (Ué)beD est
un recouvrement ouvert de WD , dont on peut extraire un sous-recouvrement fini

vérifiant px(x) #0 3 soit Ul 1'intérieur du support de P

(Ut ), aor 3 pOSORS
X, ILikk

U:i.:UX , Py =P, pour 1£ikk, Dy =D ,
1 1
D,=Duix; x€V, o(xI< 2 e p,(x)} pur 1<j<k |,
J ISSEE.

ou les €5 sont des nombres réels >0 assez petits pour que l'on ait

p - 2 € Py € ¥ pour 1 £ j< ko Les conditions de la définition 3 sont
| Ligg

réalisées. Le théoréme 6 se déduit alors immédiatement du théoréme 2.
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THEOREME 7. - Soit p un nombre entier >1 , et soit F wun faisceau vecto-

riel topologique compact sur un espace topologique localement compact et métri-

sable X . Supposons qu'il existe

i. un recouvrement de X adapté a F et acyclique par rapport & F ,

iie un compact K de X , un ensemble C de fonctions p=convexes par rapport

& F dans X - K, et une fonction ¢ & valeurs réelles, continue dans X ,

telle que 1l'on ait

9| X ~KeC ot X ={x; xeX, ox) <a} ccX pour tout a€R .

Alors on & dim H(X , F) < + » « Pour tout o > sup 9(x) , l'application

HPE , F) » Hp(Xa , F) est bijective 3 pour tout gﬁg sup ¢(x) et tout recou-
. xeK
vrement U de X adapté da F et acyelique par rapport & F , 1l'image de 1'ap~

plication ZP-L(u , F) - 2P (WX, , F) est dense dans zp! (wlx, , F) .

Preuve. = X est p-convexe par rapport & F ; en effet, soit Gq > Sup w(x) 3
xeK

Xa admet une extension & X , p~convexe par rapport & F , obtenue en modi-
0

fiant le paramétre de la famille C@x)

s car
>0y °

i. pour « Z-QO s Xa est p-convexe par rapport & F ; en effet, en effec-
tuant la méme construction que dens la preuve du théoreéme 6, on vérifie les

conditions de la définition 5 ;

ii. tout recouvrement de X adapté & F et acyclique par repport & I est
adapté & F et a X, pour o za, , et vérifie la condition supplémentaire
imposée dans la définition 9 (ef. {1}, § 17, la remarque qui suit le lemme).

Le théoreme 7 se déduit donc immédiatement du théoreme 5.

3+ Cohomologie de la réunion de deux ouverts. Preuve des théorémes 2 et 3.

Le but de cette section est d'établir les propositions 2 et 5 ci-dessous,

utilisées ensuite pour prouver les théorémes 2 et 3.

PROPOSITION L. - Soient X, et X2 deux ouverts d'un espace topologique X .

vérifiant X =X, v X, , et soit F un faisceau de groupes ebéliens sur X ;

en posant X,, =X, n X, , en a la suite exacte de Mayer-Vietoris :
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Y

1
e 2B, P SR, P e B, , F) S EE, , P BT, ) -

12 ?
ol
o(h) = bl ® h|X, et y(h © b)) =h, [Z, - bl¥, .

Preuve. - Cf. [1] (§ 17, a).

PROPOSITION 2. -~ Soient Xl et Xz deux ouverts d'un espace topologique X ,

vérifiant X =X, u X, , et soit F un faisceau de groupes abéliens sur X « Si
l'ona H(X, nX,,F) =0, les applications W (X , F) » B°(X, , ) ,

i=1 ou 2 , sont surjectives.

Preuves = C'est une conséquence immédiate de la suite exacte de Mayer-Vietoris

de la proposition 1.

PROPOSITION 3¢ - Scient Xl et Xz deux ouverts d'un espace topologique
X = Xl v Xz 3 soit U = (Ui)iEI une base de la topologie de X , telle que la

réunion de tout ensemble fini d'ouverts de U , d'intersection non vide, soit

contenue dans Xl ou dans X2 3 soit F un faisceau de groupes abéliens sur

X o En posant X12 = Xl n X? s on a la suite exacte de Mayer-Vietoris

cee > B(U, P) S HP(UZX, , F) @ BP(UX, , F) - HP(UX F)

12 7
j*
—————-)Hp+l(u ) F) > eee

by

ou les deux premiers homomorphismes sont analogues & ceux de la proposition 1,
et ;% est induit par l'application j Zp(‘llle2 , F) - zP*t (U, F) définie
de la maniére suivante : & tout cocycle &€ Zp(‘ulXL2 , F) , on associe la co-
chaine n € cp(upzl , F) définie par

U U, cX ,
<<p 1r 12

S i ceoe i si
(O ’ 4 p) aded

)
1Y

T](io 9 ose i
0 dans le cas contraire ,
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et on définit le cocycle j(E) par

(@) (i, eee , i) si U U cX,
0 P T gt 4 L
(5(E) (g 5 woe 5 1o,) =4
0 dans le cas contraire .
\
Preuve, - Cfs [1] (§ 19, a, (@) et (B)).
PROPOSITION 4, - Soit p un nombre entier >1 . Soient X, et X, deux

ouverts d'un espace topologique X =X, u XZ o S0it U un recouvrement de X

andapté & un faisceau vectoriel topologique F sur X , tel que les conditions

suivantes soient vérifides

i. la réunion de tout ensemble fini d'ouverts de U , d'intersection non vide,

est contenue dans X1 ou dans X2 H

ii. dim BP(U, F) < + o g

i%i' 1'image de l'application 7Pt (‘bl[X2 , F) = zp’l‘(ulxlz , F) est dense dans
7P (Ux,, , F) , o X, =X nX .

Alers 1'spplication HP(U, F) » HP(UX, , F) o HP(UX, , F) est injective et
1l'image de l'application Zp"l(“u , F) » Zp"l(‘u})(l , F) est dense dans

- L,
2= (Ux, , F) .

Prauve. - Compte temu de la remarque 3, les deux assertions sont prouvées res-
pectivement par [1] (§20. a) et par [1] (§ 19, a, (y) et (8)), en utilisant la

propositien 3.

PROPOSITION 5. - 8o0it p wun nombre entier >1 ; soient X, et X, deux
ouverts relativement compacts d'un espace topologique métrisable vérifiant la
condition X; =X, nX, - X, = @, o X, =%, nX, « Soit U un recouvrement

de X =X, U X, , adapté & un faisceau vectoriel topologique F sur X , acy-

clique par rapport & F , et tel que l'image de 1'application

2P (UK, , F) - 2P (LX), , F) soit dense dans 2zP~ (U|X,, , F) « Alors, si
l'on a din HP(X , F) < + = , 1'application HP(X , F) - (X, , F) e (X, , F)
est injective et 1'image de 1l'application zp-1 U, F) - zP-t (‘ille s F) est
dense dans Zp"l(u[Xl s F) « Si 1'on a de plus Hp(Xlz y F) =0 et T
HP(X2 s F) =0, l'application HP(X , F) - HP(X, , F) est bijectivc.
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]

Preuves =~ Soit d le distance des ensembles X, - X5 et X, =X, par
rapport & une métrique sur l'espace topologique qui contient X , et soit U
1'ensemble des ouverts de U dont le diemétre est < d/2 3 U' est un recou-
vrement de X qui permet d'appliquer la proposition 4 ; on utilise zalors le
fait que U' est scyelique ver rapport & F et le raisomement de [1] (§ 19,

a, (€)) ; puis on tient compte de la proposition 2.

Preuve du théoréme 2. ~ Avec les notations de la définition 3, posons

Dt =Dk y ¢ty pour 1 £ j<k , remplagons X, par Dj-l et X, par D, n U,
dans la proposition 2 ; nous voyons que l'application HP(D, , F) - H]-D(Dj_l , F)
i <k 3 donc l'application composée HQD',F) » ED,®
dim HP(D , F) < + » en vertu du théoréme L.

est surjective pour L <
a

est surjoctive et l'on

Preuve du théoréme 3. - Avec les notations de la définitfon 5, posons D' ::Dk ’

ety pour 1 jgk, remplagons X, par Dj-l et X, par Dj n Uj dans la
proposition 5 ; les hypothéses de cette proposition sont alors vérifides, car

on a dim Hp(Dj » F) < + = dlaprés le théoréme 2.

4. Théorémes de passage & la limite pour la cohomologie. Preuve des théorimes
4 et 50

Les résultats de cctte section (particuliérement les propositions 9 et 11)

permettent de prouver les théorémes 4 et 5 & partir des théorémes 2 et 3.

A, Passage 3 1a limite d'ume suite croissante d'ouverts.

n’neN
et F un faisceau de groupes

PROPOSITION 6. = Solent p un nombre entier >0 , (p.) une suite crois-
D

sante d'ouverts d'un espace topologique X = U

nelN n
commutatifs sur X . Si 1l'application HP (Dn+l , F) - Hp(Dn , F) est surjective

pour tout n e N, llapplication H'(X , F) » B(D, , F) est surjective.

Preuve. - Cf. [1], § 18,

PROPOSITION 7. - Soient p wun nombre entier > 0 , (Dn)n ey une suite crois-

sante d'ouverts d'un espace topologique x = U Dn s F un faisceau vectoriel
nelN

topologique sur X , et U un recouvrement de X , adapté 3 F . Si l'inage de
1l'application Zp(‘llle_l , F) » Zp(UIDn » F) est dense dans 2P(y D s F) pour
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tout ne N, llimnage de 1'application Z°(U , F) - zP(ulp, 5 F) est dense dans

Preuve. - Cf. [1] (§ 19, b).

1 ite ols=-
neN ne su cr

PROPOSITION 8, - Soient p un nombre entier >1 , (Dn)
D

sante d'ouverts d'un espace topologique X = U , F un faisceau vectoriel

neN

topologique sur X , et U un recouvrement de X adapté & F et acyclique par
rapport & F o Si l'application Hp(D ol 9 F) - Hp(D , F) est bijective et
1'image de 1l'application Pt CUID F) - zp-1 (ulD s F) dense dans

P-l

+1
(Up, , F) pour tout n €N, alors 1'applicetion H°(X , F) - H (1)O , F)
est biJectlve et 1'image de 1l'application zP-t U, r - 7Pl (UJD s F) est
dense dans ZP (ulDO ,y F)

Preuve. = Gfs [1] (§ 20, ¢), qui utilise les propositions 5 et 6. .

B. Passage & la limite au moyen d'une extension.

IEMME 1. - Soit R(a, B) une relation de préordre dans le segment (0 , 1)

de la droite réelle, vérifiant les conditions

ie R(a, B) = agB;
ii. pour tout a € (0, 1(, il existe B#o vérifiant R(a , B) 3

iiie 8i (o ) c (0, ) wvérifie R(an , O
R, ,a) ot a=suwpa .
ncN

nﬁl) pour tout n € E , On a

Alors on a R(U , ) R

Preuve. ~ En vertu de la condition (i), R est une relation d'ordre dans

0, 1) . Soit E une partie de (0, 1) totalement ordomnde par R , et soit
A =supE (relativement & l'ordre <) ; pour toute suite (An)neN Cc B vérifiant

A = sup An s ona R(A, AO) d'aprés la condition (iii) ; done A est la borne
neN

supérieure de E relativement & R . Par conséquent 1'ensemble (O s 1), muni
de la relation d'ordre R , est inductif. En vertu du théoréme de Zorn (cfe [2],
§ 2, n° 4, corollaire L, p. 45), (0, 1) possdde un &lément maximal Y rela-
tivement & R , vérifiant R(O , y) ; d'aprés la condition (ii), on a nécessaire-

ment Y =1,



628

IEMME 2. - Soit X wun espace topologique et soit R(D , D') wune relation

de préordre dans l'ensemble des ouverts de X , vérifiant les conditions

i« R(D ,D') => DcD';

.. . . N ” t s s s
ii. si (Dn) ey st une suite croissante d'ouverts de X vérifiant R(Dn’Dml)

pour tout ne N, ona R(D,,D') ot D'= U D_.,
- . 0 - l’ENn

Soit D wun ouvert de X , possédant une extension (Da)as[o,l] i‘a_ X qui

vérifie la condition

iii. pour tout @ e (0, 1(, il existe P #£a vérifiant R(D  , Dﬁ) .
Alors ona R(D , X) .

Preuves - Considérons une extension (Da) ae(0,1) de D a X, vérifiant la

condition (iii), et définissons une relation R' dans (0, 1) en posant
R! (Ct , ﬁ) L=t R(DCX ’ Dp) H

grice aux conditions (i) et (iii) du lemme 2, R' est une relation de préordre
dans (0, 1) vérifiant les conditions (i) et (ii) du lemme l. Si (an)neNC 0,1
vérifie R'(ocn

, aml) pour tout n€ N, ona

R(Da » Dy ), et R(Da , U Da)

n n+l 0 N n

d'aprés la condition (ii) du lemme 2 ; or on a

cu a = sup a. a4 cause de la condition
reN

D = U D
@ B€(O,a( P

on a done R'(ao y @) et la condition (iii) du lemme ! est vérifiée. Donc, en
vertu du lemme 1, ona R'(0, 1) , soit R(D , X) .
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PROPOSITION 9. - Soient p wun nombre entier >0, et F wun faisceau de
groupes commutatifs sur un espace topologique X + Soit D un ouvert de X ,

possédant une extension (D )ae[O 1) & X qui vérifie la condition : pour tout
ae0 , 1(, il existe un ouvert D155 D, tel que l'application
(' , F) - Hp(D , F) ES;L})VSUI'JGCthB. Alors 1l'application H°(X , F) » #0,F)

est surjective.

Preuves = On applique le lemme 2 en posant :

R(D , D!') <= "D cD' et l'application H’(D' , F) » H'(D , F)
est surjective',
La condition (i) du lemme 2 est trivialement réalisée, et la condition (ii) est

réalisée d'aprés la proposition 6. Enfin, soit (D )ae[o 1) une extension de
D & X , vérifiant 1'hypothése de la proposition 9 ; comme on a

E = N D
ye)a,1) Y ’

il existe

Be Ja, L) vérifiant DB c D! 3

1'application Hp(Dp s, F) > Hp(Da s F) est alors surjective et la condition (iii)
du lemne 2 est vérilide. On a duze R(D , X) , et 1'application HP(X , F) o Hp(D,F)

est surjective.

PROPOSITION 10e - Soient p wun nombre entier >0, F un faiscean vectoriel

topologique sur un espace topologicue X et U un recouvrement de X adapté

4 F . Soit D un ouvert de X , possédant une extension (D )OLGE[O 1y 2 3 X qui

vérifie la condition : pour tout a € (c, 1) s il existe un ouvert D' 3D D

tel que 1'image de 1l'application Zp(‘uID‘ , F) - Zp(’uIDa , F) soit dense d'xns
Zp(‘U.IDa » F) « Alors 1'image de 1l'application ZP(U , F) » zP(U|D , F) est dense
dans zP(ulp , F) .

DY

Preuves — Analogue & célle de la proposition 9, en utilisant la proposition 7

et le lemme 2.
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PROPOSITION 11. - Soient p un nombre entier >1, F un faisceau vectoriel
topologique sur un espace topologique X y 6t U un recouvrement de X adapté
4 T et acyclique par rapport 3 F . Soit D un ouvert de X possédant une
extension (D )ae(o 1) & X qui vérifie la condition : pour tout ae (0, i(
existe Pe Ja , 1)’ tel que 1l'application H°(D, , F) » HP (D, » F) soit bijec-
tive et que 1'image de 1'application ZP— (ulp F) 5 zPt (‘ulD , F) soit dense
dens zZP= (u|p, , F) « Alors 1'application Hp(X F) » BP(D , F) est bijective
et 1'image de 1l'application zZP= (U, F) - zP-t (UD , F) est dense dans
z*(Up , F) .

Preuve. = On applique le lemme 2 en tenant compte de la proposition 8.

Ce Preuve des théorémes 4 et 5.

Preuve du théoréme 4. - Soit D un ouvert de X , possédant une extension a

X , masi-p-convexe par rapport & F , et soit (0y) oe(o,1) une telle extension j
D = Do étant quasi-p-convexe par rapport & F s ON & dim Hp(D sy F) < 4+ o dleprds
le théoréme 2. D'aprds le mfme théoréme, 1'extension considérée vérifie 1'hypo~
thése de la proposition 9 ; 1'application HP(X , F) » H’(D , F) est donc sur-

jective.

Preuve du théoréme 5. - Soit D un ouvert de X , possédant une extension i

X , pe-convexe par rapport & X , et soit (D " ae(o,1) e telle extension ;
d'aprés le théoréme 3, on a dim Hp(D F) <+ oo, S01t U un recouvrement de X
adapté & F et 3 1l'extension considérée, et acyclique par rapport & F 3 pour
tout ae (0, 1(, existent d'aprés la condition (ii) de la définition 9 un nombre
Bela, L( et deux ouverts D' et DM vérifiant D cD, €€ D' c D", tels que
les applications HP(D" , F) » HP(D F) et Hp(D' F) - H’(Dy , F) soient
bijectives et que 1'image de l'appllcatlon Pt (upr , F) Zp_l(‘UlD , F) soit
dense dans Zp—l(‘ulD F) . Alors l'd.ppl:x.catlon HP(D y F) » H (D s F) est
leectlve et 1'image de l'application zP-1 (‘u]D5 F) - Zp"l(‘lll , F) est dense
dans zPt (‘Ul » F) + Les hypothéses de la proposition L1 sont veriflées, donc
1l'application Hp (X , F) » H(D ; F) est bijective (d‘ou résulte dim B ,F) < +w)
et 1'image de l'application A (4, F) - 2= L (Ujo , est dense dans

>t , .
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III. Preuve des théorémes I et II.

Les démonstrations de [21] font appel & des propriétés analogues & celles

données dans [18] et [19] concernant les fonctions plurisousharmoniques s

PROPOSITION 1. =~ Soit. ¢ une fonction fortement pseudoconvexe deux fois conti-

niment différentialle sur un espace analytique complexe X . Pour tout point

by

X, € X , il existe un voisinage U de x wut une fonction continue & valeurs

complexes f(x , t) définiec dans U x (0, 1), vérifiant les conditions

ie pour tout t e (0, 1), f(x, t) est une fonction holomorphe dans U ;

ii. pour tout te (0, 1), ot:{x; xe U, flx, t) =0} estun ensemhle

analytique de codimension > 1 en chacun de ges points

iii. 00 n {X s xeU ’ (P(X) < (P(Xo)} = {XO} 5

ive o c {x; xeU, ox) > ¢(x0)} pour t >0 .
Preuve. ~ Cf. [20], lemme p. 357.

IEMME 1o = Pour qu'une fonction ¢ & valeurs réelles, semi-continue supérieu-

rement dans un domaine D de gn s soit fortement pseudoconvexe, il faut et il

suffit que, pour' tout ouvert U ccD , existent un nombre réel & > 0 et une

suite décroissante Qpi)i“N de fonctions indéfiniment différentiables dans U ,

tendant vers ¢ en tout point de U, tels que 1l'on ait I(@i) >0 2 dz, 4%,
SRS

dans U pour tout i €N.

Preuves = Cf. [2L] (§ 2, lemme 1). L'énoncé est d‘ailleuﬁg immédiat si 1'on
Stk - - —

considére les régularisées de la distribution t(\) =2 0 ol Jes
Lo A

2 p q
d « P AN a )
régularisées du "courant positif!" i Y az A~ az cfe {19] et 1'exposé
12408 P W P q! [] 3¢
P q

n°® 1 de ce séminaire.

N

DEFINITION 1. - On dit qu'une fonction ¢ & valeurs réelles, définie dans un

domaine D de 9? » Vérifie une condition de Lipschitz si et seulement si, pour

tout compact K € D , il existe un nombre réel M tel que l'on ait

icp(x) - (p(x')l < Mlx - X'l
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pour tous xe€ K, x' e K vérifiant x # x' .

" : . N .o
LEMME 2+ - Une fonction ¢ perudoconvexe dans un domaine D de 07 vérifie

une condition de Lipschitz dans D si et seulement si, pour tout ouvert UcCc D,

il existe une suite (¢i) de fonctions pseudoconvexes indéfiniment différen~

L ielN
tiables dans U , convergeant uniformément vers ¢ dans U, et un nombre réel

C, tels que 1l'on ait lbwi/Bz4l £C dans U pour 1 €N et L<j<n.
. o ———————— s o~ —

Preuve. - Cf. [21] (8 2, lemme 2).

IEMME 3. - Soit ¢ wune fonction continue, fortement pseudoconvexe dans un es-

pace analytique complexe X . Pour tout nombre réel &> 0 , 1l existe une fonc-

tion fortement pseudoconvexe dans X , vérifiant O ¢ - ¢-<e dans X, et

telle quo, pour tout point x de X , il existe une famille finie Gpi)l<i$k de

fonctions fortement pseudoconvexes indéfiniment différentiablea dans un voisie

nage U de x , telles que l'on ait y = sup Py oo
— I<igk
Preuve. - Cf. [21] ( §2, lemme 5). La démonstration utilise le lemme l.

PROPOSITION 2, - Soit D wun ouvert relativement compact d'un espace analytique

complexe X o Supposons que, pour tout point Xy de la frontiére de D , il

existe une fonction ¢ continue et fortement pseudoconvexe dans un voisinage U

de Xg » lne application biholomorphe < de U sur un sous-ensemble analytique

d'un ouvert G de gn ,» et une fonction fortement pseudoconvexe ¢ vérifiant

une condition de Lipschitz dans G , de telle sorte que l'on ait

UnD={x; xeU, ox) <0} et 9=y < .

. . ~ o L3
Il existe alors une fonction ¢ , continue et fortement pseudoconvexe dans un voi=

sinage V de la frontiére de D , telle que l'on ait

YvndD={x; xcV, ox) <0} .

Preuvee = Cfe [21], (3.2). La démonstration utilise les lemmes 1 et 2.

1, Théorémes d'approximation et preuve du théoréme II.

DEFINITION 2, - Une paire (X' , X) d'espaces analytiques complexes est appelée
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padre de Runge si X' est un sous-ensemble ouvert de X et st toute fonction

holomorphe dens X' peut &tre approchée, arvitrairement et uniformément sur tout

compact, par des fonctions holomorphes dans X .

PROPOSITION 3 (STEIN [34])s - Pour qu'un ouvert X' d'un espace de Stein X

soit convexe par rapport aux fonctions holomorphes dens X (i. e. pour

que l'intersection de X' et de l'enveloppe holomorphiquement convexe de tout
compact de X! dans X soit compacte), il faut et il suffit que X' soit un

espace de Stein et que (X' , X) soit une paire de Runge.

PROPOSITION 4 (STEIN [24]). - Soit ()(.'n)nEN une suite d'espaces analytiques
complexes dénombrables & 1'infini, tels que "TXn , Xn*l) soit une paire de Runge

pour tout ne N, et soit X = U X . Alors (X, » X) est une paire de Runge
- - T nEN -

pour tout n € .

PROPOSITION 5 (STEIN [34]). = Soit (Xn)neN une suite d'especes de Stein
Xn*l) soit une paire de Runge pour tout n € N . Alors

connexes, tels que (X

n’?

X=U Xp est un espace de Stein et (Xn » X) est une paire de Runge pour tout
neN  *—

neN,

Remarque le = La proposition 4 résultc immédiatement de la proposition 7 de 11,
et la proposition 5, de la proposition 8 de II et du théoréme 4 de I.

DEFINITION 3¢ = Une famille continue de fonctions holomorphes sur un espace

analytique complexc ¥ c¢st e application continue du segment unité (0, 1)

dans I(X) (runiede la topologie de la convergence compacte)e Une famille conti-

mie de fonctions mércmorrhes sur un cspace enalytique complexe X est une appli~-

cation t - ft de (0, 1) dans 1'ensemble des fonctions méromorphes sur X ,
telle que pour tout x € X existent des familles continues t - 8y et t -~ ht
de fonctions holomorphes dans un voisinage U de x , vérifiant ft = gt/ht

-dans U .

THEOREME 1. - Soit U un recouvrement ouvert d'un espace de Stein X , et,

pour tout U el , soit t > ft une famille continue de fonctions méromorphes
- v

dans U , telle que, pour tous te (0, 1) y Ue U et U'el, fgr- fg soit
holomorphe dans U n U' , Alors il existe une famille contimue t - Ft de fonc-

tions méromorphes dans X , telle que F, - fg soit holomorphe dans U pour
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tous te (0,1) et Ueu.,
Preuvee - Cf. [20], p. 359-36L.

THEOREME 2. - Soient X un espace de Stein, et (Da)ae[o,l) une famille

d'ouverts de X , rclativement compacts pour ae (0, L( , vérifiant les condi-

tions ¢
ie U 5 = our o € 1 D, =X ¢
pe0of P~ @ = Pat)s Pk

ii. pour tout a € (0, L( , il existe une fonction continue et pseudoconvexe
-D , telle que 1'on ait ¢(x) <O

¢ dans un voisinage U de K = N D
N pelay1( P

pour x €UnD et ¢(x) =0 pour xe K, o

Alors D, est un espace de Stein et (DO s X) est une paire de Runge.

Preuve. - Cf. [21], § 4. la dénonstration utilise la proposition 1 de I, le

lemme 3, la proposition 1 et le théoréme 1.

COROLIAIRE ls ~Si ¢ est une fonction continue pseudoconvexe sur un espace
de Stein X , alors X = {x; xeX, oflx) <al est un espace de Stein et
(x

0 ? X) une paire de Runge pour tout « €R.

THEOREME 3¢ = L'ensemble des fonctions econtimues fortement pseudoconvexes sur

un espace analytique complexe X est un ensemble de fonctions l—convexes par

rapport & tout faisceau analytique cohérent sur X .

En effet, le corcllaire 1 permet de réaliser les conditions de la définition 4
de II.

Preuve du théeréme II. - La fonction ef est positive et fortement pseudo~

convexe dans X - K ; on sait qu'il cn est ainsi de toute f(p) , f positive,
croissante convexe ; cf. [18]. la fonction 0O = e? + Yy est continue dans X et
fortement pseudoconvexe dans X - K , et 1'ensemble {x; x € X , 6(x) < a}
est relativement compact pour tout a e R . Gréce au théoréme 3, la conclusion du

théoréme II résulte alors du théoréme 7 de IT.

Le théoréme 3 a été généralisé par ANDREOTTI ot GRAUERT [1] qui ont prouvé le

résultat suivant s

THEOREME 4+ - L'ensemble des fonctions fortement p~pseudoconvexes indéfiniment

différentiables sur un espace analytique complexe X est un ensemble de fonetirns
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p-convexcs par rapport & tout faisceau analytique cohérent sur X .

Compte tenu du théoréme 7 de II, on obtient alors

THEOREME 5¢ = Soit F un faisceau analytique cohérent sur un espace analytique

y

complexe X 3 supposons q1'il existe un compact K de X et une fonction ¢

continue dans X , fortement p-pseudoconvexe et indéfiniment différentieble dans

X =K, telle que Xa ={x; xeX, @(x) < a} soit relativement compact pour

tort o € R o Alors on & dim, H2X , F) <+ = pour >p « Pour tous
= e 220rS on = Glng ’ pour q =p e 10U OUS

a:>sup ¢(x) et q>p , l'application HI(X , F) - Hq(Xa , F) est bijective.
xeK —
Nous ne pouvons exposer ici les thdéorémes analogues relatifs aux espaces

g-pseudoconcaves, établis dans [1].

2e Preuve du théoréme I.

PROPOSITION 3. =~ Soit D un ouvert relativement compact d'un espace analytique

complexe X o Supposons que, pour tout point x de le frontidre de D , il existe

une application biholomorphe <t d'un voisinage U de X sur un sous-ensemble

. . n : - _
analytique d'un ouvert G de G , et une famille (wi)hgisk de fonctions forte

o~

ment pseudoconvexes deux fois continfiment différentiables dans G , de telle

sorte que 1l'on ait

UnD= N {x; xeU, @i(x) <0}
INSASS

&1 ¢ =y ° T.Alors D est de type fini.

Ceci résulte immédiatement de le proposition 2 et du théoréme II.
Pour prouver le théoreme I, on construit alors une suite (Dn)neN d'ouverts de

X vérifiant chacun les hypothéses de la proposition 3 (donc holomorphiquement

convexes); tels que 1l'on ait

Dn CC:Dn+l pour tout =n E‘E ’

D= U D ’
ngg
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et pour lesquels on établit successivement ¢

i. pour tout n € N, l'ensemble analytique compact maximel de dimension > O

dans D, (qui existe d'aprés lz proposition 3) est conteru dans D ;

iie il existe un espace analytique D' et une application holomorphe propre
de D sur D', tebque D! = n(D ) soit la réduction de D =~ conformément au

théoréme 5 de I, pour tout ne U

iii. (D!

Ly Dﬁ+l) est une paire de Runge pour tout n e N .

Alors D! est un espace de Stein d'aprés la proposition 5, et le théoréme I

est démontré. Porr les détails de la démonstration, voir [21] (§ 3, part (iv)).
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