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2-01

FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET CONVEXITÉ COMPLEXE
DANS LES ESPACES DE BANACH

par Charles-François DUCATEAU

Séminaire LE LONG
(Analyse)
4e année, 1962, n~ 2 16 janvier 1962

Cet exposé reprend un article de BREMERMANN [2] sur la convexité complexe dans

, 
les espaces de Banach. Nous aurons besoin de généraliser un certain nombre de

notions classiques dans le cas de l’espace telles que fonctions holomorphes,

fonctions plurisousharmonique s, domaine d’holomorphie, domaine pseudo-convexe.

Nous serons amenés à utiliser des espaces de Banach sur le corps des nombres

réels ou complexes, nous noterons BR ou Be de tels espaces.

1. Définition des fonctions hoiomorphes sur un espace de Banach.

DEFINITION 1. - Une fonc tion à valeur complexe définie sur un domaine D d’un

e space de Banach complexe Be e st dite holomorphe ; si, pour tout D et
tout a E B., (a ~ 0) , la f onction de 03BB f(z0 + Àa) e st une fonction holo-

morphe de la variable complexe 03BB , au point 03BB = 0 .

Cette définition revient à dire que restriction de la fonction f(z) à

toute droite complexe est une fonction holomorphe. Cette propriété est une pro-

priété caractéristique des fonctions holomorphes dans le cas de l’espace en,
de n variables complexes.

Nous pouvons alors nous demander si une fonction holomorphe, définie comme ci-

dessus, est continue en chaque point du domaine D , ou tout au moins bornée

localement en tout point du domaine D .

Nous allons maintenant donner un exemple de fonction holomorphe sur un espace

de Banach, dont la dimension n’est pas finie, qui n’est bornée au voisinage
d’ aucun point du domaine D lequel la f onction est déf inie.

Soit la série entière d’une variable



dont le rayon de convergence dans le plan complexe est 1 . Soit maintenant un

espace de Banach Be sur les nombre.s complexes, dont la dimensione st infinie.

Donnons-nous une base algébrique de BC , (ei)i~I avec ~ei~ = 1 et un soue-

ensemble dénombrable J de I. Pour chaque n E J , soit

Un point z E B~ s’écrit

où z. sont des nombres complexes égaux à 0 sauf un nombre fini. Si z. ~ J ,
1 x

posons

et si 

L’expression

a un sens comme une somme finie en chaque z . D’autre part, soit A une droite

complexe de Be. Il existe alors un ensemble fini A tel que si j ~ A , tout

point de A a sa composante sur e. qui est nulle ; ainsi en tout point de

A n llzll  1 = ~ : la fonction t~ ~ z) est une somme finie de fonctions holomorphes

sur 0394 , en conséquence p (z) est holomorphe sur a .

Il est facile de vérifier que (p(z) n’est bornée au voisinage d’aucun point

de norme inférieure à 1 ; voyons-le au voisinage de l’origine. Soit ~ un

nombre positif compris entre 0 et 1 . Soit z le point dont les composantes

zl sur e. sont :



Nous avons alors

d’autre part, d’après l’inégalité triangulaire

ainsi dans chaque voisinage de 0 ~ on pourra, quitte à prendre n assez grand,
trouver des points où e st aussi grand que l’on voudra.

Remarque. - Nous aurions pu ajouter dans la définition 1 l’hypothèse d’être
continu ou celle d’être localement bornée et nous aurions défini une classe de
fonctions continues ; mais dans ce qui suit nous n’aurons pas besoin de 

thèse de continuité.

Nous allons, comme dans le cas de n variables, définir le prolongement ana-

lytique d’une fonction holomorphe.

DÉFINITION 2. - Le couple (D , 03C6D) formé d’ un espace D et L?’ une

application continue de D dans un espace de Banach Dc est dit un domaine

étalé dans B si tout z E D possède un voisinage U tel que c~D induise un

homéomorphisme de U sur ~(U) ouvert de Bp 

DÉFINITION 3. - (D , 03C6D) e st un prolongement du doma ine étalé (DO’ 
dans si (D , 03C6D) est un domaine étalé dans BC , et s’ il existe un sous-

ensemble D~ de D et un homéomorphisme h de D~ sur tel que



DÉFINTTION 4. - Une fonction f ~ définie sur un domaine (D ~ étalé

dans BC’ est dite holomorphe, si tout z E D possède un voisinage ouvert U

sur lequel induit un homéomorphisme sur l’ ouvert  (U) de Cn et tel que

la fonction f o ’~~ (U) [définie sur ~P (L~~ ] soit une fonction holomorphe.

Remarquons que c~~~ (U) a un sens, et désigne l’ homéomorphisme inverse de ~pp
restreint à Ü .

DEFINITION 5. - Une fonction f’ , holomorphe sur un domaine (D’ f ~ , ~ étalé

dans B~ ~ e st dite un prolongement analytique de la f onction f , holomorphe sur

le domaine (D , 03C6D) étalé dan s BC , si (D’ , 03C6D,) est un pro longement de

(D , 03C6D) , et si f = f 0 h où h e st i’injection de D dans D’ .

Cette définition est valable pour les fonctions définies sur des domaines de

BC . En considérant ces domaines étalés dans BC par l’ injection, on a ainsi

défini ce que nous appelons un prolongement analytique d’une fonction holomorphe

définie sur un domaine d’un espace de Banach.

PROPOSITION 1 (Unicité du prolongement Si f et g sont deux
fonctions holomorphes sur un domaine D étalé dans B~ ~ et si f et g

coïncident sur un sous-domaine non vide D* de D , alors f et g sont

identique s sur D .

Démonstration. - Soit S l’ensemble des points de D ou f et g coïnci-

dent. On a D* c S . Si S ~ D , il existe un point Zo sur la frontière de

S par rapport à D. Soit U(zO) un voisinage de z~ sur lequel cpD induit

un homéomorphisme sur un ouvert de Prenons U(zo) tel que f(z) = g(z)
sur un voisinage assez petit de puis avec f ( z ~ ~ ~~t z ~ a
Considérons la droite joignant et c~ ( z ~ ~ et les restrictions à cette
droite des fonctions et g ~ c~ D. p elles coïncident sur un voisinage

et diffèrent en on aura une contradiction avec une pro-

priété classique des fonctions holomorphes définies sur un domaine de si

nous avons choisi tel que 1~ intersection de la droite ~cp ~z ~ ~ cp (z ~ ~
avec soit convexe (ceci sera vérifié si nous prenons pour une

boule).

De cette proposition nous déduisons immédiatement la propriété de l’unicité
du prolongement analytique. Si f est une fonction holomorphe sur un domaine

(D 9 cp D ~ étalé dans et si et (f z 9 D ~ z cp D2 ~ sont deux

prolongements analytiques, tels qu’il y ait un homéomorphisme h : D~ sur D~



avec cpD 
z 

alors

DÉFINITION 6. - Un domaine (D , 03C6D) étalé sur Bç est dit domaine d’holo-

morphie s ’il existe une fonction f holomorphc sur D qui ne possède pr:Bs de

prolongement analytique propre.

On entend par prolongement anal-tique propre d’une fonction f un prolonge-

ment D’ , 03C6D,) tel que l’homéomorphisme h de D sur une partie de D’

ne soit pas une application sur D .

En particulier on a la notion de domaine d’holomorphie, lorsque D est un

domaine contenu dans B~ .

2. Fonctions distances associées a un domaine d’un espace de Banach B *

Les notions introduites dans ce paragraphe s’appliquent indifféremment avec C

ou R comme corps de base ; aussi nous écrirons un espace de Banach réel ou com-

plexe pour B sans indice, et nous désignerons par K le corps des scalaires

R ou C.

DÉFINITION 7. - Soit D un domaine d ’v.n espace de Banach B sur le corps K .

a. Soit x e D ; on désigne par [DJ (x) la fonction qui associe à x la borne

supérieure des nombres r tels que la boule de contre x et de rayon r soit

contenue dans D .

b. Soit a ~ B avec ~a~ = 1 ; on désigne par [D] (x) la fonction qui, à

tout x ~ D , associe la borne supérieure des nombres r tels que l’ensemble

des points x+ ~a (où À eK et r ) soit contenu dans D.

On remarque que si D ~ B alors fonction [DJ (x) est toujours finie quel

que soit x ~ par contre, il est possible devoir des x e D tels que

[D] (x) ==+oo même si D xB .

PROPOSITION 2. - La fonction [D](x) est continue en x. La fonction [D] (x)
est semi-continue intérieurement en x.

Nous ne démontrerons que la deuxième assertion, la démonstration de la première
étant analogue. Nous pourrions supposer B , car si D = B , alors



donc continue.

Supposons d’abord

soit E i avec 0  e  c

est compact, et il existe un à tel que toute boule centrée sur K et de

rayon ~ &#x26; ~ soit contenue dans D ; prenons y’ avec )jy’ - 0 , on a

on en déduite si ~ ~~ ~ c - ~ ~ qu’on a : y + Àa E D , c ’est-à-dire

ainsi [D] 
s, 

(x) est semi-continue inférieurement en x .

Si

on a le môme raisonnement on remplaçant c - g par M où M > 0 .

J. Fonctions plurisousharmeniques un domaine d’un espace de Banach sur le

corps des complexes ; comparaison avec le cas de en.

DÉFINITION 8. - Une fonction V définie sur un domaine D d ’un espace de

Banach Be à valeurs réelles ou - est plurisousharmonique si ô

a. V est semi-continue supérieurement ; v  - ~ .

b. re stric tion de V à une droite complexe de BO une fonction sous»

harmonique ou la constante - ~ sur chacune de s composantes de; 

section de cette droite avec D.



Si V est plurisousharmonique, a et b nombres réels avec a ~ 0 , alors

aV + b est plurisousharmonique.

PROPOSITION 3~ - Une suite décroissante de fonctions plurisousharmoniques a

une limite qui est plurisousharmonique ou la constante - oo ~

Ceci résulte immédiatement du fait que la limite d’une suite décroissante de

fonction semi-continue supérieurement est semi-continue supérieurement, et que
si les fonctions sont sousharmoniques sur une droite complexe, leur limite dé-
croissante est aussi sousharmonique ou - oo .

PROPOSITION 4 . - Pour qu’une fonction définie sur un domaine D soit plurisous-

harmonique.., il faut et il suffit qu’en tout point de D il existe un voisinage

où la restriction de la fonction soit plurisousharmonique.

Cette propriété locale des fonctions plurisousharnoniques se déduit immédia-
tement de la définition~

Nous allons maintenant rappeler les propriétés des fonctions plurisousharmo-
niques définies sur C (pour les démonstrations~ voir [3])’

Nous désignerons par L(V , M , r) la moyenne de la fonction V sur l’arête

d’un polycercle de centre M , défini par r. avec r = (r1 , ... , r ) .

Si V est une fonction plurisousharmonique définie sur un domaine D c 

alors L(V ~ M ~ r) est fini. On a r) pour r ases petit.

PROPOSITION 5. - Pour qu’une fonction V définie sur un domaine D c en soit

plurisousharmonique, il faut et il suffit qu’elle soit semi-continue supérieure-
ment, et que, pour tout point M , et tout système [e1 , ... ,en] de n vec-

leurs indépendants, il existe p tel que la moyenne sur le polycercle de centre
~ ... , e , et de rayon r.  p ~ M ~ r) soit inférieure
ou égale à 

PROPOSITION 6a. - Pour qu’une fonction définie sur un domaine D de en et

de classe c soit plurisousharmonique, il faut et il suffit que la forme her-

mitienne 1 ~2 V ~z ~z = i iq ’ soit semi définie Positive.



PROPOSITION 6b (cf. [6]). - Pour qu’ une f onction V soit plurisousharmonique

 + «~~ ~ il faut et il suffit :
a. qu’elle soit localement sommable,

b. que la distribution

-

soit une mesure positive pour tout vecteur h complexe~
c. qu’en tout point, V ait la valeur de son maximum en me sure ~

PROPOSITION 7. - Toute fonction plurisousharmoniqe est la suite d’une suite
décroissante de fonctions plurisousharmoniques de classe 

PROPOSITION 8~ ~ On a

pour toute f onction plurisousharmonique sur un domaine de où M , r)
e st de plus f onction croissante des r..

PROPOSITION 9. - Pour qu’ une fonction V , définie sur un domaine D de en,
à valeur réelle ou - soit plurisousharmonique, il faut et il suffit que

a. V soit sousharmoni q ue dans R2n ,
b. V roste sousharmonique dans R2n pa.r des transformations linéaires à

coefficients complexes âe 

PROPOSITION 10. - Soit une famille localement bornée de fonctions

plurisousharmoniques définies sur un domaine D de Cn ; la plus petite majorante
semi continue supérieurement (ou régularisée supérieure) est plurisousharmonique.

Les propositions 5, 6, 8 et 9 qui font intervenir des notions n’existant que
dans le cas de dimension finie, n’ont pas de sens en dimension infinie.

Les propositions 7 e t 10 ont un énoncé qui a un sens en dimension infinie,
mais les méthodes de démonstration ne semblent s*étendre au cas infini.



Nous pouvons donner l’énoncé suivant moins fort que la proposition 10.

PROPOSITION 11. - Soit une famille fonctions plurisousharmoniques
définies un domaine D d’ un espace de Banach complexe, si

est une fonction semi-continue supérieurement, alors W(z) est plurisousharmonique.

En effet, pour Zo et a fixés,

donc W est fonction sousharmonique de 03BB comme enveloppe supérieure, qui est

fonction semi-continue de

4. Convexité dans les espaces de Banach réels.

DEFINITION 9. - Une fonction U définie sur un domaine D d’un espace de
Banach réel BR est convexe si sa re striction à toute composante connexe de
l’intersection de D avec une droite quelconque de B est une fonction convexe

d’une variable.

DÉFINITION 10. - Un domaine D d’un espace de Banach B réel est convexe

lorsque pour tout couple de points D le segment joignant xl et

X2 est c ontenu dans D o

,,

THEOREME 1 . - Soient un espace de Banach réel D un domaine de cet

espace. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

a. D est convexe.

b. L’ intersection de D avec tout sous-espace affine de dimension finie est

convexe.

c, Pour toute norme sur BR tel que D soit un domaine, si a ~ BR avec
= 1 , alors la fonction - log[D]a (x) est convexe.

d. Pour toute norme sur ~ tel que D soit un domaine a la fonction
- log[D](x) est convexe.



e. Soit sur IL la topologie définie par une norme faisant de D un domaine ;

si S. est une suite continue de segments cuverts désignant
les extrémités de St), telle que pour 0  t  1 et pour

0 ,~ t ~ 1 ; 1or s St C D .
(a) ~ ( c ) ... Soient D un domaine convexe et deux points x~ D ~

On peut écrire

Ona 

une fonction affine de la variable t définie sur le segment

x~ et soit

On désigne par

les points et x(t~ ~ 8 ~ qui sont dans D ~ ainsi que les segments
joignant deux tels points 9 en particulier, si ~~ et ~ ~0 et ~l + Â~ ~ 0 f
le point


