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Sérinaipe d'ANALYSE 17 février 1659
(2. LELOIC)

125 S0US-ESPACES INTARIBURL ZET COMPACTS D2 L (0 , )

sar 2aul J. KOOSIS

1. Jotations ot définitions.

h

Pour 7 = LZ(O , ) 2t h» 0, £ disigne la fonction définie oar

(f(x +h) , 220

LR ena

fh(x) =
L O, x <« 0 .

3 3 - ’ h
T, est 1a transformation de T.,/0 , ®) on lui-ubne déterninée par T, £f=1 .

DEFINITION. - Un sous-csnac: 3 de 12(0 , ) ost ait intéricurcnent compact

sl ¢

10 Th T CT owour tout h 2 C

2¢ 2Pour chaque h >0 , Tk zst commletewent continue corme application
i
lindair: d¢ 2 eon lui-nénc.

Remarquons que les sous=-ssdaces de L. {(C , @) enrendrés nar des exponenticlles
réecllcs qui ont étd <tudiés par T. SCH7ARTZ sont des cxemmles de sous-—espaces inté-

ricurcrient compacts.

Notr2 probléme cst do détareiner tous les sous-cspaces intirircurement compacts
de Ly(0, o) .

2. Résultats préliminaircs.

LELE (32 & P. LaX). - Los fonctions non-identiquerient nulles appartcnant & un

sous-cspace = intiricursment compact ne s'annulent sur aucun sous-intarvallez,

si petit gu'il soit, dz (0 , ™) .

(So't cn effet a > 0, 2t soit © 1o sous=-cspace o B fornd des g idonti-
quenent nulles sur [0 , al ; alors Ta : E-——H c¢st une isonétric. E  aura donce
un nombre de dimonsions fini, soit 7. Si f&< E et £=0 sur [0, 2a],

| h B i
scs translatdcs £ =f° , f ", ves , £ avec O = by < hy < eee ¢hp=a
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apparticndront & H ; il existera donc unz relation linéairc entr> olles. De cotte

relation, on d:duit facileuent par récurrence que = 0 identiquement).

COROLLAIRT. - Soit T un sous=-cspacc intéricurcncnt compact do LZ(V , ®) ot

A

soit f‘1 unc suitc ds fonctions de & o La convergeonee des fn dans L2(0 , ®)
2020 4, BIC SHALY do LOHCLIONS a¢ % 2800

dquivaut & la convorgencs dans 12(0 ; 4) 5 a - 0

* COROLLAIRI. - 9oit 3 un soug-cspace intéricurcient compact, ot soit a » 0 .

Les restrictions des £ 4 B a CO , a] no foruont -as une fomille totale dans

LZ(O , a)

DEFINITIOH. - Soit ~* = { (A, s 2y + 1) ', 1os A _ étant dos nombres

complexes avec i :\n >0, et los p =~ dtant des ontiers 3 0 . Par L;(/\)

nous désignerons 1z s-us-espace de. 12(0 , ®) cngendré par les mondmes exponcn-
ihnx

ticels x e s T =0, eoe

Des résultats ci-dessus on déduit, par los uéthodes connues de la théoric des

fonctions woyenne-pdriodiques, (voir 700SIST 1] )s

risursnent cormact B ost un T.(A) avec

(O

TAOREE 1, «Tout 8ous=-28dace inta

2

]

3 Faad 2
(o, + 1) DA/ X7 <« =

*—‘{\/IB

Ensuitc, unc application 7acils du lomsc de Rienann-T.ocbesgue donne @

p
TEZ0REME 2. - 12(/\) avee A = 1_(’Kn s D F 1)}~ n'est @n sous-ospace inté-

rieursment compact qu: si ”if:q~~;:n s N =3

3. Caractirisation des L?(/\) qui sont intirizursuent connacts.

| . s ¥ o .
S0it h > 0, ot soit fh 1tadjoiute do la transforuation T, de B Iz(f\)
- ik
. . c s * .
en lui-mdme. Si 2 est la nrojection dc T (O , ™) sur B, T, ost donnée par

* A . A
la formule T,’1 f=P fh ; OU h(x; =flg ~ h) Evideruaent, Th est completencnt
. s S . ) .
continuc si ot sculcuent si Th 1'est, wais on 3 plus ¢ offot, la fommlc ci-des-
*
sus pour Th

serret de 1'4tendre de fagon qu'e le devienne une application ds tout
1'espace L2(O , ) dans E , ot 1'on voit que, pour que T, soit compldtonent

. : * L R .
continua, il faut et il guffit que Th ainsi etendue 1=z soit. T.es raisonncnients

T
h
2 ’, I . .
quée etant supnosés faitc. Ils roposcnt sur unc forrule Jarticuliére pour

qui suivent s3 rasoortent non aux » mals uniquement aux Th s 1'oxtension indi-

' '3 ' . N 4 R ’, o
;lTh fl\ s qu'on oscut obtenir »ar deux nrocdd:s diff.rcnts ; soit dar la théorie
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des déterninants, (cf. KOOSI3[27 ), soit en utilisant la th3orie des fonctions

analytiques, proc3d$ plus simple fef. TiX[ 3] ). On a

.-D "‘,
(G AR ey S ‘
I} £ ] = sup Lo\ 2 fB((";'])g( A 4
gal (0, o) °" . -

lHell =1
Ta norme est prise dans l'esnace L,(0 , ®) 5 sour ge L2(O , ) 5, gl A)

est sa transformic d:¢ Pouriar

rog” o iAx
gl A)= o "7 glx) dx
J0

et B(A) est lc oroduit de Zlaschke
RTINS
- A fnPatl
Bo) = | i (e ) T
1 A" An

T'exprescion de B(™) dans les d:ux travaux citds plus haut cst incorrecte, le

facteur ‘”)\Yl/ ',\n y étant omis.

Cet oubli n'influe pas sur les raiscnncicnts faits.

On d3duit dc cette formule 1o théordnme suivant

TH OREME 3. =~ Lg(/\) avee A o= ('\n » P ¥ 1) ¢ n'est intéricurcucnt

(%

N . . ! + . o
compact que si |Bfis + t)| -1 , t -»= o, uniforménent pour O & s fc , ¢

arbitrairz.

Supposons enfin un LZ(/\) avec /A satisfaisant aux conclusions los theorancs
2 3t 3. Dans c2s conditions, on montre qus, dans la formulsz ci-dessus, on peut
remplacer 1'intsgrale de - » & » par une intigralo prisc le long d'un chenin
empruntant unc Haralléle & 1'axe récl d'ordonnde “ositive queleconque quand x —-. @,

ot quand x —y+ © .

On a alors :

cemem—

THSOR®E 4. - Soit I = Ly(A) avec I = ((N » Py * 1) . B sora inté-~

rieurcmont compact dis quc

B¢ 5 h_-5m , N2

d

s + . . .
be 3(is +t) o, t ..3= ®» , unifornéuent pour 0 ¢ s £ ¢ , ¢ arbitrairc.
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REM-RQUE. - 5i (a) cst satisfait, il faut ot il suffit que (b) lc soit aussi,

pour qu'on ait :

os) \

N +

/ ‘ 5 -0, t.-—=- o .
1 A, =t

On arrive ainsi au risultat principal :

THEORE® 5. = Chaque sous-espacs intérieurciuent compact de L2(O , ®) ost un

L(A) ea A= (0, p 1)

1]

remplit los conditions

n n i

“e

10 Ti '}\n — 00

,CD-M(Pn + 1) ‘\“\n +
20 - -0, t -3~ ® .
T

D'autro part, chaque L,(A) , avec un /\ satisfaisant & /1°) ct & (2°), est

int3ricurenent compact.

Remarquons que les conditions nsceossaires et sufTisantes »our que les transfor-
mations T, ¢ B -—>E soicnt completenent continues our tous les h asscz
h 1o ) assCz
grands, sont voisines : (1°) roste la méne ot (2°) cost remplacic par
Efp, +1) JA_
lin gup / — 5
t—= oo 1 | N - t]”

TLe fait que les doux conditions du thiordic 5 sont suffisantcs a été d'abord
trouvé par 1'autcur & partir 4: la formule donndo plus haut ; 2n revanche, P. LAX
a, le premicer, nmontré la nécessité de la douxidno, ot cola par unc néthode tout
& fait différontc. La nécossitl do cotte condition résulte de la ménme formule,

coimiz 1'autcur 1'a $tabli »ostdricurcment.

Reuarquons cnfin qu'il résulte du thsorduc 5 que la somme dircets de doux

sous-espacas intéricur:ment compacts cst intiricurenent compactc.
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