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CALCUL SYMBOLIQUE ET ENDOMORPHISMES DANS QUELQUES LLGEBRES DE BANACH

par Yitzhek KATZNELSON

Soit r,g une algébre de Banach avec unité. upposons que :B est semi-simple
et auto-sdpinte (symétrique). Soit “jf¢ 1'espace des idéaux maximaux de Q} muni
de la structure topologique induite par }'ensemble des transformées de
Fourier-Gelfand des c¢léments de 58 . On sait que %% est alors un espece de
Hausdorff compact.

w)

A |
La transformée d'un élément fe <Y sera notée f , et l'ensemble 45 de toutes

ces transformées est une algébre de fonctions continues sur ¥ .

/
DEFINITION, - On dit que la fonction F(Z) , def:.nle dans un ensembls D du
plan complexe, opére dans 3 , si l'ona F(f) & ‘fB pour toute fe “,’Q dont
le spectre est contenu dans D .

Nous fixons D = R (1l'axe réel) . L'ensemble des fonctions définies sur 1l'axe
réel qui oprérent dans ﬂ? est une algébre j%/ Chaque ¢lément f € B, & spec=
tre réel, engendre une application F —» F(f) de CS:‘; dens § .

La topologie faible induite sur ﬁo par l'ensemble de ces appllcatlons est
localement multiplicativement convexe ; il est facile de voir que ()“ est
complet,

Pour 1'étude des proprietés locales des fonctions qui opérent dans <P , nhous
pouvons nous restreindre a la sous-algébre & ae r&“o de toutes les fonctions
2M-périodiques. On sait (théoréme de Wiener - Lévy - Gelfand) que "’?o contient

toutes les fonctions analytiques sur ltaxe réel.

THEOREME 1. - S'il existe une fonction non continue dans WO ’ “Ij est de
dimension finie,

PEMONSTRATICN. - Soit F(x) non continue & 1l'origine ; il existe alors une
suite tn_..-, 0 telle que

lim F(t,) = t £ F(0) .
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J .

si M est infini, il existe une suite {P%} qui converge dans 15 vers MO .
On suppose ici que Ji) est métrisable,dans le cas général, il existe une sous-
algébre i?o de. ig s dont 1'espace d'idéaux maximaux est métrisable et telle que
toute fonction qui opére dans iB opere dans jgo . :30 peut étre choisie de

. A
dimension infinie. On peut construire un élément f € j3 tel que {f(h%)} con-
tienne une sous-suite infinie de {tn)f . FMEM) ntest pas continue sur ‘?]'(, 3
F(x) n'opére donc pas dans B .

Rappelons qu'une 2lgébre .J est régulitre si, pour tout fermé G E.CDZ et
M04 G, il existe fe&'B tel que f(M) =0 pour MN€G, f'(MO) =1.3 °B
est alors normale c'est-a-dire : soient Gy » G, fermés disjoints dens e
il existe £ € B tel que T(M) = 0 pour ME Gy, f() =1 pour M€ G,

Dans la suite nous supposons que B est réguliére,

) N . . ~

THEOREME 2, - Pour que F € é;g soit bornée dans une bouls ||f lJe £ dans 93

il faut et il suffit que pour chaque Ii€ 7 , il existe un voisinage Vy el

que F soit bornée dans une boule coentrée & l'origine dans 1'idéal

£ (¥-vy) = N, pour M, € T Vy o .

, :
DEMONSTRATION. - La condition étant trivialement nécessaire, montrons qu'elle
est suffisante.

Pour chaque Mé¢ O , soit W, un voisinage fermé de M, contenu dans
Vy 5 soit W, 1'intérieur de WN ; { 14]‘ est un recouvrement de “J}{ dent on

choisit un sous-recouvrement fini Wi s see WM .
1 n
\
Soit {g.1 une partition de 1'unite dans B » Subordonnée a {WM ¢ et soit
~ g 7 j
\fj £ j?, ij(M) =1 pour MEWMj)k?j(M) =0 pour ME €W VMj .

2
Pour tout fe& 253 , On a

n

P(6) = gy T

P, £
L g s £)
et le théoréme résulte du fait que 9, £€ € M- Vi)
DEFINITION. = M est régulier per rapport & F € 4F, s'il existe un volsi-

nage VM de N tel que F soit bornée dans une boule centrée a 1'origine dans
1'idéal '

'E‘ (”m‘ VM) .
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IEMME. - Soit F € %JO s il n'y a qu'un nombre fini de points non-réguliers par
rapport & F .

/
DEMONSTRATION, - Supposons le contraire ; soit {M. % une suite infinie de

points non-reguliers ayant des voisinages VM deux a deux disjoints. Pour

chaque j soit W, un voisinage fermé de Mj , contenu dans V. et soit
J J

\?j 3 ‘EB , avec pr (M) =1 sur WM], , \r (M) = O hors de V J .

D'aprés 1'hypoth&se, nous pouvons choisie £.e £ Wy ) HfjH( PR
) J
tel que [[F(£y) Il7 22 [1¥, |

A

Posons fzzj fj ; ona F(f)e B et

I\P & Iy F@ L&A I TEFE) ]

soit ||F(£) 1% 29 , pourtout ;3 , d'ou contradiction.

I1 est clair que la propriété d'étre régulier par rapport & une F € %:O
donnée, est invariante par antomorphisme. Un iddal M qui a une infinité
d'images par l'ensemble des automorphismes de %‘) est donc automatiquement
régulier., Si tous les points de I8 ont cette propriété (auquel cas nous dirons
que ,ﬁS admet suffisamnt d'automorphismes) , tous les points de L???- sont
réguliers,

THEOREME 3, - Si ‘,5 admet suffisamment d'automorphismes toute fonction

F & & est borne au voisinage de 1'origine dans %) .

EXEMPIE, - Soit ﬁg 1l'algébre des restrictions des fonctions dérivables & une
suite {an} convergente vers zéro. Pour qu'une fonction F(x) opére dans iB ,
il faut et il suffit que F soit dérivable en tout point. sinsi, la fonction
F(x) = x2 sin lg opére dans B mais n'est bornde dans aucune boule centrée a

1'origine,

Lorsque 1l'on veut étudier les rapports qui existent entre la structure de 18
et l'ensemble des fonctions qui opérent dans ﬁB il est plus commode d'étudier
1'algebre %J , dont 1l'espace d'idéaux maximaux est compact plutdt que gtd‘zo
dont la structure est ‘t:)li.j ours plus compliquée. Nous donnons quelques résultats

concernant le cas ol fZP admet une structure d'algebre de Banach. Cette structure
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n'est pas nécessairement celle induite sur 1Y par [®:

O L]

. a~ -
Posons W = l]e"™ || , 1a norme étunt prise dens, G?;‘ , ’CZF contient comme sous-

algebre 1l'ensemble A{wn% des fonctions T(x) :Z &, s telles que
-®
v lanl w, (.
| > » :?/A . H
THEOREME 4. = 51 &F admet une structure d'algébre de Bahach il existe un

\

entier p tel que %~ contient toute fonction p fois dérivable.

<

i _
DEMONSTRATION - Pour tout f & )% & spectre réel, soit K. la norme de

= o r
1'application F . F(f) de < dans 3.
Posons
" e
K'(f) = sup (-—----)é:Kf.
-®{nl{+m® an

K*(f) est une fonction de Baire sur 1'algébre, et reste donc bornée dans une
boule ||f - RS '
. N 1
R (£y) K(f)w, w g 0wy
pour |lf - £ ll<w .

in(f-£.)
lle N

I1 est évident, d'zutre part, que F(x) —y F(2x) est un opérateur contigu
dans %‘J , ce qul implique

W w : 2 W, & K?
on < K n et par consequent on K

On a s
. i}
It = o™ ) £ ow? & o
avec <

él.’cfl3 m ~ log n/log 2
Ce qui implique
Heing “ ¢ clg) n(2 log K)/log 2

et il suffit de prendre

2 log K +1.

p7 o8

COROLLAIRE 1. -~ Sous les hypotheses précédentes, %‘l est réguliere, donc iB
est recguliére,



6-05
Remarque. - %‘J opere auszi dans elle-méme. Comme elle admet suffisamment
d'automorphismes chaque fonction de %\/ reste bornée dans un voisinage de zéro
dens & . I1 résulte du théoréme de Banach-Steinhaus qu'il existe un voisinage
de zéro dans ‘?}" sur lequel toutes les fonctions de %’T sont bornées. Comme,
du fait que F(nx) reste bornée ppur ||f||< £ il resulte que I'(x) est bornée
pour |[f]l¢<n¢ ; alors toute fonction de <* est bornde sur toute partie

bornée de TN s €t 11 existe alors un R tel que

Pl ~  sup HF(FO) I (equivalence des normes)
7, lls ®

Ceci implique que la suite -&wn% est équivalents a une suite croissante.

(
Si 1'on pouvait établir d'abord la régularité de g son pourrait simplifier la
démonstration précédente du théoréme 4 et prendre p > (log K/log 2) + 1 au lieu de
2 log K/log 2 + 1 .

COROLIAIRE 3, = Si QB admet suffisamment d'automorphismes tpute partie bornée
de fB se plonge dans une partie bornée de g: (@, 33) « Si on désigne par
' 1'adhérence de l'ensemble des fonctions analytiques dans <, toute

fonction de %'F’ ' opére continuement dans 3.
OE 4 b
11 est naturel de se demander s'il est posuible que ‘U soit egale a A%“f«ﬁ .

La réponse est négative : Qq)t‘/ a une propriété qui n'appartient a aucune
algébre du tygé/ A{Uul% » & savoir @J admet beaucoup d'endomorphismes. Pour
chaque Fy¢& U 's Fs T (Fy) est un endomorphisme de <™ . Le théoréme suivant
qui généralise des résultats connus de Beurling-Helson et de Leibenson montre

que ce n'est pas le cas dans les algébres A{wng .

A . ) . . .
- - e
THEOREME 5. -~ Si F(x) € A{\An; implique F(2x) € A%u)ni et si o((x) est
deux fois continuement dérivable et telle que F(x) € AQL w, S implique
F (ot (x))EA{wnz) alors

o (x) = DX+ A .

2 “ 7 N
Nous terminerons en mentionnant quelques résultats sur la structure de O 3

partir de g .

] ~ e
THEOREME 6. = Si G = C(T), C(T) désigne 1l'algébre de toutes les fonctions




6-06

continues, 2T -périodiques alors f= C(*R) , C{R) &tont 1'elesbre de toutes

les fonctions continues sur ‘TYR .

On dit qu'un élément f ¢ 1)) est un élément de syntheése spectrale s'il est

-

contenu dans chaque idéal I el que
RaY
Itk = f €M pour tout M€ L/:»y{.

TN e
THEOREME 7. - 51 & > D (T) etsi f¢ B, £ réel, £ est un élément
de sgnthése spectrale.




