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ESPACES FIBKES

par René DEHEUVELS

1, Espaces fibrés au sens large.

Soient Y et X deux espaces topologiques munis éventuellement de structures
(de varieté différentiable, de variété analytique) et T une application con-

tinue ouverte (permise) de Y sur X , appelée Projections

Si on appelle fibre au-dessus de x € X , 1'ensemble Tr — x = Y, 5 on peut
considérer que le décomposition de Y en fibres par ™ définit sur Y une
"structure d'espace fibré" de base X = Y/T . Cette définition est trés large,
mais elle permet de définir les notions

ae de morphisme d'un fibré Y dans un autre Y' & c'est une application continue
® (permise) qui respecte les fibres et définit donc une application continue p
de X =Y/T dans X' =7Yi/TW' 5 T

¥

- , .. . - =1
b. d'isomorphisme <¢ de deux fibrés ¢ P est bijectif, & et B sont des
morphismes ; '

ce de produit de deux fibrés de méme base X , Y, et Y, . Clest le fibré

Y, v ¥, : sous-ensemble du produit ensemoliste 3 T ox X, formé des couples

(Yl ’ y2) tels que ¢ T, y; = ”Wé ¥, » muni de l'application @
WT(yl ’ yz) = TTi vy = 775 Y2 et des structurcs induites.

et Y

La fibre (Y1 v Y2)X est le produit Y 5

au-dessous de X ;

1,% x YZ,x des fibres de Yl

de d'imoge réciproque d'un fibré - Y' de base X' par une application continue
y de X dens X', C'est le fibré Y = %‘I(Y') ainsi défini ¢ Y est formé
des points (x , y') du produit X x Y' tels que ¥x = TVY' muni des deux
applications : la projection T(x y ¥') =x sur X s €t le morphisme
$Ex,y') =y dans Y', |

La fibre Yx = Y"Fx .
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6e de section d'un espoce fibré Y au-dessus d'une partie A de sa base X ¢
c'est une application sontinue (permise) y de A dans Y telle que o Y
soit 1l'identitd sur A . L'ensembls des sections au-dessus de¢ A est habituel=-

lement noté e

f. de loi de composition sur un fibré Y , c'est un morphisme

T vY=>Y (1oi interns)
ou @
L vi =Y (loi externs) (L fibré)

induisant 1'identité sur la base commune X .

EXEMPIE 1, = Y sera dit "fibré en groupes" dans le premier cas, si, sur chaque

fibre la loi de composition est une loi de groupe, et si, en outre
ae (Y-l) varie continfment avec y ,

be i1 existe une section continue sur tout X qui, & chaque x eX fait
correspondre 1'¢lément neutre de la fibre T X .

EXEMPIE 2.~S1 L est fibré en groupes et Y muni de la loi externs $
LvY—->Y telle que Lx agisse comme groupe d'opérateurs sur Y# s Y est
muni d'un M"espace fibré en groupes d'opérateurs!.

On peut obtenir zinsi des structures plus riches que celle d'espace fibré en
se restreignant aux espaces fibrés avec opérateurs et en imposant aux morphismes

de commuter avec les oplrateurs (voir plus loin).

Parmi les espaces fibrés au sens largs, les faisceaux sont ceux pour lesquels

7T est un homéomorphisme local.

Un espace fibré Y posséde un espace directeur F si toutcs les fibres sont
isomorphes (pour les structurcs considérdes) & un méme espace F o Il est dit
“trivial si Y =X x F muni de la projection canonique sur X , et localement
trivial si choque point posséde un voisinage U tel que l'espace fibré U

soit isomorphe & un fibré trivial ¢+ U x F ,

L'image réciproque d'un fibré d'ecsprce directeur F a pour espace dirccteur
F ; 1l'image réciproque d'un fibré localement trivial est localement triviale.
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2. Espaces fibrés localement isomorphes.

L'étude d'un espace fibré au sens large comporte d'abord 1l'étude des singularités
ponctuelles de lo fibroation. Si 1l'on se restreint ~ux problémes purement globaux
11 est neturel d'éliminer la possibilité de singularités en supposant la fibra-

tion localement trivialee

Soit Y un cspoce Pikrd loerlemcnt trivial de base X connexc ¢ on peut
dire qu'il est localement isomorphe au fibré trivial X x F . Soient plus géné-
ralement Y un fibré (au sens large) localement isomorphe & un fibré 2 , giUi)S
un recouvrement ouvert de la base X tel que, pour chague Ui s On ait un isomor=-

phigme T Y/Ui -> Z/Ui y Uyy T \kj ° \‘,’;1 est un automorphisme de Z/Uij

(Uij = Ui N Uj) s 6t vérific ¢

(1) Uy = ukj o Uyy w,; = identité.

Réciproquement la donnée d'un recouvrement ouvert {Ui‘g de X , et d'automor-
phismes u, de Z/Uij y vérifiant (1) permst de construire un fibré Y loca-
lement isomorphe au fibré Z cen recollant lcs morceaux Z/Ui de la fagon sui-

vante ¢

Dans 1'espace Z Z/Ui s identifions y c:‘,Z/Ui et z (EZ/Uj sy 81 z = uji Vs
et munissons l'espace quotient Y obtenu dc la projection naturelle sur X @

la cohérence des identifications rdsulte de (1).

3+ Falgceau d'automorphismes d'un espace fibré.

En tout point x € X de la base d'un fibré, un germe d'automorphisme de Y sera
une classe d'automorphismes des fibrés Y/U s U voisinage ouvert quelconque de
x , deux sutomorphismes de Y/U; et Y/U, de 1l classe colncidant sur un méme
ouvert V : U1 A U2 DV 2x . Les germes d'e,utomorphismes de Y forment natu-
rellement un faisceau de groupes et un automorphisme du fibré Y au-dessus d'un

ouvert O peut &€tre considéré comme une section de ce faisceau.

La collection des uji du paragrophe précédent est un l=cocycle de foch défini
sur le recouvrement Ui & valcurs dans le faisceau des automorphismes de . Z .

81 ce cocycle est un cobord, c'est-a-dire s'il existe sur chaque Ui un auto-

morphisme &, de Z/Ui tel que uji = 9\:].-1 LR alors Y est globalement

i
4 '] -1 —1
isomorphe Z , et réciproquement (car \’,/j. W i % o j e Xy entraine

a
X \}' =X, ¥ 3 les ., \3'/. se recollent pour donner un isomorphisme global)e
3 1 itd ifi
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Si deux cocyclcs, sur un méme recouvrenent SkUi% y définissant les fibrés Y
et Y' sont homologues, c'cst-d-dire s'il existc sur chaque Ui un automorphis=-
-1
J =8 t = i ! ,
me oy de Z/Ui tel ques uly = % u;]ixi s, ¥ et Y' sont globaleument

isomorphes car
Yo §0) = i, ¥
v N i i Vi
Les \P;l(o(i \k;) se recollent pour donner un isomorphismne global de Y' sur Y .

Les classes d'cspaces fibrds localement isomorphes & un fibré domné 7 (équiva-
lents s'ils sont glcbalenent isomorphes) sont donc en correspondance biunivoque
avec le premier ensemble de cohonologis de Ccch & valeurs dans le faisceau des

automorphismes de 2 .

4. Especes fibrés avec faisccau structurale.

Soit ¢ un faiscesu de groupes opérant (3 gmuche ou 3 droite) fidélement sur
le fibré Y (1'application canonique de %5 dens lc faisceau T de tous les
automorphismes de¢ Y ost biunivoquc)e

Le couple (& s Y) [ou (¥, g) si g opére & droite ] est appelé espace
fibré avec faisceau structurals Nous supposerons, pour fixer les notations, que

(d opére & gauche (on peut toujours se ramener & ce cas)e

Un isomorphisme de ((d s Y) sur (%" Y') , fibrés do méme base X , est
un isomorphisme ¢ de Y sur Y' qui induit un isomorphisme ? ds ¢ sur 8'
par ¢ '

ge ot =Pge § siog e g

On 2 donc

¢lgvy) =2g wyy .
Deux isomorphismes @ et ¥ de (g, Y) sur (r.j", Y') sont équivalents,
o .
8'ils ne différent que par des opérations de Y et M‘q‘ y c'est=a~dire s'il existe ¢
ge g et g'e Cd‘ tels qué :
\P =g'\Pg et 1l'on écrit Vv ‘f’
(c'est bien une relotion d'équivalcnce)e

La condition d'équivalence peut encore s'éerire @ V% \?"le Y ou \{(—1 €Y .
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En effet ¢

-1 -1 g .
Y™ =g yey ot vy =Ygey .

Réciproquement, si

Si
Y=g §g, Y=g

ou ‘G et G' sont lecs ~utomorphismes intérieurs de G et 8' définis per g

o

et g' .

(’a'ﬁ , 2) sere dit locnlecment isonorphe & ((d s ¥) , s'il existe un recouvrement
ouvert 1U5_§ sy 1€l dc 1a base commune X , ‘et pour chaque Ui un isonorphisme $

ft G, Bl > (:jM, ¥)|uy

tels qus, sur chaque intersection

—-— 3 'Y ‘,'

(ce qui s'exprime par s \{f;l ije‘ﬁfn sur U, .)-

Désignons par \.‘) la collection H) et appelons Y un :Lsomorphlsmc
local ds (T(’, sur (¢ , Y) 2 determnc 1s cocycle de Cech V ‘? \YJ

3 veleurs dons ‘ff@ , (et un cocyclc de Gech Vij & valeurs dans les automorpbismes
intéricurs de %G )

V ~ Yy )
Réciproquement, le donneés d'un l-cocycle de Cech {Vi.i a4 valeurs dans %G défi-
nit un fibré ((’ Y) locnlenment isomorphe 3 (%6, 2
PAA

/vy\ .
(Y est défini par recollement au moyen du cocycle Vij & partir de 2 , et

8 est défini par recollement au moyen du cocycle associé %Vijg a partir de ‘{G).

La définition d'un isomorphisme local nous conduit & considérer comne équivalents
. - Yy ) = KE
les isomorphismes locaux ¢ = itri ’ Uii et ¢ = % q)k ’ Vks de (‘é(} y 2)
sur (8 Y) tels que sur chaqus interscction U, NV, ¢ Wy, ceaqui
exprlme que la réunion des fomilles {qvl s U, } et {q)k ’ k} est encore un
isomorphisne locale Cette équivalence rcvient & ne faire jouer aucun rfle su

recouvrement Ui , sous réserve qu'il soit assez fin.

Deux 1somorphlsmes locaux equlvalents ¥y et b4 définis sur le ménme recouvre-

nent § 5 ont des cocycles de Ccch honologuese En effet, pour chaque
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= = € Mo ot ol = =l - =l
Up ¢ Y5 ¢y = %€ ctsd Vg =y Wy st wgy = Y b5 s onala rela-

(ffvt;;, z) étant fixé, (Y , Y, ¥) désignc 1'ensenble forné d'un fibré Y
& faisccau structural g et d'un isomorphisme loecal p de (%ﬁ y 2) sur

(;i y Y) et est nppelé espace fibré localenent isonorphe a (q{ s 2) (l'isonor=
M

phisme local est donné dans la structure).
(g , Y, g ) et (8',Y',v{*') sont dits gquivalents, s'il existc un isonorphis-

nc 0 de (::L , ¥) s (g‘ » ¥') tel que 9¢ ct ' soicnt Squivalents.

Il est alors facile de voirmc';uc les classes d'équivalcnce des fibrés localenent

isomorphes & (o, , 2) sont en correspondance biunivoque avec 1'ensemblc de

cohoniclogie de &ch ¢ H (X 39)

5+ Espaces fibrés avce espace fibré structural, avce groups structurale

Soit E wun espace fibré en groupes, de base X , qui opérc continfinent et
fideélement dens le fibré domné Y dec méne basc X ¢ E vY => Y . Le faisceau
% des sections de E est donc un faisceau d'autonorphisnes de Y .

L'ensenble (E , Y) est un espace fibré avee sspacc f£ibré structural (cette

notion englobe la précédents, puisque E peut 8trec un faisceau). En particulier,
si E est un fibré trivial ¢+ E=X x G, o G sst un groupe topologique, G
est dit groupe structural du fibré ¥ et (E, ¥Y) se note (G, Y) .

AN N

Les notions d'isomorphisncs, d'isomorphisncs équivalents, locaux, se définissent
comme précéderment, ct ne font intervenir que le faisceau ‘€ des sections dc E .
En particulier (E s Ty ) et (h » ¥' , ¢') localement isomorphesa (H Z)
sont équivaelents si et seulement si (%, Y, ¢v) et (g, ', )y locale-
nent isomorphes 2 (°‘;6 s Z) 5 1o sont. Les classes d'bQUlV&lCY‘C€ des
SE y ¥, ¢ ) sont donc en correspondance biunivoque avec H (X 4G ) .

6. Espaces fibrés principauxe

Etant donné un espace fibrd (E Y) de fibré structurnl E , les classes
d'cqulvc.lence des fibrés qui lu:. sont localencnt isomorphes ss déterminent uni-
quement & l'oide de E . On pcut donc choisir, pour ¢tudier cette classification,
le plus simple pormi les fibrés Y qui adusttent E comme fibré structural,
c'est=d~dire E lui-nénec.
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DEFINITION, = Un fibré £E , ¥) localencnt isomorphc & ga » E) ast appelé

fibré E-principal & gauche.

Remarquons bien quc F gst un ecspace fibré on groupes localenent isomorphes &

E , tandis que Y n'est pas fibré en groupes.

’,

Mais E peut opérer sur lui=-néme & gauche et 4 droite, et nous n'avons utilisé
dans la définition qus les tronsleticons & gouche. Nous allons ex»loiter, nainte-

nant, les opérations A droite.

THF:ORﬁME 1. = On peut faire opérer E & droite sur ls fibré E-principal &
gauche S,F,. , ¥) de telle sorte qus 1'isomorphisme local y de Sﬁ s E) sur
(}‘; y Y) soit permis pour les opérations & droite de E ¢ P est donc un isomor-
phisme local de (E , E , E) sur (F, Y, ,E) induisant 1l'identité sur le fibré
opérant & droite. Les opérations & gauche et & droite sont compatibles (clles
commutent ). |

PREUVE. - Définissons ( i 2a) vb par ( {4 a) vb = fi(a V—lla) sur Uy
. ‘s . - : _
(2,beE, g8 € Y) . Sur 1l'intersection Uij U, N Uj s Py 5 uij

est une section de E , et

ﬁ(a v b)= 9y uij(a v b) = Yi(uij vawb) =g‘>i(~uij va)ubs= (ij a)Vb,'

La définition est donc cohérentc. Les propriétés de continuité et de £idélité des

opérations & droite sont évidentes ainsi que la compatibilité.

THEOREME 2. - Deux isomorphismes ¥ et \f' de 92 y E) sur un fibré E-principal
3 gauche g: , Y) sont toujours équivalents.

-1
PREUVE. = Il faut prouver que L?' \p st une section de E , et nous allons,
pour cela, nous scrvir du théoreme précident.

51 bek , soient x=Tb , et o 1'¢lément neutre de Tf_l X,

uf"-l W b= kf"-l \.‘((Gx wb) = ‘f'-l \f(ex) vb:ava

OU X =~pa_ = \\u“l © (e.) est une section continuec de E .
x x Ce Qo F. D,

COROLLAIRE, - Soient S.F; y ¥) et (F', ¥') deux sspaces fibrés E-principaux
. . A
& gauche. S'ils sont isomorphes, ils sont équivalents.
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PREUVE, - L'énoncé signifie que, si © cst un isomorphisme de Q‘A , Y) sur
SE' T') et y et Y les isomorphismes locaux de (E E) sur (F Y) et
(}:' Y') , @y ost équivalent 3 y's Or, sur l'1nt=rsectlon Uy v, Vies Oy

' '
et (fk sont deux isomorphismes de QBA E)lUi NV, sur Sﬂ , Y )IU nv,
et sont donc dquivalents d'aprés le théoréme précedent.

’ N

THEOREME 3. - Réciproquament, si \ est un isomorphisme local de (E , «E) sur
(Y , B) induisant 1'identité sur le fibré structural & droite E , il définit
canoniquement un fibré structural F opérant & gauche sur Y et un isomorphis=-
me local d¢ (E , E) sur (F, Y) qui fait de (F , Y) un espace fibré
E-principal é?auche. Les oggrations a gauche et g“ droite sont compatiblese

PREIVE. -Sur U, =0, N Uj , soit u, (x) ‘f;l Y (,) ¢ c'est une section

ij
de E . Le cocyels iau'ij% associé, forne d'nutomorphlsnaes intérieurs de E ,

définit par recollement le fibré F localement isomorphs & E et l'on & 3

‘f;l L{),] (b) = \le \fj (sx vb)= uij (X) vb

F est obtenu par recollement des EIUi et si & 1 est l'isomorphisme de EIUi
sur F]Uis ®; ¢ = cI>J.d si c=f’uij d .

Définissons les opérotions de F dans Y per @
@icv‘-{’iaz xfi(c\fa).
Cette définition est bien cohérente, car si <l>i c = %j d et Y, a= \fj bt
§zJ d V\?J_b =& \uij dvy, uij,b = Lf'i(‘/u,ij dwv Uy 5 b)

-1
— - = (
_\fi(uij v dv uij . uij vb) = ‘?i(uij vd vb) = LFj‘d v b)

W est donc bien ainsi un isomorphisme local de ﬁﬁ , E) sur (F, Y) qui fait
~MN
~de celui-ci un fibré E=-principal & gzuche.
Les développements précédents nous conduisent naturellement 3 la définition

suivante ¢

/
EFINITION. - Un fibré (Y , E) localement isomorphe 3 (E , E) , l'isomorphis=
me locel induisant 1l'identité sur le faisceau structural a drou;e E , est appelé
ah

fibré E-principal & droite.
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Les théoremes 1 et 3 prouvent qu'a tout esprce fibré E-principal d'un type
(3 gauche ou & droite) est cenoniquemcnt associé un fibré E-principal symétriques
I1 reste & prouver que l'on peut indiffércument considérer 1l'une ou l'autre des

structures de fibrés E=-principaux.

THEOR\EME 4, = Soient deux fibrés E=-principaux & gauche et & droite ¢
F,Y,E) et (F* , Y' 6 E), les structurcs 3 gauche et & droite étant compa-
M A MA MA

tibles. L'isomorphisme des fibrés d'un type, & gauche ou & droite, entraline

1l'isomorphisme des fibrés de 1l'autre.

~1
PREUVE. - Soient © un isomorphisme de (F , Y) sur (F', Y ) et ¢ ot ¢
les isomorphismes locaux de @\ s B) sur (F, Y) et @.' s Y') . D'aprés le
corollaire du thécréme 2, © @ est équivalent a ‘f' s donc 3

1

e(“f1YVb)=e“Vi(y"’b) $y ey vy vb) = Pl v ¥) v

8. g;¥) v b .

Réciproquement, soit © un isomorphisme de (Y ,E) sur (Y! ,E) e I1 faut
construire, a partir de O wun isomorphisme (3 de F sur F' , c'est-a-dire
définir, pour tout &lément @ ;¢ de F un élément @;{ d de F', qui sera
@‘éi ¢, tel que ¢

9(5’35_ vy b) =®t.§'i(cv b) =<i’kd v@\fi b:@)c_l?i c v@‘fib .
Ce qui transforme en
N __"' -. — ' "1

Sqyle vp) =%y dv gy ¢y Oy Bl vyl 0y b)

soit
-1 =1

B @yglevb)=dvgl” 0p b
Utiligons le fait que 6 est un isomorphisme des fibrés a droite en posant 3

.-1 . as '
a,ki(x) = ¥ 3] ‘fi(ex) (section de E au-dessus de Ui n Vk)

L _ " . _ __1
a‘kiCb—dakib_ so:Lt.d_akica.ki

o . s "‘l
En a t . ! i : - 5
appelant (1, ; 1'automorphisme intérieur : ¢ By © Oy de E.lUi 0OV,

on voit que 3
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On vérifie aisénent que cette définition est cohdérente, ct qu'clle diternine

un isomorphisme de (F , ¥Y) sur (F' , Y') compatible avee © .
MA MA

COROLLAIRE 1, - Les classes d'Squivalence des f-brés E-principaux a gouche coin-
cident avec les classes d'isomorphismes des fibrds E-principsux & gauche d'aprés le
théoréms 2 et avec les classes d'isomorphismes des fibrés E-principaux & droite

d'aprés le thloréme 4.

COROLLAIRE 2, = Le¢ fibré E=principal & gouche (F , Y¥) ost isomorphe &
HA
(E , E) si et seulement si le fibré ¥ posséde une section sur tout X .
AN

PREUVE. - S1 § st un isomorphisme ds (E , E) sur g » Y) , x = ¢(e))
est une section de Y , et réeiproquement, si x --)yx est une section de Y ,
bx - Ve v bx est un isomorphismc des fibrés E-principaux & droite associés
E,E)=>(F,E).

7. Espace fibré principal associé & un fibré (F, Y, tf) localenent isomorphe

Dans lc poragraphe qui précéde, nous avons étudié les propriétég des fibrés
principaux indépendemment des autres fibrés. Nous allons maintenent voir leur

relation.

Définissons d'abord une opération s le E-produit. Soient (A , S , E) wn
. _— AN MA
E-fitré & droite ¢t (B , T, B) un E-fibré & gauche. S v T est un fibré du
Y oA
type &A;, y Svp T ,3) ainsi défini :

S VE T est l'espace guotient de S v T par la relation d'équivalence

scwvtmswvet si ceE (c'ost une relntion ouverte) muni d'opérateurs @
a(s VE t) =as vt mod E ¢t (st t)b=s vitbnod E .

IEME 1. - Etant donné un fibré @ (3 y 2 4 B) , 1'opplication canonique ©
MA

E\'EZ--bZ

qui, & c¢vp z fait correspondre cz , st un isomorphisne de (E , B vy 2 ,’g)
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PREUVE. - L'application © est continue et ouverte. Elle est biunivoque car
1'application & 2z -F ey, vy 2 de Z dns EVEZ, edtclle g Of 6t PO soient

1tidentité ¢ = 9-1 . C'cst donc un isomorphisnmc puisqu'elle respocte les opéra=

tions & gauche de E et & droite de B .

IEME 2. - Soient deux fibrés (F , Y, ¢) et (G, T, V) p et ¢ los iso-
morphismes locaux de (1:. y 4) sur gﬂ; , Y) et g’(:{ y T) « Si les cocycles de \f
et { sont identiques, *}"P cst un isonorphisne de (F , Y) sur G, T) «

PREUVE. = Sur lc recouvrement commun aux cocycles de \{' et \}) s si
-1 . -1
: = ¥ . N U, a e
Vg3 b O = Yoy s osur Uyn U, ,on
. --1 - g -'l . . ’—'1 . -ol — ~.-l -
AN LI SR IR FUR PR FR R

Les Oi se raccordenb. De méme pour les @i = "}fiCI’El de F sur G .

Ces deux lemmes permettent de prouver cisénent le

, TH}*fORﬁIVE. - A tout l-cocycle de Eech g Vs ? 3 valeurs dens le fibré en groupes

\

J
E correspond le fibré principal & droite P construit par recollement & portir

de E et du cocycle {vi j}' L'opérateur P Vg exprine conplétenent la construc-
tion par recollcment & partir d'un E-fibré & gauchs et du cocycle §viﬁ :

P détermine un isonorphisme local canonique + de cocycle <v i de (u s Z)
sur (P VE Er, P VE Z) ou E' désigne E agissant sur lul-ne"xc par automor—

phismes intérieurs. Sur l'ouvert U, du recouvrement de {(vi 3 ?S

4’1 : Z——)C’vsz z ——)pl(cm) E 2

¥ (2)

Yi: a-ee_w YE a—ép (u )u

Il

~‘E‘e'j_(a)

A tout fibré (E y YT, '-?) localenent isomorphe & SE. , Z) ; on peut donc asso=
cier, par  , un fibré E-principal & droite P ot &11 ,. Y, &f) est canonique-
ment isomorphe & (P vg B' y Pyp 2 ,\);) .

Dgux fibrés localement isomorphes & 9"3“ y 2) sont équivalents si et seulenent '.

si leurs fibrés principaux associés sont isomorphes.

8. Régle de calcul des opérations & gauche.

Pvp E' opére dans PVE Z pairs (pva)dpvz)=pvaz.
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Le coleul d'un produit tel que (r v a)«(p v z) s'obticnt en rendent d'abord
dgoux les coefficients dc P , par cxemple en cherchant l'unique élénent b€ E
tel que rb=p, dtou
(r va)dpvz)=(bvb abdbipvz)=(pvd abdb)ipviz)=pvb abz.
A un isomorphisne prés, lc théorémc précédent montre que l'on peut toujours
crire un fibré (F , Y , ) localencnt isomorphe & (E , Z) cn nettant en

évidonce le fibré principal associé P , swus la forme (P ve B, Py z) .

a. Chaquc élément p de P Adéfinit un hondonorphisme de la fibre de 2 situce
au-dessus de x =Tp sur 1o fibre de P vp Z au-dessus deé x par ¢
z —>pvp 2z, ot toute section & de P au-dessus d'un ouvert 0 de X définit

un homc—iomorphiéme de Z|0 sur P VR z|o s

g — 6‘(Trz)vE Z e

be De méme, chaque &lément z de 2 définit une application continue ouverte
de la fibrc de P au-dessus de x = Wz dans la fibre de P vy Z

p-—-)-vaZ

qui n'est pas en général biunivoque.

c. Enfin, un morphisme f de- (P, E) dans (E , 2) définit une section &
de P"E Z et réciproguenent « sur f' p—=>2 est donné, on pose $
=pvg f(p) qui est 1ndepcndant de p, car pavg f(pa) = pavg a f(p) Pvg f{p)
&cipmquement, sl ¢ est donnﬁ,e, 4 p€P, on fait correspondre l'unique z
tel que p Vv 2= 64

9, Extension ¢t restriction du fibré structural.

Soient H un sous-fibré cn groupes d'un fibré cn groupes E (HCE) , P un
fibré E-principal, Q wun fibré H-principal.

Un morphisme biunivoque de (Q , MIi) dons (P , NI:I\) est dit une extension de Q

par P ou une restriction de P par Q . -

Le morphisme s'Stend clors & un isomorphisme de Q vy E sur P=P Vg E qui

applique q vy a sur qup &, st de Q vy Z sur P ;2 , pour tout E-fibré
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(E, Z) , qui =pplique g vy 2 SUr qvp 2 o

Etant donné un fibré Pb vy %, on dira quc 1'on peut restreindre son fibré struc-

tural 3 H, si l'unc des conditions suivantes dquivalentes est rénlisée @

1051 h est ltopplication ennenique ¢

1 vy 1

la classe du fibré P vy 4 dans H;(X s %) cppartient & l'inage de h (corme
h n'est pes, en général, biunivoque, ccttec classe est, en général, 1l'innge de
plusieurs classes de Hl(X 3 16)). '

2° Le cocycle de Pb Ve Z est horologue (dans %) A un cocycle & valeurs dans
AC o

3° 11 existe au moins un fibré E-Cquivalent 3 Pb Y Z 4, de fibré principal
P isomorphe & 'Po dont le cocycle est & valeurs dons 46 « Si Q@ est ls fibré
H-prinecipal construit a partir du cocycle de P , il c8t cleir que Q CP et
P:Q"HE '

40 PO est une extension d'un fibré H-principal Q .

REAROUE, = H € E  opérant & droite dons un fibré E-principel R quelconque,
soient R/H 1le fibré quoticnt ¢t E/H 1le fibré des classes & gauche nod H , admet—
tant la section canonique ¢ x > ey (clesse de 1'81énent neutre), inverionte
par H . L'applicotion 3 r =T Vg & de R/H sur R Vg (E/H) est un isomor—

phisme eanonique.

50 Le fibré PO/H adnet une sectione

En effet, si P est isomorphe & Qv E, PO/H est isomorphe & Q vy E/H
qui admet le section x —>q V¥ Cy (indépendant de q)a

Réciproquemsnt, l'cxistence d'une scction est équivalente & celle d'un H-norphis-
me ds P dmns (donc sur) E/H .

L'inmnge réciproque de 1o section ¢ est un £fibré H-principal Q C P .

7z \ .
THEOREME. - Soient P un fibré E-principal et H un sous-fibré en groupes de
E . Pvy E' opere & gouchc dans P .
Si Q et Ql sont deux fibrés H=principaux contenus dons P et isomorphes,

leur isomorphisme s'éténd 2 un automorphisme de P , section de P Vp E' o Deux
H-restrictions de P sont donc isoucrphes si et seulenent si les sections de P/H
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qu'elles dlterminent se déduisent 1l'une de l'autre par 1l'opération & geuche
(dens P/H) d'une scction de P g Ef 4

Q}‘
g
o
cr
O
<

PREUVE. = Identifiocns Q vy E H & Q, ct considérons 1'isonor-

H
phisne donné de Q Vi H sur Q, :
qvye—aWvy ax:q ol %.q € B est uniquement déterminc.

gh vy ¢ > ah vy B g =AMy B Ay g = (g vgag Jh=avga, b

dtou ¢
-l

h h
ax;q

ax,qh =
ce qui définit un h-morphisme de Q dans E' , donc une section & de
Q vy Et =P VR B |
§x = 9V % q (qui est bien indépendant de q),

et 1l'automorphisme suivent de P @

q \.fH b — {x.(q vy b) = (q vy ax,q).(q Vg b) = q VH,ax,q°b

Ic reste s'en dédduit inndédiatenent.
EXEMPLES o

, &
1, THEOREIE, = Restriction du fibré structurzl par relévenent s Soit H un sous=

fibré en groupes localeuent trivial du fibré en groupes E sur X, (ctest-a-
dire tel que le fibré E —y E/H soit "3 sections locales" 6, , il est
alors localement isomorphe au fibré E/H vH—>E/H par : a = 6"i(é) h& a h).

8i P est un fibré E-principsl, h 1l'application ¢ P — P/H , 6t £ l'ap=-
plication ¢ P/H-—>X , soient E; = £ @) = P/HVE ot H = ety = p/H v E R
E13 H1 sont des fibrés en groupes sur P/H ot l'imege réciproque @

r-l (P) =P/H, P est un fibré El-principal sur P/H .

f-l (P) peut &tre restreint & H;, car il contient 18 fibré (P = P/H) par
p=>p vp , qui est Hl-principal.

PREUVE, - Tous les produits v de 1*énoncé sont naturellement pris par rapport
a X et £ (E) par exemple est runi de la projection ¢ p va—p sur
P/H . Le relévement de la carte locele de P et 1l'hypothése sur H montrent
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bien que P est H =principal nu-dessus de P/H .

2. Ie théorénme suivant est classique ¢ si g c¢st un sous-isroupe du groupe topolo-
gique G tel que G/g soit hondonorphe 3 R , tout fibré de groupe structural
G peut &tre restreint & g , si la base est localement compacte et paraconpactes



