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7-01

ESPACES FIBRÉS

par René DEHEUVELS

Faculté des Sciences da Paris

Séminaire d’ANALYSE
(P. IELONG)

Année 1957/58

28 janvier 1958

1 . Espaces fibres au sens larges

Soient Y et X deux espaces topo logiques munis éventuellement de structures
(de variété différentiable, de variété analytique) et TT une application con-
tinue ouverte (permise) de Y sur X ~ appelée Projection.

Si on appelle fibre au-dessus de x é X , l’ensemble x = Yx ’ on peut
considérer que la décomposition de Y en fibres par "rr définit sur Y une

"structure d’espace fibré" de base X = Y/rr . Cette définition est très large,
mais elle permet de définir les notions :

a. de morphisme d’un fibre Y dans un autre Y’ : c’est une application continue
~ (permise) qui respecte les fibres et définit donc une application continue ~P
de X=Y/TT dans X’ =Y’/TT’ ; = ~~T;

b. d’isomorphisme 03A6 de deux fibrés : 03A6 est bijectif, 03A6 et 03A6-1 sont des

morphismes ; 
’

c. de produit de deux fibrés de même base X , Y. 6t le fibre

Y~ : sous-ensemble du produit ensembliste : Y. x Yp formé des couples

(Yi’ y~) tels qU6 ’ ~i yy = ~ y~ ~ muni de l’application :
~2~ ~ ~"1 yi ~ "~2 Y2 et des structures induites.

La fibre est le produit des fibres de Y, et Y2
au-dessous de x ; 

_

d. d’image réciproque d’un fibre Y’ de base X’ par une application continue
X dans .X’ . C’est le fibre Y = ~’’ (Y~) ainsi défini : Y est formé

des points (x , y’) du produit X x Y’ tels == muni des deux

applications : la projection y’) = x sur X ~ et le morphisme
~(x ~y~)=y’ dans Y’ .

La fibre Y =Y~ .



e. d6 section d’un espace fibre Y au-dessus d’une partie A d6 sa base X :

c’est une application continue (permise)  de A dans Y telle qu6 03C0 03BF 
soit l’identité sur A . L’ensemble des sections au-dessus de A est habituel-

l6m6nt noté r~ $
f. de loi de composition sur un fibre Y ~ c’est un morphisme

induisant l’identité sur la base commune X .

EXEMPLE 1. - Y sera dit "fibré en groupes" dans 16 premier cas, si, sur chaque
fibre la loi de composition est une loi de group6, et si, en outr6 :

a. ( Y r 1 ~ varie continûment avec Y ~ .

b. il existe une section continu6 sur tout X qui, à chaque fait

correspondre l’élément neutrc de la fibre x .

EXEMPLE 2.-.Si Lest fibré en group6s et Y muni de la loi externe 1

L ~ Y --~ Y telle que L agisse comme groupe d’opérateurs sur Y , Y est
x x

muni d’un "espace fibre en groupes d’opérateurs".

On peut obtenir ainsi des structures plus riches que celle d’espace fibré En

66 restreignant aux espaces fibres avec opérateurs et en imposant aux morphismes
de commuter avec les opérateurs (voir plus loin).

Parmi les espaces fibres au sens large, les faisceaux sont ceux pour lesquels
03C0 est un homéomorphisme

Un espace fibre Y possède un espace directeur F si toutes 16s fibres sont

isomorphes (pour les structures considérées) à un même espace F . Il est dit
~ 

trivial si Y = X x F muni de la projection canonique sur X ~ et localement
trivial si chaque point possède un voisinage U tel que l’espace fibré 03C0-1 U
soit isomorphe à un fibre trivial : U x F .

L’image réciproqu6 d’un fibré d’espace directeur F a pour espace directeur

F ; l’image réciproque d’un fibré localement trivial est localement triviale.



2. Espaces fibres localement isomorphes.

L’étude d’un espace fibre au sens large comporte d’abord l’étude des singularités
ponctuelles de la fibration. Si l’on se restreint UX problèmes purement globaux
il est naturel d’éliminer la possibilité de singularités en supposant la fibra-
tion localement triviale.

Soit Y un fibre localement trivial de base X connexe : on peut
dire qu’il est localement isomorphe au fibre trivial X x F . Soient plus géné-
ralement Y un fibre (au sens large) localement isomorphe à un fibre Z , {Ui}
un recouvrement ouvert de la base X tel pour chaque Ui’ on ait un isomor-
phisme 03C8i : Y/Ui ~ 2/Ui , uji = 03C8j o 03C8-1i est Un automorphisme de 

= U.) ~ et vérifie :

Réciproquement la donnée d’un recouvrement ouvert de X ~ et d’automor-

phismes u.. de vérifiant (1) permet de construire un fibre Y loca-

lement isomorphe au fibre Z en recollant les morceaux Z/U. de la façon sui-

vante :

Dans i’CSPaC6 ~- Z/U. ~ identifions y eZ/U. et z si z = u~ y y
6t munissons l’espace quotient Y obtenu de la projection naturelle sur X :

la cohérence des identifications résulte de (1).

3 . Faisceau d’automorphismes d’un espace fibre.

En tout point x e X de la base d ’un fibré, un germe d’automorphisme de Y sera

une classe d’automorphismes des fibres U voisinage ouvert quelconque de

x , deux automorphismes de et de la classe coïncidant sur un même

ouvert V: Les germes d’automorphismes de Y forment natu-

rellement un faisceau de groupes et un automorphisme du fibre Y au-dessus d’un

ouvert 0 peut être considéré comme une section de ce faisceau~

La collection des uji du paragraphe précédent est un 1-cocycle de ech défini
sur le recouvrement U. à valeurs dans le faisceau des automorphismes d6 . Z .

Si ce cocycle est un cobord, c’est-à-dire s’il existe sur chaque U. un auto-

morphisme 03B1j de Z/U. tel que u.. = 03B1-1j 03B1j , alors Y est lobalement

isomorphe à Z , et réciproquement (car 03C8-1i = 03B1-1j . 03B1i entraîne

Bt/. ~ J =: ~. i ’ B~ 1 : les o( . i ’ ~. i se recollent pour donner un isomorphisme global).



Si deux cocycles, sur un même recouvrement définissant les fibres Y

et Y’ sont homologues, c’est-à-dire; s’il existe sur chaque U. un automorphis-

me o(. de Z/U. tel que: Y et Y’ sont globalement
isomorphes car

Les 03C8-1i(03B1i 03C8’i) se recollent pour donner un isomorphisme global de Y’ sur Y .

Les classes d’espaces fibrés localement isomorphes à un fibre donné Z 

lents s’ils sont globalement isomorphes) sont donc en correspondance biunivoque
avec le premier ensemble de cohomologie de Coch à valeurs dans le faisceau des

automorphismes de Z .

, 
4. Espaces fibrés avec faisceau structural.

Soit ~ un faisceau de groupes opérant (à gauche ou à droite) fidèlement sur
le fibre Y (inapplication canonique de c~ dans le faisceau 

. 

de tous les

automorphismes de Y est biunivoque

LE couple (g , Y) [ou (Y , g) si g opère à droite ] est appelé espace
fibre avec faisC6au structural. Nous supposerons, pour fixer les notations, qU6

U opère à gauche (on peut toujours se ramener à ce cas ) .

Un isomorphisme de Y ) sur (’ , Y’) , fibrés de même base X , est

un isomorphisme 03C6 de Y sur Y’ t qui induit un isomorphisme 03A6 de sur Q’
par :

On a donc :

Deux isomorphismes 03C6 et 03C8 dE ( , Y) sur ( ’: Y’) sont équivalents,
_.~

nE diffèrent quc des opérations de et ’, c’est-à-dire s’il existe :
v  .

g ~ Et g ’ ~ ’ tels que :

(c’est bien une relation d’équivalence).

La condition d’équivalence peut encore s’écrire : 03C8 03C6-1 ~ Cj ou 03C6 03C8-1 ~ ’ .



En effet t

Réciproquement, si

où ’ " G Et G’ sont automorphismes intérieurs de Q> et ’ définis par g

et g

( , Z) sEra dit localement isomorphe à (, Y) , s ’il existe un recouvrement

ouvert de la commune X , et pour chaque U i un isomorphisme :

tels que, sur chaque intersection

(ce qui s’exprime par : sur IL.).
Désignons par 03C6 la collection Ui} et appelons 03C6 un isomorphisme

local de Z) sur ( , Y) : 03C6 détermine le cocycle de ech V..== 03C6-1 03C6j

à valeurs dans , (et un cocycle de Cech V.. à valeurs dans les automorphismes
intérieurs de ~ ~ )~ 

~-J

Réciproquement, la donnée d’un 1-cocycle de ech {V..} à valeurs dans % défi-
nit un fibre (Q .Y) localement isomorphe à (~ . Z)  ,

J " 

~~
~~ .

(Y est défini par recollement au moyen du cocycle V.. à partir de Z ~ et

0 est défini par recollement au moyen du cocycle associé à partir de ~3).
La définition d’un isomorphisme local nous conduit à considérer comme équivalents

les isomorphismes locaux ~ = ~. ~ Uj = ~ ~ de (~ ~ Z)
sur (Q ~ Y) tels que sur chaque intersection U. ~V, : ~-h. ce qui

exprime que la réunion des familles ~. ~ et est encore un

isomorphisme local. Cette équivalence revient à ne faire jouer aucun rôle au
recouvrement sous réserve qu’il soit assez fin.

Deux isomorphismes locaux équivalents ~P et 4~ définis sur le même recouvre-

ment ont des cocycles de ech homologues. En effet, pour chaque



( , Z ) étant fixe;, ( , Y ) désigne l’ ensemble formé d’un fibré Y

à faisceau structural et d’un isomorphisme local 03C6 de Z) sur

(Q ~ Y) et est appelé espace fibre localement isomorphe à (~~ Z) 
phisme local est donné dans la structure).

( , Y , 03C6 ) et (’, Y’, 03C6’) sont dits équivalents, s ’il existe un isomorphis-
me  de ( , Y ) sur (’ , Y t ) que et ’ 1 soient équivalents.
Il est alors facile de voir que les classes d’équivalence des fibres localement
isomorphes à Z ) sont en correspondance biunivoque avec l’ensemble de
cohomologie de H1 (X ; ) .
5. Espaces fibres avec espace fibré structurale avec groupe structural.

Soit E un espace fibre en groupes, de base X ~ qui opère continûment et
fidèlement dans le fibré donné Y de. même base X : E v Y ~ Y . Le faisceau

 des sections de E est donc un faisceau d’automorphismes de Y .

L’ensemble (E, Y) est un espace fibre avec espace fibre structural (cette
notion 6nglobe la précédente, puisque E peut être un faisceau). En particulier,
si E est un fibré trivial : E = X x G , où G est un groupe topologique, G

est dit groupe structural du fibre Y et (E , Y) se note (G , Y) .

Les notions d’isomorphismes, d’isomorphismes équivalents, locaux, se définissent

comme précédemment, et ne font intervenir que le faisceau  des sections de E d

En particulier (E , Y , 03C6 ) et (E : , Y’ , localement isomorphes à (H , Z)
sont équivalents si 6t seulement si ( , Y , 03C6 ) 6t (’ , Y’ , 03C6’ ) , locale-
ment isomorphes à (H , Z) , le sont. Les classes d’équivalence des
(E , Y , 03C6 ) sont donc en correspondance biunivoque avec H (X , H) .

6. Espaces fibrés 

Etant donné un espace fibre (E ~ Y) de fibre structural E, les classes
d’équivalence des fibres qui lui sont localement isomorphes se déterminent uni-
qU6ment à l’aide de E . On peut donc choisir, pour étudier cette classification,
16 plus simple parmi les fibres Y qui admettent E corme fibré structural,
c’ est-à-dire E 



DEFINITION. - Un fibre (F , Y) localement isomorphe à (E , E) est appelé
fibre E-principal à gauche.

Remarquons bien que F est un espace fibre on groupes localement isomorphe à

E , tandis que Y n’est pas fibré En 

Mais E peut opérer sur lui-même à gauche et à droite, et nous n’avons utilise
dans la définition que les à gauche. Nous allons exploiter, nainte-

nant, les opérations à droite $

THEOREME 1. - On peut faire opérer E à droite sur le fibré E-principal à

gauche (F , Y) de telle sorte que l’isomorphisme local w de (E , E) sur

Y) soit permis pour les opérations à droite de E : 03C6 est donc un isomor-

phisme local de E , E) sur (F, Y , E) induisant l’identité sur le fibré

opérant à droite. Les opérations à gauche et à droite sont compatibles (elles
commutent).
PFEUVE. - Définissons ( , a) ~ b par ( ’ . a) ~~ b ~ y . ( a ~ b ~ sur 

(a , b e E , ~P. a 6 Y ~ . Sur l’intersection Uij = U . ~ fi ri * = ~’ ’
est une section de E ~ et

la définition est donc cohérEnt~; ~ LES propriétés de continuité Et de fidélité dos

opérations à droite sont évidentes ainsi que la compatibilité.

2. - Deux et 03C6’ de (L , E ) sur un fibré E-principal
à gauchE (F , Y) sont toujours équivalents .

PREUVE. - Il faut prouver que 03C6’-1 03C6 est une section de E et nous allons,
pour nous scrvir du théorème précédent.

Si b Eo. E , soient x = ot o x neutre de ’~ ..1 x ~ 
.

où x 2014~ a = ~ P (e ) est une section continue de E .
~ ~ 

C . Q. F . D.

COROLIAIRE. - Soient (F , Y) et (F’ , Y’) deux espaces fibres E-principaux
à gauche. S’ils sont isomorphes, ils sont équivalents.



PREUVE. - L’énoncé signifie que, si 9 est un isomorphisme de (F , Y) sur

(F’ , Y’) et 03C6’ les isomorphismes locaux de (E , E) sur (F , Y) et

(F’ , Y’) , 03B8 03C6 est équivalent à 03C6’. Or, sur 0 03C6i
et ~ sont deux isomorphismes de (E ~ n V sur (F~ ~ H V
et sont donc équivalents d’après le théorème précèdent.

~ ~

THEOREME 3. - Réciproquement, si 03C6 est un isomorphisme local de (E , E) sur

(Y . E) induisant l’identité sur le fibre structural à droite E , il définit
canoniquement un fibre structural F opérant à gauche sur Y et un isomorphis-
me local de (E . E) sur (F . Y) qui fait de (F ~ Y) un espace fibre

A~ ~~ ~~

E-principal à gauche. Les opérations à gaucho et à droite sont compatibles.

PREUVE. - Sur Uij = Ui ~ Uj , soit u..(x) = 03C6-1i 03C6j(ex) : c’est une section
de E . Le cocyole {Uij} associé, formé d’utomorphismes intérieurs de E ,
définit par recollement le fibre F localement isomorphe à E et l’on a :

F est obtenu par recollement des et si ~ est l’isomorphisme de EJU~
sur ~c== ~. d ~ d .
Définissons les opérations de F dans Y par :

Cette définition est bien cohérente, car si 03A6i c = 03A6j d et a = f. b :

~ d ~~ b=~ ~ d. ~ = ~(~ d~ u~ b)

Lf est donc bien ainsi un isomorphisme local de (E ~ E) sur Y) qui fait

de celui-ci un fibre E-principal à gauche.

Les développements précédents nous conduisent naturellement à la définition

suivante :

DÉFINITION. - Un fibre (Y , E) localement isomorphe à (E , E) , l’isomorphis-
me local induisant l’identité sur lE faisceau structural à droite E , est appelé
fibre E-principal à droite.



Les théorèmes 1 et 3 prouvent tout espace fibre E-principal d’un type
(à gauche ou à droite) 6St. canoniquement associé un fibré E-principal symétrique «
Il reste à prouver que l’on peut indifféremment considérer l’une ou l’autre des
structures de fibres E-principaux.

THEOREME 4. - Soient deux fibres E-principaux à gauche et à droit6 :

(F , Y , E) et (F’ . Y’ , E) , .. les structures à gauche et à droite étant compa-
tibles. L’isomorphisme des fibres d’un type, à gauche ou à droite, entraîne

l’isomorphisme des fibres de 

PREUVE. - Soient e un isomorphisme de (F , Y) sur (F’ , Y" ) 1

les isomorphismes locaux de (E , E) sur (F, Y) et (F’ , Y’) . D’après le
corollaire du théorème 2, 03B8 03C6 est équivalent à 03C6’ , donc :

Réciproquement, soit e un isomorphisme de (Y , E) sur (Y s ! E ) . x1 faut. 

A~ . . "A~

construire, à partir de a un isomorphisme 0398 de F sur F’ , c’est-à-dire

définir, pour tout élément 03A6i c de F un élément 03A6k d de F’ , qui sera

c , tel que :

. Ce qui transforme en :

Utilisons le fait que è est un isomorphisme des fibres à droite en posant :

En appelant ki l’automorphisme intérieur : c ~ aki c de E|Ui 0 Vk ,
on voit que : .



On vérifie aisément que cette définition est cohérente, et qu’elle détermine
un isomorphisme de (F , Y) sur (F’ , Y’ ) compatible avec 0 .

COROLLAIRE 1. - Les classes d’équivalence des fibrés E-principaux à gauche coïn-

cident avec les classes d’isomorphismes des fibres E-principaux à gauche d’après le

théorème 2 6t eV6C les classes d’isomorphismes des fibres E-principaux à droite

d’après le théorème 4~.

COROLLAIRE 2 . - Le fibré E-principal à gauche (F , Y) est isomorphe à

(E , E) si et seulement si le fibre Y possède une section sur tout X.

PREUVE. - Si Ç. est un isomorphisme de (E , E) sur (F , Y) , x ~ 03C6(ex).. 

,w~ ,w, x

est une section de Y , 6t réciproquement, si x 
x 

est une section de Y,
b b 

x 
est un isomorphisme des fibrés E-principaux à droite associes

(E , E) ~ (Y , E) .

7. Espace fibré principal associé à un fibré (F, localement isomorphe

! (E , Z) .

Dans le paragraphe qui précède, nous avons étudié 16s propriété~ des fibrés

principaux indépendamment des autres fibres* Nous allons maintenant voir 16ur

relation.

Définissons d’abord une opération : le E-produit. Soient (A , S , E) un

E-fibré à droite 6t (E , T , B) un E-fibré à gauche. S v T est un fibre du

type (A , S VE T , B) ainsi défini : 
..

S E T est l’espace quotient de S v T par la relation d’équivalence
si (c’est une relation ouverte ) muni d’opérateurs :

a(s Vp t) = as v t mod E et t)b = s v tb mod E . 
.

LEMME 1. - Etant donné un fibré : (E , Z , B) , l’application canonique 8 :

qui, à c z fait correspondre cz , est un isomorphisme de (E , E Z , B)
aur (E , Z , B) .



PR£U%E. - L’application @ est continue ct ouverte . Elle est biunivoque car

l’application i> : z -+ C 03C0z E z de z "" EZ esttelle q43 °r 6t f°. soient

1’identité : 1’ = 03B8-1 . C’est donc un isomorphisme puisqu’ 6116 respecte 16s opéra--
tions à gauche de E et à droit6 de B .

LEMME 2. - Soient deux fibrés (F , Y , y) ct (G , T , 03C6) , y et Q/ lcs iso-

morphismes locaux ds (E , Z) sur (F , Y) ct (G , T) . Si les cocycles de 03C6
AA~ _i 8’6 àW 

t

et 03C6 sont identiques, 03C6 Q cst un isomorphisme de (F , Y) sur (G , T) .

PREUVE. - Sur lc recouvrement commun aux cocycles de %1’ et QJ , si
e. = .J B,Ç’. 6 te. = t’. B!J. , sur u." U. , on Q :

" A r::B:T rh -1
Les 03B8i se raccordent. De même pour ics 0398i = 03C8i " -1i d6 F sur G .

Ces deux lemmes permettent de prouver aisément le

THÉORÈME. - A tout 1-cocycle de. ech { vij} à valeurs dans le fibre en groupes
’ 

.. . f .

E correspond le fibré principal à droite P construit par recollement à partir

d6 E 6t dU cocycle {vij}. L’opérateur P exprime complètement la construc-
tion P£r recollement à partir d. ’ùn à gauche t dU cocycle {vij} :

P détermine un isomorphisme local canonique (; de cocycle { vij} de (É , Z)"’ 
- 

. 

 ,, ~

sur (P E Et, P ’) Z ) où E ’ désigne Z agissant sur lui-même par automor:-

phismes intérieurs. Sur l’ouvert Ù 1 du recouvrement d6 (V t 
.

A tout fibré (F , Y , , ) localement isomorphe à (E , Z) ; on peut donc asso-

cier, par j> , un fibré E-principal à droite P et (F , ,Y , y ) est canonique-

ment isomorphe à (P E E ’ , P E Z , f ) .
Deux fibrés localement isomorphes à (E , Z ) sont équivalents si et seulement

, 

- 

/~~

si leurs fibrés principaux associés sont isomorphes.

8, ££ calcul des opérations à gauche.
P E Et opère dans § Vg Z par: (p W a) . (p v z ) = p W az .



Le calcul d’un produit tel que (r v a).(p v z) s’obtient en rendant d’abord

égaux les coefficients de P , par exemple en cherchant l’unique éldncnt b E E

tel que r b = p , d’où :

A un isomorphisme près, le théorème précèdent montre que l’on peut toujours
écrire un fibre (F , Y ~) localement isomorphe à (E ~ Z) en mettant en

évidence le fibre principal associe P , sous la forme (P  E’ ,  Z) .

REMARQUES~

a. Chaque élément p de P définit un homéomorphisme de la fibre de Z située

au-dessus de x = ~p sur la fibre de P ~ Z au-dessus de x par :

z -~. p ~ z . et toute section ~ de P au-dessus d’un ouvert 0 de X définit

un homé onorphisne de Z)0 sur P E Z | 0 :

b . De chaque élément z de Z définit une application continu6 ouverte

de la fibre de P au-dessus de x = dans la fibre de P 

qui n’est pas en général biunivoque ..

c. Enfin, un morphisme f dE.’ (P , E) dans (E , Z) définit une section 6"

de et réciproquement . sur f: p ~ Z est donnée on pose :

6- = f(p) qui est indépendant de p , car pa E f(pa)= aT f(p)= pE f(p)

Réciproquement, si 03C3 est donnée, à p ~ P , on fait correspondre l’unique z

tel que P ~p; ~ ~ 6’y. ~

9. Extension et restriction du fibre structural. 
’

Soient H un sous-fibre en groupes d’un fibre en groupes E (H C E) ~ P un

fibre E-principal, Q un fibre H-principal.

Un morphisme biunivoque de (Q , H) dans (P ~ H) est dit une extension de Q

par P ou une restriction de P par Q  

Le morphisme s’étend alors à un isomorphisme do Q ~rj E sur P = P B~ E qui

applique q sur q E a , et de Q E Z sur P Z , pour tout E-fibré



(E , Z ~ ~ qui applique sur z .

Etant donné un fibre P o Z , on dira que l’on peut restreindrc son fibre struc-

tural à H, si l’une des conditions suivantes équivalentes est réalisée :

1° Si h est 1 Application canonique :

la classe du fibre P dans ’7~) appartient à l’image de h (corme
h n’est en générale biunivoque, cette classe est, en générale lainage de

plusieurs classes de ~6)). 
’

2~ Le cocycle de P ~Tp Z est homologue (dans t~) à un cocycle à valeurs dans
~.

3° Il existe au moins un fibre E-équivalent à P Z , de fibre principal
P isomorphe à P dont le cocycle est à valeurs dans Si Q est le fibre

H-principal construit à partir du cocycle de P ~ il Gst clair que Q C-P et

P = Q E . 
_

4~ P est une extension d’un fibre H-principal Q .

H CE opérant à droite un fibre E-principal R quelconque,
soient R/H le fibre quotient et E/H le fibre des classes à gauche nod H , admet-
tant la section canonique : x 2014~ e (classe de 1’clouent neutre)~ invariante
par H. L’application : r ~ r  03B803C0r de R/H sur R (E/H) est un isomor-

phisme Ganonique. 
’

5° Le fibre P /H admet une section
o .

En effet~ si P est isomorphe à Q ~ E ~ est isomorphe à Q vx E/H

qui admet la section x -~’ q ~u ~~ (indépendant de q).

Réciproquement, l’existence d’une section est équivalente à celle d’un Hmorphis-

me de P dans (donc sur) E/H .

L’image réciproque de la section e est un fibre H-principal Q c. P .

THEOREME. - Soient P un fibre E-principal et H un sous-fibre en groupes de

E. E’ 1 opère à gauche dans P.

Si Q et CL sont deux fibres H-principaux contenus dans P et isomorphes~
leur isomorphisme s’étend à un automorphisme de P , section de E’ , Deux

H-restrictions de P sont donc isomorphes si et seulement si les sections de P/H



qu’elles déterminent se déduisent l’une de l’autre p~r l’opération à gauche

P/H) d’une section de P "E E ~ .

PREUVE. - Identifions à P Gt à Q, Gt considérons l’isonor-

phisme donné de Q H sur Q1 :

ce qui définit un h-morphisme de Q dans donc une section $" de

x = ax,q (qui est bien indépendant de q) ~

et l’autonorphisme suivant de P :

Le reste déduit immédiatement.

EXEMPLES.

1. THÉORÈME. - Restriction du fibre structural par relèvement : Soit H un sous-

fibre en groupes localement trivial du fibre en groupes E sur X , (c ’6st-à-
dire tel que le fibre E ~ E/H soit "à sections locales" 03C3i , il est

alors localement isomorphe au fibré E/H  H ~ E/H par : a = 03C3i (á) h ~ a h).

Si P est un fibre E-principal. h l’application : P-~P/H ~ et f l’ap-

plication : P/H -~ X , soient E~ = = et H~ = f~(H) = H ,

H. sont des fibres en groupes sur P/H et l’image réciproque :

= P/H , P est un fibre E1-principal sur P/H .

f-1 (?) peut être restreint à H1 car il contient le fibre (P ~ P/H) par

p ~ P  P , qui est H1-principal.

PREUVE. - Tous les produits B/ de Dénonce sont naturellement pris par rapport

à X et f"~(E) par exemple est muni de la projection : p ~ a sur

P/H . Le relèvement de la carte locale de P et l’hypothèse sur H montrent
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bien que P est H.-principal nu-dessus de P/H.

2. Le théorème suivant est classique : si g est un sous-groupe du groupe topolo-

gique G tel que G/g soit homéomorphe à Rn , tout fibré de groupe structural
G peut être restreint à g , si la base est localement compacte et paraconpacte.


