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PROPRIETES DE L'OPERATEUR DE GREEN
'ET PROBLEME DE CAUCHY FIN

par Laurent SCHWARTZ.
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Nous avons vu, dans le précédent exposé, que si 1'on se borne & vouloir
que G(t) prenne ses valeurs dans 33( @i s &) , alors t —>G(t) est
une fonction indéfiniment dérivable de t »0 ., G(t) admet des développements
limités de la forme :

k T 2r+l
alt) =5 N 2, O3y
( : %:5 (2r+1)! )

Mais dans ce cas, u=Gx A (4 ¢ @;) , qui vérifie Tlu = A , appartient

by '
a6 » et parler des "valeurs au contour" de u n'a plus aucun sens.

Toutefois, en tant que distribution en t , G(t) prend ses valeurs dans
g( (Di $ @1) » c'est-a-dire que < G(t) , @(t) >e C( 6)'1 ; @1) pour
toute LQGQ% . ‘

. . . 0O
Jusqu'ici, lorsque G(t) prenait ses valeurs dans un esvace  §(E ; F) ,
nous maintenions E = 6)'1 et nous cherchions A obtenir des propriétés intéres-

santes de G(t) en élargissant F .

Nous pouvons maintenant essayer la méthcde inverse : maintenir F = (Dl
et restreindre E . On peut procéder par transposition : si G(t) prend ses
valeurs dans  § ( @i 5 @ék”) (k 20) , son transposé prend les siennes
dans D ( 632k+1 ; @1) . Mais puisque 1'opérateur - [+ p2 est égal a son

;s ,. . C) ;
transposé, il en est de méme pour son inverse M o donc pour G(t). Ce
p

transposé aura évidemment les mémes propriétés de dérivabilitéd que G(t).

Pour le voir il suffit d'ailleurs de partir de 1'égalité Cj 5 (I - -%) =1,
P p

ou I est une certaine injection canonique. Cette égalité est la transposée de
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(I - % ) (;)l > =1 qui nous avait servi jusqu'ici & obtenir nos développements

P
limités de G(t) ; elle nous donne ¢

k s Ak+1
G2 =3 2%+2 * %2 oK+2 g
-p s=0 p P
k+1
et 1l'on voit bien que \4 2 A applique ®2k+1 dans ®l . En effet,

|p .
k+l 2 .
A * applique 632k+1 dans 6\1 et (ﬁpz applique @i dans @l .
En passant & la limite suivant k , on voit que G(t) (ou plus rigoureu-
sement sa restriction & (0 ) est une fonction indéfiniment derlvable de t >0,

nulle pour t <O , & valeurs dans f( 603 @) .

. . ’, :
Renarquons encorc qu'on peut introduire des ospaces intermédiaircs :

h, 1-h . !
A k\ 2 aoplique sz 1-2h dans &\Zh—l .

En convenant que (Q'-l = (Di et 3»:1 = 6)1 » on voit que, pour
chaque 0 €h ¢k +1 , G(t) peut 8tre considéré comme une fonction de t s
nulle pour t <0, (2k - 1) fois derlvable pour t >0 , & valeurs dans

f( ®2k+1 -2h’ (2h 1)

Par contre, on ne peut pas en déduire que G(t) soit (2k - 1) fois dé-
rivable pour t > 0 en la considérant comme & valeurs dans £(®2k+3 H ®3 ),

ou plus généralement dans  § ( @2k+1+r ; ®r+1) si r »1, ou dans
~ 1 A ’
Q ( 6‘)r+1 ’ @2k+l+r ) .

Application aux problémes de Cauchy fins.

g . En ce qui concerne les conditions ini~

I1 s'agit de résoudre
1) o

u =
. £t RR2 Y .
tiales, on désire ue J (U ) u, = = 0 . En ce qui concerne
les valeurs au contour, si on est peu eugeant on voudra que u e@ (@1) H
si on 1l'est plus, que u ¢ \)t ( ‘5‘}1) ; et si on 1l'est extrdmement, que
€ Ut( O ) . Pour espérer satisfaire & ces exigences, il faut imposer & g

certaines condltions. Encore celles-ci ne devront pas &tre trop ubuesques !

(1)

nulles pour t 40 et m fois continfiment dérivables pour t >0 .

Dans ce qui suit, pour simplifier, Ch désignera l'espace des fonctions
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Remarquons tout d'abord que nos preniéres conditions sont vérifides dés quo

1
g(t) (prenant ses valeurs dans @1 ) est continue pour t » O . En effet,

u=Gxg , Ge(gi( Y,(@'l, 63;)) et G(0) =0 , G'(0) =1 . Par con-

séquent :

%E—G'xg ,9:2-‘—1'-?G"ng+g
= = LY
K 3t2
sont des fonctions continues pour t >0 ; et visiblement uy = uy = c .
Remarquons que (2 ey b0 = g(0) ; c'est normal puisque
t

2

™u _ _ _
(-a-;-é-)tzo = g(0) + ( Au)t:o et que ( Au)t:o = ll(uo) =0 .

Si on désire seulement que u ¢ @%( 6)1) , on sera automatiquement satis-

fait car G ebuy (007 50)) .
Si on veut que u ¢ 82 ( @1) , pour que ga marche, on pourra supposer que
1) &) ge 5(0) ;
b)  g(0) = g'(0) =

En effet, nous avons vu que G(t) est dérivée troisidme (au sens des dis-
tributions) d'une fonction H(t) ¢ Z‘;z( ¢ ( @1 ; @l) . Alors
u=Gxg=H" xg= Hxg" =Hx {g"'g +H g"(0) est bien une fonction
continue de t > 0 & valeurs dans 0:)1 . Mais il est clair que les conditions

b) peuvent 8tre génantes.
On peut aussi imposer :

20) g e &i( @l) , sans conditions pour t = O . Mais alors g doit &tre
nulle au contour. Comme G(t) est dérivée premidre de H € &g( £ ( (Dl ;6)1)) ,
=G xg = H % g :Hx-}lg'% +Hg(0)e&2(@l).

Si on impose

39) g e (gt( @ , ce qui signifie que g est nulle au contour ainsi que
ses dérivées d' ordre £ 2 (derlveeg par rapport a Xy 5 vee g xn) , alors

u=Gxge (gi(&}l) car G € “’t( £( @3 ; (Dl)) On obtient plus qu'on ne

voulait ; cela tient & ce que les conditions affirmant que G(t) appartient 3
&21{ 2( 2o CQZk 13 C) ) entrainent que G(t) appartienne aussi &

2k-1 -
&y (5060, s O .
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Passons maintenant & un probléme de Cauchy plus général, dans lequel les
valeurs initiales et celles au contour ne sont plus nécessairement nulles. Ces
derniéres seront précisées par la donnée d'un élément \56 u ( ul) . On cherche
u ¢ Ut( 6') telque Tlu= g etque y-ue€ ()t( (f()) (on pourrait
d'ailleurs remplacer é?—, par d'autres espaces, par exemple (ﬂt) . Posons
U(t) = Y(t) (u(t) - y (t)) ; alors :

Ou(t) =g -2y + (u - y) ® 6@) + (uy - yg) = &' (%)
d'ou ¢
u= y+Gx DOU= y+Gx[g-Ty+ (u -y e &(8) + (45 -y ® 8 (t)].
Appliquons les résultats obtenus précédemment. Nous voulons que

U e 62( @1) . Quelles conditions suffira-t-il d'imposer aux divers termes du

second membre ?

1) Conditions sur g : si g(t) e 0 ( (T) ) , alors G x g € (—”t( 'Y .
D'autre part, si g & (‘3 (6:)1 par exemple (condition 2°), p. 3) ,
w0

2) Conditions sur uy - ¥y 5 oup - Y e

Si uy - ¥q € &J > et u -y, € 633 , on aura évidemment
G'(t) (u ;{O) CZ@O( (ﬂ) ) puisque Ge- ;,11:( C( @3 (Q )) , et a fortiori
G(t) (u; - y,)e uo( 63)

On voit que, pour t = 0, les conditions au contour doivent &tre assez
strictes.

3) Conditions sur y et iy

I1 serait absurde d'imposer des conditions au contour & ¥ , qui précisé-
ment sert & définir les valeurs au contour de u . Celles-ci doivent &tre a

priori quelconques !

Reportons-nous au probléme de Cauchy avec conditions aux limites nulles.

Dans ce cas-13a, il fallait que le second membre posséddt certaines propriétés,
0

afin que u ¢ ét(ﬁl) ¢ parmi celles-ci, 2°) et 3°) faiseient intervenir les

valeurs au contour, mais non 1°). Ces derniéres donnent, dans notre cas :
a) yedy ((Q:) ;

b) Yo = AXQ = ){3 - A ¥, = 0 , ob Yr = (gt);,)t~ . Et 1'on voit que

Xeéz 31) implique DXG(Z?G( (Di) .




