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Ceci aurait pu également servir à montrer l’unicité de la. topologie

produit tensoriel, et d’ailleurs aussi son existence.

PROPOSITION 2 - Si E et F sont sépares (resp. métrisables), ID 0 F
est sépare (resp. motrisable). ’

Soit en effet E et F sont séparés, il existe

une forme bilinéaire continue B sur E X F telle que la forme linéaire

associée B sur E @ F vérifie B(u) / 0 Il existe en effet des sous-
espaces de dimension finie tels que ~ F1 ; soient E2 , F
des supplémentaires topologiques de F . Si Bi est une forme bilinéaire
sur E1 ~ F1 telle que la forme linéaire associée B. vérifie 0 ,
on pourra prendre pour B la forme bilinéaire égale à B1 sur E1 %: F 1 9 à
U sur F 2 p E2 x F2 ] . Comme B doit être continue, cela
prouve que u n’ost pas adhèrent à 0 , donc que E 0F est séparé.

Si E et F sont métrisables, on peut prendre un système fondamental
dénombrable de voisinages de 0 dans E y F ~ 0V~ ) ~ 

~ 

où

U03B1 (resp. parcourt un système fondamental dénombrable de voisinages de
0 dans E (resp. F) ; donc E ~ F est métrisable, et est un espace
de Fréchet.

Exposé n° 2

PROPOSITION 1 -

Si U (resp. V) est un voisinage convexe équilibre ferme de 0 de

E (resp. F) , de jauge p (resp. q) , la jauge de est donnée par

Lorsque p(resp. q) parcourt un système fondamental de semi-normes continues
de E (resp. F) , les p ~ q forment un système fondamental de semi-normes
continues sur E ~ F . On a



,

DEMONSTRATION.

Montrons que  (U © V) a précisément pour jauge r = p @ q .
Cette jauge est en effet définie pi,r

Comme ~ est aussi petit qu’on veut, r(u) défini par (3) est bien
égala p ~ q(u) défini par (1) .

Montrons maintenant (2).

Il suffit donc de. montrer l’inégalité inverse ; comme elle est évidente
si. P(~) q(~) = 0 , nous pouvons supposer p(~) q(~l) / 0 .

Diaprés Hahn-Banach/il existe tel que

De même il existe t tel que



’ -. 

CeQ.FeD. 
’

PROPOSITION 2 o 
.

Si E et F sont normés, de normes resp. p et q , il existe

su£ E © F topologique, unc norme et yne seule, à savoir p © q , c.y?.nt
la propriété suivante : quel que soit l’espace normé G , l’isomorphisme 

no nique entre applications bilinéaires continues de, E X F dans G et ap-

plications linéaires continues de E $9 F dans G conserve les normes de _
ocs applications. L’application bilinéaire canonique de (lll) >1 (F) dans---- ---- - 

’ - - - . " 

-. P Q ---

(E l F)p ~ q est de norme i . La norme p © q est appelée norme projective.
Montrons d ’ abord l’unicité d ’ une tell e norme. Si s et z sont

deux telles normes, comme l’application identique de (E © P) da.ns (E @ F.)s s

est de norme 1 , 1 application bilinéaire canonique de Z X F dans (B ÉÙ F)’ 

s
sera de norme 1 , (ce qui démontrera la dernière assertion du théorème quand on
saura que s = p © q) . j alors l’application identique de (E @F) ) dans

s

(E À§ sera. de norme 1 , donc s s’ j de même s’ 1 g s ) donc s = SI.

. Il suffit donc de voir que s = p lÉÎ q répond à la question. D’abord
c’est Une norme, puisque, d’après la prop. 3 elle définit la topologie, et celle-

Ci est séparée d’après la, prop. 2 . Soit B une application bilinéaire continue
de E X F dans G . Pour simplifier, notons toujours par /1 v~ la, norme de v

dans E , F , E O F , relati vemen t aux normes p , q , p © q . Pour toute dG-
COmposition u =’ Ç fi ~ si Q)j de u jE © F , on a 

’



Par ailleurs

PROPOSITION 3 .

Si F. (i = ~ 2) sont des espaces localement convexes ~

u. (i = 1, 2) des applications linéaires continues de Ei dans Fi , 1 ’ a-

plioation u. (2) u de E. ’S E dans F 
1 
0 F2 est 03C0-continue, et si

E. ~ F. (i == 1~ 2) sont normes~

Considérons en effet l’application bilinéaire B de E1 X E2 dans

définie par .

ru

Il lui correspond une application linéaire B de. E 9 ~ E2 dans F1 0 
qu’on appelle u1 ~ u2 , la seule â vérifier

Comme B est continue (et de norme = Il u.{! ~ u2~ si les sont

normés)*, il en est de même de u1 ~ u- diaprés l’exposé n° 1 , quand on munit

E. 8) F. (i = ~ 2) de 1~ topologie X .
COROLLAIRE - u1 ~ u2 se prolonge canoniquement en une application linéaire

continue u.  u2 de dans F. @F .
PROPOSITION 4 - Si u. est un épimorphisme de E. sur Fi , u1 ~ u2 est

un épimorphisme de sur 

D’abord on sait que u. ~ u2 est épijective. Soit ,alors f (U. ~ U2)
un voisinage de 0 dans E. ~ E2 . Son image par u. ~ u2 est P (V. ~ V2) ,
où Vi = ui (Ui) est un voisinage de 0 dans F. y puisque u. est un epi-

morphisme ; donc u. ~ u2 est bien un épimorphisme.
*~ 

A cause de (2)
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. liais u. est seulement un homomorphisme de E. @E sur un

sous-espace dense de F.  F2 , et non nécessairement sur F.  F2 . Si les

E. sont 
. 

métrisables ( au~quel cas les F. le sont comme quotients de E.) ~

u.  u2 est un épimorphisme, car, dans le cas d’un espace métrisable

G = E1 ~ E2 , le complêté d’un quotient de G par un sous-espace ferme V
~~ ~~

est le quotient du complète G par le sous-espace. V : (G/V) ;=~ G/V .
D’autre part il faudrait se garder de croire que, si u. est un

monomorphisme de E. dans u. soit un monomorphisme. Si E. est

un spus-espace topologique de E1 ~ E2 a en général une topologie stric-

tement plus fine que la topologie induite par F2 .
Produit tensoriel de plusieurs espaces localement convexes.

Définition directe par les applications multilinéaires.

PROPOSITION 7 - L’isomorphisme (algébrique) canonique de (E@F) @G sur

est un isomorphisme topologique (resp. un isomorphisme d’espaces
normes si E , F ~ G sont normes).

Il suffit de remarquer que si U(resp. V , W) parcourt un système
fondamental de voisinages de 0 dans E(resp. F~ G), un système fondamental
de voisinages de 0 dans les 2 espaces en litige est forme par les

J~ ( 0V)y W) et f (U 8 V ~’W)~ ce qui est la même chose. Si U(resp.V,
il) est l’indicateur de la semi-norme p(resp. q , r) alors on voit que

q @ r. = d’où la propriété relative aux espaces normes.


