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25 novembre 1953

Exposé n® 2
PROPOSITION 1 -

Si U (resp. V) est un voisinege convexe dquilibré fermdé de O de

E (resp. F) , de jauge p (resp. q) , la jauge de [ (U BV) est donnée par
1 - . -
M s@a - (med oz )aln ), pour

Lorsque p(resp. q) barcourt un systéme fondoamental de semi-normes continues

de E (resp. F) sy les p ®q forment un systéme fondamental de semi-normes
continues sur E®F , On a

() p®q(E8M) - (=) (m) .

~




-
DENMONSTRATION . |
Hontrons que r (U®V) a précisément pour jauge r =pQq .

Cette jauge est en effet définie par

= i b\
(3) r(u) = €A 1ﬁf(U &) (M)
A D0
Meis u € X T (U@V.)‘ Squivaut & u = %ﬁ:} -t;i xﬁ ®yD , P(x\))< ] .,

E“I\l-'ﬂ .
S 5278

S p(B3) almy < N s enpronant By =ty xy 5 My =7, .

Cl(Yg)é”’Z'tDIQ )\ . Ceci entraine u

Ro‘ciproquemen‘b soit u = ‘/——:37 g—:} ® /)7)) g QVEC ZP(%g)Q(n} ‘) )<X

Bn posemt x =%, 7 Tﬂ%\)ﬂ , ty =p(Z3) q(/?.h) pour les
valeurs de ) pour lesquelles ‘p(E,D ) a(my ) #0 s xy =N 23 qém

¥y = E([%%T N =1-f;- , pour les valeurs de Y pour lesquelles

P(E)) =0, a(My) fo 3 x9=%, ¥y =Ni701>8(5&)

ty = -1%- » pour les valeurs de ) pour lesquelles p( Z3) 40, a(My) =0
xy = N %? y ¥y =Dy 4 by =1\§I , pour les valeurs de Y pour lesquelles

p(E3) = a(”3) = 0 5 on obtient toujours une décomposition
N N o
- RS
u=%._~_, ty xg ®y§ o plxy) 1, alyy) < 1, % . }t§f< A +E .
=1 = 1 :
Comme & est aussi petit qu'on veut, r(u) défini par (3) est bien
égal & p ®@q(u) défini par (1) .
lontrons maintenant (2).
(1) domne (p ®.q) (%@"7) < P(%) Q(’D) .
I1 suffit donc de montrer 1'négalité inverse ; comme elle est dvidente
si p(g) q('?)) = 0, nous pouvons supposer p(E) a(m) #0.
D'aprés Hahn-Banach, il existe X'€E' tel que
. |
(4) K, ] < e
. <X' ;2 > = P(S)

De m&me il existe Y'CF' tel que
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Alors siﬁ.:%@”):Z 298/‘99 , on a |
(6) leror , wdl< 220 5(Z3) a(m3)

done
L (@ R®q) (u)
mais aussi
(7) <@y, uy = <z, ) 1, n7> = p(E) a(m) don
p(E) a(M) p®q (u) ,

CeQeFeDs

PROPOSITION 2 .
Si E ot F sont normés, d¢ normes resp. p et g ’ il existe

sur EQ®F topologique, une norme et une seule, & savoir p®q , ayont

la propriété suivente : quel que soit l'espace normé G , l'isomorphisme ca-

nonigue entre applications bilindaires continues de E X F dans G et ap-

plications lindaires continues de E ®F dans G conserve les normes de

ocs applications. L'application bilindaire canonique de (E)p X (F)q dans

(B &F)P ®q est de norme 1 . La norme p ® q est appelde norme projective.

Montrons d'abord 1l'unicité d'une telle norme. Si s et s' sont
deux telles normes, comme l'application identique de (B ®F)s dens (B @F)S
est de norme 1 , l'application bilindaire canonique de E X F dans (E ®F)S
sera de norme 1 , (ce qui démontrera la dernidre assertion du thdoréme guand on
saura que s = p ® q) 5 alors l'application identique de (E @F)s, dans
(E@F‘)S sera de norme 1 , donc s g s'; de mdme s' L s , dono s = s' .

I1 suffit donc de voir que s = p & q rdépond & la guestione. D'ebeord
clest une norme, puisque, d'aprés la prop. 3 elle définit la topologie, et celle-
ci est scparde d'aprés lo prop. 2 . Soit B une epplication bilinéaire continue
de EXF dans G . Pouf simplifier, notons toujours par }/ v” la norme de v
dens E , F, E®F , relativement aux normes Py qs D ® q . ‘Pour toute dé-
composition u —Z 39 ¥ My de ufEYF, ona

ORRESY =N§: 235, 7)1 < sl 321%5] Y



done ” E(u)” < ” B“ “ u ” e
et par suite ” EH < H B“ .
Pa?;l uH sz - [3ge ) |
o<zl zenl < (sllisl

(et méme =)

pono Nl < |31l

et par suite HBH = ”TéH CeQ.Fo Do

PROPOSITION 3 .
RN
u, (i =1, 2) des applications lindaires continues de E, dms F. , 1lla-

1 i e —

y By (i =1, 2) sont des espaccs localement convexes ,

plication u, ®u2 de E, @ L, dens F, QF, est T ~continue, et si

By R P, (i =1, 2) sont normds,
(10) vy & u, o= u, . u2“ .

Considérons en effet l'application bilindaire B de E,, A E2 dans

F, ®F, définie par

(11) B (x,,, x2) = u, (X‘l) @ug(xg) .

4V}

I1 lui correspond une application lindaire B de. E1 @Eg dans F‘l Y F2 ’
quton appelle u, ® U, , la seule & vérifier

(_12) ' u, ®u2 (.x,1 R xz) = u, (x,‘) ® u2(x2)
Comme B est continue (et de norme = H U, ” H u2H si les Ei, .Fi sont

3 . . v .

normés) , il en est de méme de uy & u, d'aprés l'exposé n® 1 , guand on munit
By ) F, (1=1,2) dein topologiec W .«

COROLLAIRE — u, & u, s¢ prolonge canoniquoment en une application lindaire
—— 1 T 72 J@\ A -
continue U, @ U, de E1 L E2 dans F1 ®F2 .

PROPOSITION 4 - 8L wu, est un épimorphisme de E; sur F, , u, ®u2 est
un épimorphisme de E, ®E2 sur F, ®F2 .

D'abord on sait que u, ®u2 est Spijective. Soit alors r'(U,} @Ug)
un voisinage de O dans E, ®E2'. Son image par u, @ u, est I (V,] ®V2) X
oll »Vi = ui(Ui) est un volsinage de O dans Fi s Puisque Uy est un épi-

morphisme ; donc u, ® Uy est bien un Spimorphisme.

* A cause de (2)
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A

linais u.,‘/@u2 /e\st seulement un homomorphisme deo E1/@ E2 sur un
sous-egpace dense de F} 6§}?2 s et non nécessairement sur F1 QDFé « 91 les
Ei/«ﬁont métrisables ( au—quel cas les Fi le sont comme quotients de Ei) 9
u, 65112 est un ¢pimorphisme, car, dens le cas d'un espace métrisable
G = E1 @DEQ s le compl&ts d'un guotient de G par un sous~cspace formé V

A o~ A~ A A
est le quotient du compl8té G par le sous-espece- V : (G/V) == G/V .

D'autre part il faudreit se garder de croire que, si u, est un

monomorphisme de Ei dans Fi ) Uy @uQ soit un monomorphisme. Si Ei est
un spus-~espace topologique de Fi ’ E1 ®E2 a2 en ginéreal une topologie stric-

temenht plus fine que la topologie induite par F1 ®F2 .

Produit tenscriel de plusieurs espaces localement convexes.

Définition directe par les applications multilindaires.

PROPOSITION 7 - L'isomorphisme (~lgdbrique) canonique de (EQ® F) QG sur

ERXF®G est un isomorphisme topologique (resp. un isomorphisme d'espaces

normés si E, F, G sont normés).
I1 suffit de remarquer gque si U(resp. V , W) parcourt un systéme
fondamentael de voisinages de O dans E(resp. F, G), un systéme fondaomental
de voisinages de O dans les 2 espaces en litige est formé par lcs
r ([T(U®Vv), W) et [ (URV QW), ce qui est la mbme chose, Si U(resp.V,
W) est 1'indicateur de la semi-norme p(resp. q , r) alors on voit que

P®q®r = (p&q) r, d'od la propriété relative aux cspaces normés.



