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Exposé n° 1

PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE D'ESPACES VECTORIELS
TOPOLOGIQUES.

Exposé de L. SCHWARTZ.

THEOREME. Si E et F sont deux espaces localement convexes, il existe sur
E®@F une topologie localement convexe et une seule ayant la propriété sui -
vante : quel que soit l'espace localement convexe G , l'isomorphisme canonique
entre l'espace vectoriel des applications bilinéaires de E X F dans G et
l‘espade vectoriel des applications linéaires de E ®F dans G fait corres-
pondre,a 1l'espace vectoriel B(E, F ; G) des applications bilindaires continues
de E XF dans G, l'espace vectoriel L(E ® F 3 G) des applications lindaires
oontinues de E ®F dans G . Cet isomorphisme fait alors correspondre les
ensembles équicontinus d'applications bilinéaires de E X F dans G aux en-
sembles équicontinus d'applications linéaires de E ® F dans G . La topologie
ainsi définie sur E®F est la topologie d'espase localement convexe la plus

- fine pour laquelle l'application bilinéaire canonique de E X F dans EQF

soit eontinue.

DEMONSTRATION.

Soit T wune topologie répondant aux conditions de l'énongé. L'appli-
cation identiguc dc (B @F)T dans (B ®F)T est continue, domec l'application
bilinéaire canonique de E X F dans (B @F)T est continue. Si maintenant T!
est une topologie localement convexe sur EQF telle que 1l'application cano-
nique de E X F dans (E @F)T, soit continue, alors l'application identique
de (B ®F)T sur (E @F)T, est continue, donc T est plus fine que T!' .
Nous avons bien montré que T , si elle existe, est la topologie localement
convexe la plus fine pour laquelle l'application bilinéaire canonicue de E X F

dens EQ@PF soit continue s et ceci démontre en méme temps l'unicité de T .

‘Montrons maintenant 1l'existence.
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Nous montrerons pour cela

PROPOSITION 4 - Lorsque U (resp. V) parcourt un systéme fondameniel de voi-

sinages de 0 de E(resp. F) , [ (U®V) , enveloppe convexe équilibrée de
U @&V , parcourt un systéme fondamental dc voisinages de’ O d'une topologie
répondant aux conditions de 1'énoncé du théoréme.

Comme [ (UQ®TV) est convexe, équilibré, absorbant, et que ces en-
sembles forment une base de filtre, ils définissent bien un systéme fondamental
de v0181nages de O d'une topologie T localement convexe sur E QT ,

Soit H wune partie équicontinue de B(E, F; G . Ii existe alors,
pour tout voisinage convexe équilibré W de Q dans G , des voisinages
U,V,de O dans E, P tels que, pour toute BFH , onait B{UXV)CW.
Si on appelle 3 l'application linéaire de E®F dans G associde & B,
on voit que 1l'on &, pour toute BEH ’ B(U ®V)c W, doncy, W étant convexe
équilibré, B( [[(u®V) )W done H est une partie équicontinuc de
L( (E®@F)p 5 6) . |

Réciproquement, soit H une partie équicontinue de L{ (E ®F)T 5 G)
Quel que soit le voisinage de O , W, dans G , il existe alors un voisinage
de 0 de (& ®F)T , que nous pouvons supposer de la forme | (U V) , tel
que B( [(we®v) ) o w pour toute BEH . Alors a fortiori B(U@V) C W,
done B(U XV) € W, ce qui prouve que H est une partie équicontinue de
"B(E, F; G). CeQ.F.D,

DEFINITION - Le topologie. de E & P satisfaisant aux.conditions de 1'énoncé
du théoréme sera appelée produit tensoriel projectif des topologies de E et
de F , ou topologie tensorielle projective sur E & F , et notée (E ®F)1( .

E /@iF sera toujours, dens cet exposé, muni de ul*te "sopologie.

E @F sera le complété de E @F pour cette topologie. 8i alors G
est un espace vectoriel localement convexe complet, toute application bilinéaire
oontinue de EiF dans G définit canoniquement une application linéaire
oontinue de EX F dans G .

. REMARQUE - Le dual de E ® F s'identifie par 1'application ABJ—-—a B a
ltespace B(E , F) , der\:f‘ormes bilindaires continues sur E X F ;3 il en est
de m8me du dual de E @ F . Comme les parties équicontinues de ®B&F)t sont
alors identifiées aux parties équicontinues de B(E , F) , on voit qutun sys—
teme fondamental de voisinages de O dans E ® F (resp. E§ F) est constitué
par les polaires des parties équicontinues de B(E , F) , dans la dualité
séparante entre E ® F (resp. E @F) et B(E, F) . |
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Ceci aurait pu égalcment servir & montrer l'unicitd de la topologiec
produit tensoriel, et d'aillcurs cussi son existencc.
PROPOSITION 2 - Si E et F sont sépardés (resp. métrisables), I @F

ost sdparé (resp. métriseble).
Soit en offet u # OEE®PF . Si E ot F sont sépards, il ex’ste
une forme bilindaire continue B sur E X F telle que la forme linédaire
essociée B sur E®F vérifie E(u) #£0 [Il existe on effct des sous—
ospaces de dimension finie E, , F, , tels que uEE,I Q F, 3 solent E2 y F
17 F

sur E, ®F1 telle que la forme lindeire associde

2
PR Si B est une forme bilindaire

, Vvérifie §,1 (u) £ 0 ,

a

on pourre prendre pour B 1la forme bilindaire dgale a BJI sur E1 N F1 y &

~ .
U sur E1 X F2 ’ E2 X F1 ’ F‘_,2 X Fg:[ « Comme B doit 8tre continue, cecla

mouve que u n'est pas adhérent &4 O , donc que E ®F est gépard.

des suppldémentnires topologiques de B

td i~

Si E et F sont métrisables, on peut prendre un systéme fondamental
dénombreble de voisinages de O dens EQF , les F(ch @Vﬁ ) , o
Uy (respe Vﬁ ) parcourt un systéme fondamental dénombrabie de voisinages de
O dans E (resp. F) 5 donc E ®©F est métrisable, et EQF est un espace

de Fréchet.
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