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ACCOUPLE ENT DES DISTRIBUTIONS A VALIURS VECTORIELLES

1.~ POSITICN DU PROBLEHE.

Soient E , F , G +trois espaces de Banach, v une apnlication biliné-

aire continue E X F — G

: -
Probléme : Peut-on définir un accouplement (T , -\f’)-a jv(T

application bilinéaire hypocontlnue (relatlvement

. ﬂ ﬂ
1°) Si T est une fonctlon continue f(x),

/ v(.’s, &?) dx =/ v(z(x),% (x)) dx
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2)si T=Te,re D™ ,ccE,

-
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des familles de parties
convenables) de o' "(E) x Q™ (F) dens G , ayant les propriétés suivantes
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1°/ Cas o m, =m= o , On peut considérer T comme élément de

ag(@?E)a et ?f comme élément de @@D(F P
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un élément de E R _F , soit <T o > =
o e,
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en une application v e < (B ®JTF 5 G ) s et v (<

guestion.
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s alors le couple (T, \P) définit
(7 R 1F)‘ (‘9) 3 v se prolonge

T&j@' Lf})repondala'
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2° /Cas ol m, est fini et m =m,
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On considére .T comme é:(ﬁalm E), et ¢ comme

élément de 3

=~ 2 :
(T"f) définit alors un $lément de

prolonge pas en unc application

N .
T — G . Pour pouvoir définir l'accouplement , nous sommes amenss

5
m

2) ou bien & supposer v intégrale
b) ou bien & faire des hypothéses de régularité supplémentaires sur
- = = ) -
T ou y , de maniére que le couple (T,? ) définisse un élément de E ® F .

C'est ce dont nous nous occuperons dans la suite de l'exposée

. t
24— ACCOUPLELENT DANS LE CAS OU E et F SONT DES ESPACES DE BANACH.

_) . .
Comme \F est & support compact, on peut se placer sur le tore ( 1e.

probléme est local ). On utilise la proposition suivante

s e s : T, mn+ m
Proposition 1 . L'injection i : {{} T 50
: i o

est nucléaire.
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Soit ep la base de JD formée des vecteurs trigonoméiriques 3
- mi.
L

igeﬁlla) m (4 + 25 | #1Y" ( 3 un facteur fixe prés, dépendant de la
: < s m
norme choisie sur (1} ).
Soit e'y la base duale de O ( <'e'£,«? N\ est le Y4dme coefficient
™ /
de Fourier.) ‘
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s s o m+n+ 10 . s .
définit un élément de @ n n+1 @7',,, @ n ! donc un opérateur nucléaire 1
T ~

m . e s e - . .
@mgnﬂ - O) n ¢ aqui est précisémont 1'injection cherchee.
T T
m et s RN . . 1iniecti .
Comme n vérifie la propriété d'approximation, l'injection 1 pro-

T

' e m
vient d'un élément unique i de @ m;n+1 @jr CD n
T h T

- - N]
mEoREE 1 - st ¢ € )™ (1) ot Te ™ (3) , il oxiste un

> -
accouplement (T, \{)) v({ T % Pr)qui posséde les propriétés voulues.

—*
\? étant 4 support compact, on peut passer sur le tore s il suffit donc

: . .
de démontrer le théoréme pour [Dm;nﬂ F) et 0 mn () .
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On considdre T comme ¢lément de .o (OD: s B) et :; comme élément -
T

' 1 - -~ -~ o !
dé (0 ;;nﬂ 3 F) 3 alors (T8 ¢ )(1) € L& Fet v {_‘(;.{‘ @\;)(1)} est
ltaccouplement cherché. ‘ | | |
On e immZdi~tement si ﬁ;v (T & #) (1)“§- v T Qi }HI ” (Dm'm“""“i”n'
v mn
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3« — CAS OU E,F,G.__SONT DES E.V.T. COMPLETS QUELCONQUES.

Les raisonnements précédents sont encore valables, si v est une appli-
cation bilinéaire continue de E X F dans G . Mais dans la pratique, les

aprlications bilindaires sont seulement hypocontinues.

- pg .
Posons || 1”}( = X ., Supposons toujours T e ) "(E), Lf’,ﬁ“..@mn“ (r) ,
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donc & support compact (1'hypothése W) c 4>m+n+4(F) est insuffisante,

serait seulement scalaircment & support compact), ce qui permet ici encore de
raisonner le tore.

"
Soient A, (resp. B1) la boulc unité de @mn (resp. () r‘w:ln 1) . L'image
T : ’

par T de A,1 est contenue dans une partie bornée compléte A de E , donc
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T est continue de () . deans E s de mBme 1l'image par (F de B est
B A , 1

Y
oontenue dans une partie bornéc compléte B de F , LP est continue de
' - -
®Imntt s F L'image par T& ¢y de i e

A'min+d o ym
Tn B M) uj_( UD

ogt un

A~
élément de EA % FB 3 mais si v est supposée séparément continue sur

EXF , elle 1'est a fortiori sur EA X FB s Mmals comme ce sont decs Banach,
_ A
elle est continue, donc se prolonge en v sur B, &_ FB y ¢t on peut définir

A L
. — —* nd
ltaccouplement par v ((T @¢)(i)) qui est aussi la veleur sur i de 1l'image
réeiproque de v par T et ¢ ; cette image réciproque est séparément continue
¥ .
!
: m+n+ m .
sur les Banach () 1 et /@ donc continues

Ltaccouplement ainsi défini ne posséde de bonnes propridtés (ne serait-ce

que la continuitdé séparde) que ai v est hypocontinue par rapport a des

enscmbles assez vastes de parties de E et F . Nous supposerons v hypo~

continue & la fois par rapport aux partics bornées de E et F . Alors g

- -3 1 .
Proposition 2 . Si g e &) mn+1 (F) et T & 0 ™B) , et si v est

une application bilindaire E X F -— G séparément continue, on peut définir

: -2 ’ - = :
‘un accouplement (T, \F)‘)/ V(T,LP) dx + Si v est hypocontinue relativement

L d - -
aux parties bornées de E et F , l'accouplement (T, tr))_ﬂ/V(T, lfD) dx

est hypocontinu relativement aux parties borndes de wm+n+1 (F) et aux

B i

P
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parties bornées de () m(E)
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Raisonnons d'abord sur le tore. Si T reste bornée, _’I}‘(A,’) reste
dans une partie bornée fixe A de E . Soit W voisinage de O dans G .
Comme Vv est hypocontinue relativement aux parties bornées de E , il
existe un voisinage de 0 , U, de F , tel que v (AXU) C W .

Alors v définit une application bilinédaire continue de EA X FU dans

A
_GW y de norme < 1, donc une application linéaire continuc de normeg;'I
@ ~
de EA ¢ FU dans GW .
-
Comme u‘a j converge Vers 0 dans (Dm+n+1 (F) & partir d'un certain

Gb‘m+n+1 dans

- —
moment on a 1 (8,) C U, done P est de norme g7 1 de

N
Fy ;3 alors '(T ®Lf) (i) est dans E, B F; 5 de norme <k = "1”7( 5

- ~ A .
alors l'image de/ V(T,k?) dx dans GW est de norme g—\\k s dono cet élé-

ment de G est dans kW , CeQuF.D

Supposons maintenant qu'on remplace i par R" . On veut démontrer que,
. 'l
.81 T parcourt une partie bornde de () 2 (E) , les applieations

ey

- = , :\,3
\f __)/ V<T’(\°) dx de «ﬂ‘)‘ m;n+ (F) dans G sont dquicontinucs. Corme
. R

m+n+ 1 e . . A o
ijn (F) ( contrairement & J\)m:n” (F) )a 1la topalogiec limitc inductive
R T

des @Km+n+1 (r) , K compact < R® , il suffit de montrer que les app_liz:a-‘
tions précédentes sont équicontinues lorsque ? garde son support dens un
compact fixe. On est alors ramené au tore.

On démontrera de mlme qlie si » reste bornée dans (D““n” (F) et ciue
i converge vers O dans 'jjrm(E) ’ /V(T,L?) dx converge vers O da;ns' G,

& cause de 1l'hypocontinuité de v relativement aux parties bornées de F .

Donc l'application étudiée est bien hypocontinue.
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REHARQUE
Lthypocontipuité de v - par rapport aux parties bornées de B

seulement ne suffit pas & entrainer 1'hypocntinuité de

~

2> = e . H
(T, ) — [/ v(Ty ¢) dx par rapport aux parties bornles de A ™®) R
) — [+
R

car "hypocontinu" implique, dans sa définition, la continuité sépardée par

rapport & chaque variable.



