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1 1
A. DEFINITION INTEGRALE DE LA CONVOLUTIOW DE DEUX
DISTRIBUTIONS

Dans cet exposé, une distribution S , dépendant de la variable x ¢ B" ,
sera notdée S(x) ; on écrira ainsi T(z )y T(m ), U(y), etc +us

Il est utile, pour ce qui suit immédiatement, d'adopter la convention
suivante ¢ soit T wune distribution ; on considérera zussi T(y) comme une
distribution & 2 variables x , y , en identifiant T(y) a 1(x) ® T(y) , on

1(x) est la distributicn égale & la fonction constante 1 de la variable X

Soit S wune distribution ; on définira la distribution S(x - y) par les

égalités suivantes :

(8x=5) 5 ¢z 7)) =<S(z§)®4(";) ’ ‘?(§+"q,n)> =

On pourra, de la méme fagon, définir le produit multipiicatif de deux

distributions S(x) et T(y) , dépendant de deux variables différentes :
s@ o) - [se e ] [1 @8] - s ®16)

Alors on voit que, pour a'imperte guelles distributions S et T s le pro-

Cduit S(x - y) T(y) a un sens, qui est donné par 3

<S(X"'Y) T(Y) 7“{9(X9Y)> = <S(2) @T(”‘,) s ‘f(é+ﬁl’q?)>

Si l'on cherche maintenant & donner un sens & 1'intégrale
s

/ S(x - y) T(y) dy
la question se pose de savoir quand S(x - y) T(y) est sommable par rapport &

Y 5 i.e. quand S(x - y) T(y) e (@'L") ,(UJ'X)
‘ y

On vérifie tout de suite que cela est vrai dans les cas usuels ot la

convolution a un sens.
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11 peut arriver cependant que /[ S(x - y) T(y) dy ait un-sens sans que
l'on ait pu définir SXT de la maniére ordinaire ; mais on peut s'attendre

alors aux pires canulars. Par exemple, on ignore s'il y 2 encore commutativité
4

Jst-3) niy) @y = [ 86) 1x - 9) a5

En effet, S(x - y) ©(y) et S(y) T(x - y) sont deux distributions bien

distinctes.

On peut donner unc autre définition de la convolution de 8 et T . Si

o
pour toute 'fC/W ; le distribution S(£) T(7) u;(g‘:;+ n;)e(()J L1)~r ,

v

alors on pourra écrire l'intégrale :

CELE D, =i S(g) 0(m) y(E+m) dF dn

o

s as P AP . 7
Cette intégrale définit une forme lindaire continue sur & , en vertu du

théoréme de Banach-Steinhaus, puisqu'elle est limite d'intégrales :

j X(E) () s(frj)'T(o?) (F+m) dgam
[oﬁ (&) (resp. B (m) sont 2 support compact et convergent vers 1(%)

(resp. 1(7M) ) au sens de E%g (resp.é? ) en restant bornées dans 05, (resp.

ﬁbv _)] définissant des formes linéaires continues.

Cette définition parait &tre celle qui recouvre les cas les plus nombreux.
Si SXT a un sens d'aprés cette définition, il a un sens pour les définitions

antérieures, cer on doit avoir, d'aprés Fubini

, , /
Csamyy - f 52 an) g (2 ) azan - [ sl )y @) dx s
= /)[dy//’s(x ~y) T(V)\p(x) dx , ce qui 51vn1f1e que S( x -y) T(y) 28t
partiellement sommable en y et que S X T J/ S(x - y) ™(y) dy(‘CD

1
B. DEFINITION IVTEGRALE DE LA TRANS“OPMDL DE
“OURIER D'UNE DISTRIBUTION

Nous avons vu (exposé n° 18, p. 15) que Lﬁ est nucléaire. Comme c'est un

1 .
Fréchet, Lﬁ est aussi nucléaire et l'on a s
t 1

1 ~ " AN o AL
S S Y (SR Y O ]S

Xy ~ X,y x Ty x y

La transformation de Fourier & n variables est le produit tensoriel de

-

n transformations & une seule variable (Exposé n® 20, p. 6) ; nous nous bor-

nerons donc & considérer J?; s X=ZR.
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7 .
Est-il alors possible dc définir Ju (Ue ') par llintégrale
/U(x) e TAATXE gy ?

~21 . . . X
Le produit U(x) e ‘lﬂng a un sens, en tant que distribution & 2

-21 ' '
varisbles. D'autre part, si UE § ',y ona U(x) e 213“:26(@ L1)x ((ﬁ ).

s

9. TATEE oy

= 9

En effet, en tant que fonction de x , & valeurs dans

X}

scalairement dana \S , clest-a-dire que, pour toute \F(E)e .\5;: ’

=
/e —217{3{5?(2) dZ 5}{ , ce qui est de nutoriété publique. Or on a

- ~
_2iMXE

¢ o X
O(E) & - (B) , ce qui signifie que e est, non seulement scalai-

rement, mais effecctivement dans ‘j (Bxposé n° 10, p. 12). Autrement dit

04 T s 1 AN
AT EE L . (52 )“"jx @52

A C.i'
et aussi e z Q. x
A' . .
Le produit multiplicatif d'une T & C; par une “{’6—5 est une distri-
1 i .
bution de (& o (is¢. & décroissance rapide & 1'infini). Si donc on multi-
0 - 1 ‘ ot
plie e 21‘}(3:26 ‘Sx & 55 par U(x)e D x OB obtient

4

-2i 4 3! =
U TET IR (), €

1
s s qui est évidemment

ot

sommable par rapport & x , et son intégrale en x -est bien dans J .

Inversion de la transformation de Fourier

Est-ce que U(x) =/ e Qiﬁ'xzdg/ U(y) cTATE Y dy ? Et d'abord,

l'intégrale / i g (x - 5) U'(y) dZdy a-t-elle un sens ct peut-on y inter-

vertir l'ordre des intégrations ?

Remarquons que si L(J(X)E 5}{ , B(&) =j62i311%x‘€(x) dJcé._SE H

' _n3 e N - 1
e HTEVE S @ 8w v

y =S y

par U(y) d'une part et (£) de 1l'autre, est un élément de

s le produit multiglicatif de

e-Qi’J(Zi y
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L1) ; Ccci montre que
g

1 iy 1 1
( G C)y@( & C)g et a fortiori de (d?

—2i7r £(x = ¥)

U(y) e en tant que distribution enE , y , & veleurs dans
1 1
S s est scalairecment dans (@ 1) . Cela entraine que l'intégrale
LY
j 2An & (= (y) dZ dy a un sens et que 1l'on peut y intervertir

l'orarp des intéz ions 3

/ o Edz U(y) THTET g / u(y) dyf A= g

sy
Etablissons alors la formile / eglﬁb’)\ d% = g (/\)-

\)

;/ » 3 -
L'égalité XS (A) = 0 caractérise g a un facteur numérigue prés j or

i = ~ " .
Ceci montre que / 6211’{)\&_, dz = k § (X)) : k sc détermine en prenant

; 2iTAE

la valeur dec la distribution/ e d%  pour une fonction \F (X) dom‘b

e-?'fk (Te 7[1 _-‘h'é )

on connait la transformée inverse de Fourier

On trouve done : k = 1.

Dans/ 02170\ Edg , on peut, avant ou aprés intégration, remplacer X

par x -y , car ce changement de variables est une opération continue de
2l . i s -
a)* dens (Z) 3 on a doncj tex(x TIE qz - f<»(x- y) 5 et avec

‘ Xe ¥ =
les notations du paragraphe A4 ; on peut écrire

/U(y) S{x-y)dy = (U X g)a

Pour terminer ce paragraphe, signalons les isomorphies suivantes s

1 v ) - 0t LA |
0y @,8 0, E 8,8 &

Xy Xy Y

U(x)

[t}

¢t /\\:‘ o
J, 8 O

y (ﬁ'

5}

-
X9y

Day > (€, 85,
L'établissement de la premiére et de la derniére isomorphie présente seul

1 At AN 1
des difficultés. Liais & x,y A2 0J < ® l/JOy équivaut au théoréme des
? .

, ) 1 ) A -1
noyaux (exposé n° 11, p. 5) et (O C)x y (0 C)x « (C o )y résulte de
9
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,‘;—' . ~ \‘c‘ ) " - . . - - o
( & M)x ~ (C Iri)x X ( gh:i)y' par application de le transformation

de Fouriecr.

1

Ca IINITION TRES Cuh:ﬂAuJ DE LA TRAVSTFORIATION
DE LAPLACE PARTIBLLE PAR RAPPORT A
"L'UNE DES VARIABLES

TG B

.
Les espaces p) ct X .

-
€

Nous désigncrons par ~. 1'espace des fonctions d'une variable x € R ’
indéfiniment dérivables, ct qui ddécroissent & 1'infini & droitec, ainsi que
chacune de leurs dérivées, pluo vite que toute expone:ﬂflclle. Un systéme fon-
damental de voisinazes de O dans la topologic de ,2, sera constitué par les

ensembles V(m ,XA ;€3 a) (mentier jAréel ; £>0 3 a réel) ainsi définis 3

eV (m; X3¢ s5a) équiveut 2 I e’kxk?(p)(x)‘é__ £ pour x> a et

pour tout »p = e I1 est clair que ,é, est un espace de Fréchet.

. <
Nous désignerons par le duel de ,8 et nous le supposerons muni de

la topologie de la convergence bornéc. L' est l'espace des distributions a
support limité a ga,uche, & croissance "tempérée par rapport aux exponenticlles";
pour que T 65 s 11 faut ct il suffit que T soit de la forme
dk i\
axk -
la droite, et & support limité & gauche. Dans la suite, nous considérerons ex-—

A ‘ : 1
clusivement o + 1 espaces des distributions de —vg/ qui ont leur support

dans [ +o0 [\

L, D ; ' 2
oy sont nucléairess Il suffit de le montrer pour puis-—

XX | N . . . .
e z2(x) ot g(x) est une fonctior continue, bornée sur toute

que c'est un Fréchet et que tout sous-espace d'un nucléaire est nucléaire.

Or, on peut considérer que la topologic de j\/ est la moins fine de celles
qui rendent continues les applications ¢ (x)—) o(x) e A x (?(X) (Ae R, A=03,
4 support limité a gauche) de S; dans \,) 5 autrement dit, <€ est limite projec—

tive d'espaces nucléaires ; d'olt le resultat.
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. ¢! > !
La transformation dc Laplace dans & + ot 2 +(E)

Nt

~s , Scra, par excellence, l'espace des distributions "laplacisables" .
an dk Xt
Bn effet, toute T €~  peut s'lerire T(t) = «~§r(e g(t))
dt

T(t) ¢P¥  sera intégrable des que  (Rop—. X

On appellera alors transformée de Laplace de T 1la fonction de p 4 holo-

morphc pour 'Rp_\__,k 3

1r(s) - /f 7(+) &Pt
o Soit alors I un espace vectoriel localement convexe. Nous désignerons par
]
,g +(E) 1l'espace des distributions en t , & valeurs dens L , qui sont

scalairement dans ,z/ 3 il sera alors possible de former, pour chaque

« — N\ QY

e' & E' , la trar sformee de Laplace de la distribution < y ' ) € X L3

mais il n'est pas permis,en général, de parler de la transformée de Laplace de T.
Toutefois s

1 ! ) : > t
THEORELE - Si E est un espace DF , toute T ¢ J (E). possdde

une vreie transformée de Laplace.

Remarguons que € :2 (u définit une application linéaire continuc de
 dans E .« Puisque ;& est un espace de Fréchet et que, par hypothese, E
est du type NF , il existe un ouvert Q de S, dont 1'image par ¢ — 7 ( @)
est bornée dans E o T est encore une aprlication contlnue de ( ,xl )A dans

e
- E .+ D'aprés la définition des voisinages de O dans éu , 11 cxiste A réel

tel que e-pt e:(gfn_ )/\ dés que Jz;u>)\ . Alors l'intégrale

(et =] 1(4)e Pt at

définit une fonction de p , holomorphe pour &1pi:>}. s & valeurs dans I .

Si E n'est pas un J)gf s on cherche a voir s'il n'est pas limite pfojec—

- 1
DF . Alors, &2 T ¢ S +(E) correspondra, par

tive d'espaces Ei du type v
Laplace, une collection de fonctions Fi(p) s helomorphes pour p ~— >‘i }

telles que si i=— j , Fi(p) soit 1l'image de Fj(p) par Ej-+ E, pour

-p assez grand.



.
Soit par éxemple, T(x, t) une distribution & 2 variables. Si
H 1
Tx, t) & (,5,’ +)~b ( & x).’ T(x, t) aura unc transforméc de Laplacc particlle

par rapport & +t au scns suivant

1
Comme (@ x est limite projective des (KD K)'x , qui sont des duals de

\ !
Fréchets, et qu'on peut remplacer ccux-ci par les ( éf.\/ p&) , <L ouverts
< ,

bornés de R™ , on voit que pour chague ouvert {. born#, il y a une transfor-
. . ! e 72
méc de Laplace T (p) & valeurs dans {/’:‘ o AQéfinie pour UUp assez grand,

avee F o (p) = F_, (p) dans w pour ({Cp assez grand si Ll== w .




