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Exposé n° 24

LES DISTRIBUTIONS SONMABLES

DISTRIBUTIONS A VALEUR VECTORIELLE.

On a interprété le noyau de la transformation identique (e;cposé n° 11)
dans les espsces de distributions du type 3&,: comme une fonction Sx(s:) ’
la fonction qui, & y ,associe la distribution ) (y) masse unité au point y.
Alors cette fonction appartient 2 36 ( m) = B{Jm (3{’2)c .

Nous pouvons aussi l'interpréter comme une distribution en y par
tP(?)-—~> jgx(y)?(y)dy = Cf (3?) . Alors elle devient une distribution & ve-
leur vectorielle . o = 8 o Soit, K'X un espace de distributions du type

3y X=y _ L
considéré dans llexposé précédent 3 cette distribution est la distribution défi-

nie par l'application identique de K dans Kx $ Sx doit donc &tre consi-

D .
dérée comme appartenant a ~K'y(Kx)

Ceci fournit une interprétation symétrique des précédentes pour le produit

tensoriel de certains espaces, par exemple pour

DI @D OIOD A @D,OD

I.- LS ESPACES () 1(E)

: ¥
1= L'tes
: pace @L1

@ :_ses _e_l_emg_@;s sont les fonctions m fois continuement dlfferen’blables

(mn fini) et tendant vers zéro & 1'infini zinsi gue leurs dérivées d'ordre < m.

On deflnl‘b sa topologie comme suit ¢ des fj tendent vers zéro si les
f(l)(x) 9y 0 L1« m, tendent uniformément en x vers zéro . @m est un

es_’pace de Banach. Son duel est (N 31 l'espace des distributions sommesfinies

de dérivées d'ordre £ m de mesures sommables. Le produit scalaire entre

p<m

<T,¥> =& ('1),ij?(?’di:9

d + défini T - ; me @™ 5 m
ces deux espaces est défini par ( rxp H T‘ L1 H LY&CB )



-

.

Définition 1 ¢ @ est l'espace formé des fonctions indéfiniment dérivables

nulles & 1'infini ainsi gue toutes leurs dérivées muni de la topoligie définie

par les semi-normes (0 €m < +99) P (£) = sup ‘Dq f(t)\

C'est un espace du type (F ) . (Ql

, .
Définition 2 : (DL1 est le dual topologigque fort de Ud -

On sait que c'est l'espace des distributions qui sont sommes finies de

mesures sommables.

Définition 3 s & est 1'espace formé des fonctions indéfiniment différen—

tiables bornées, muni de la topologie définie par les semi-normes p (f;)_“_—__
- gup_ 2% (1)
<
R 85 C 05 est un sous-espace vectoriel fermé de 0:5 .

.

On a :

PROPOSITION 1¢= (9 est le dual fort de OUL‘,

Démonstration s Nous allons d'abord prouver 1'égalité ensembliste entre 05

——————"—- .

)
Nous avons U3 C ((:DL”' . Sur les parties bornées de U9 nous mettons la

tepologie induite par % . Dons ces conditions tout £lément de Gb est
adhérent & une partie bornée de 0 ¢ on peut trouver une suite de fonctions LP;;
de (3 telles que : DF LP (x) —> Dptf’(x) uniformément en x sur tout compact

et pour chaque p , et ’DP (f‘)(x)l £ M(p) (en prenant Lf)D(X) =L (x)‘-f(x),

O(]) bornée dens et convergent vers 1 dans ,é',).

Soit T & a’ 1 (T = ( 1)prrk ) . BEtant donné € il ewiste un ocom-

pact I tel que Z',r |dr\p m alors
. 1.

,..
. N (’
\<T’LF1)/—p§mo (-1)H)1Dp(fvd’&pi\<€ .
Mais sur I les DPL‘?” convergent uniformément vers Dptt? s et 1'on a aussi
> _ p p
|pl< m, frv PPy = o1, DWT‘P‘“

Donc les £ T, LP)) convergent pour Y —» o° vers )p|< my /L.(—‘J)'P‘
DPL{J d‘A Corme les < T 9 Qf))> ne dépendent pas de l'expression




2 %,4 j ‘p‘DQ{/d
IplémDp r»p utilisée pour T , et que laz limite trouvée Th, (=1) P‘

ne dépend pas de ls suite \{)\7 utilisée, nous pouvons pooer

<T;t(3>= 11m <T Py = ‘P\Zé:mo /Ln (_ﬂlp‘ppq,d%p

la valeur de < T, (.P> étant indépendahte des procédés utilisés pour la
définir.
<7, > est une fonction continue de T , pour Q{J fixée.

En effet lorsque les LP)) parcourent un ensemble borné de 6)\) les fonoc-
tionnelles T —>< T, (FD > sont &quicontinues sur ®)L1 ’
, done T, > estelle aus i continue. Plus
‘généralement nous voyons c{\:cute partie bornée de & s étant 1l'adhérence, dans 0

bornée (5 )
d'une partie de pour la topologie de la convergence simple sur (Dﬂ s est

équicontinue sur @)4 .

4

Enfin si QF,) converge vers O dans 65 sy LT, (‘PV > converge vers O
uniformément lorsque T reste bornée dens @)1 s car pour un ensemble borné de
@’ la décomposition T = P fait intervenir un m, fixe, et

L1 ! ‘PTZJ Ty \\k © ) 0 ’
des ’Lp telles que j) tdf*‘pl reste borné. Done (N C (P 1) , avec une

tepologie plus fine.
)
Prouvons maintenant 033 ) (®L1 3!

, ‘ ’ X
6’(: OD) avec une topologie plus fine, on a donc (mL»; e € . Clest un
espace de fonctions. Soit kP un de ses éléments. Nous considérons l'ensemble

des masses S( ) n\ +« C'est un ensemble borné de @ 1 ; donc

Sup \(g?,d (a)/‘ .Pn‘ (.F(a)‘< + oo, -

a

Et de méme, en considérant l'ensemble des distributions DF O (a) (s € ') on

voit que Suﬁn IDP LF(a){( + Oc pour chaque p . Ceci mmpllque (-Pé, R ,
dene ((DLJ;)C@ .

Topologie forte fu dual. Dire gue ’\-{’)3 —> 0 clest dire que < Cf’l,; T >

—> 0 uniformément en T lorsque T parcourt un borné, or les bornés considérés

au dessus montrent gue ceci veut dire que SuépRnIDptﬂ, (a))——> O pour chaque
}
P . Donc (®L1)'C B, avec une topologie plus fine 3 donc (G—Ji’)' = 65,

algébriquement et topologiquement.
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/
INTEGR.LLE D'UNE DISTRIBUTION SO.LABLE.

o' -
Définition 4 ¢ Soit ’I‘X € Par définition Txdx =T, 1>,

o

Tx est dite sommable.

L'intégrale, en vertu de sa défintion, est une forme linéaire continue

sur dij

Définition 5 ¢ On dira que < T, Lf’} 2 un sens (T est une distribu-

tion, et P un élément de & ) si YT est sommable.

On pose KT ,¥9> = ijﬁf(x)dx .

Ceci permet d'écrire la dualité entre .certains espaces fonctionnels sous

forme d'intégrale.

. , )
Exemple : La dualité entre 5 et 5 . 81 T_€ IS , Px)e
alors (T € 6;)C6)£1 donc j‘I‘ (f‘(x)dx existe e’c c est Justement

LY D> car <YPT,15=T,> .

_ nJ
I1.- 1BS BSPacES Py (B) .
Soit E un espaoe vectoriel topologique localement convexe complet.

Définition 6 s (J_,) est l'espace des distributions & valeur dans TF

scalairement sommebles (scalalroment dans B’ Li) .

On a l'isomor»nhisme @L1 (B) 2 -2, (03 s B) « On en proffite pour munir cet

espace de la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes de

0d (resp. sur les parties barndes).
Le premier de ces deux espaces peut &itre interprété en produit tensoriel

(@), ) @), @ B

INTEGRALE D'UNE DISTRIBUTION A VALEURS V.CTORIELLES.

Un élément 'I‘ de (DL1 (E) définit une appll%atlon continue L-? 0:5 —> I .

Par bitransposition on en déduit une application L? 1 O >En (ou 650"9'
Bn ) .
c

Définition 7T J\T dx = L-,f(‘l) .

Clest un elemen‘t de E" . I est an gfméral impossible de falre mleu.x H
soit E = 03 et T le noy~u de 1l'identitd SX_ ? (= ®L1 ((3)) Le
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prolongement de T est 1l'application identique de i) dans_ 3 « En perticulier
j‘I‘xdx =1e0d mis £R . |

‘ =1 .
Dens certains cas importents pour 1o pretique )/Txdx zppartient & I .

I1 en est ~2insi 81 E = B" .

- : —
Dsfinition 8 ¢ On dira que T est strictement sommeble lorsqu'elle

définit une epplicotion de JB drns E continue sur les parties bornées de

(A pour lo topolog gie induite por- € . Alors T applique 3 dans E y €n
particulier jT dx € E .

Lorsque E est un lontel ocette condition est remplie , puisque T

est méme continuc de (K)c dans E .

Conditions suffisantes de stricte sommabilité.
r\)

PROPOSITIONS 2.,- Soit Te (I L,( B) .
- 4 11 :
T = 0( . avec ?G Lp ) ’ Dk‘ & Ja 'i; + -:5-'-—4 = O, p,p’% 1’00

XS avee § e:O“'(E) , o e B

Si 4°)
>
ou si 2°) T =

>
alors T est strictement sommable.

Démonstrotion ¢ Soit CP)) un ensemhle borné de fonctions de o o

. > -> ~
<A 8, <F)) > =<8 ,A L?),>e E . Lorsque (-f’u"'>0 pour la topologie induite
par ¥ en restont bornée dens B

-~
1°) alors 0(‘\‘7)) —> (0 dans J\ donc <S,°(&-Pv>——%0.
P
20) 0((—{3\)60)390 dns@ done <S,D(‘~Pv>—>0.

Continuité de l'intégrale.

. e > s )
PROPOSITION 3 e= T ———>-j’l"xdx est une application continue de OJL1 (&)

dens E! .
£

III.- LE THJLORLUE DE , FUBINI.

Intggrale__pg._r”cielle d'une distribution par rapport & une veoriable.

Une distribution de deux varicbles Tx v peut 8tre considérde comme un
) ) ’
élément de @x(Q*)

Définition 9 : T est partiellement sommable par rapport & x si elle

appertient 2 (@)’ ). (QY ) .




B

en x
PROPOSITION 4.~ L'intégrnle d'une dlqtrlbutlon de doux v'zrlf_bles sommoble

par repport 3 une v-ri-ble x , est une distributionen ¥ .

C'est parce que O‘))y est réflexif.

[
THAORD T 1 (do Tubini) : Soit T _ € (G 4) une distribution de deux
Xy L' 'x,y

variables, sommeble., Alors

1°) elle est sommcble en X 3
=

2°) 1o distribution }T. dx est sommable en y 3
dy

30 jdij dx = jdxjfr’f —j) g 3537 -

~Démonstration ¢ Nous ~llons prouver le résultat suiveont .

(N (@) @) B @)

Ce résultat implique le théoréme.

Soit en effet T € ((}3) . Elle apportient a (\’D’L,)X @r‘— (63’141 )y
donc a fortiori & <(0}L1) ) ,y , donc est sommable en x , et
j’l‘ dx € (D’y 3 de plus, T >)’T dx est continue de ({’ 1) ens

et cofncide sur (O’ 1) ® ((D’ 1) avec le produit tensorlel ® 1y‘ de

l!lntc,grale, forme llneulre contlnue sur ((D) 1)X y Dor 1y 9 fdentite dens
((D’ )y 3 donc ces 2 applicotions sont &g ﬂles, Cela prouve que ‘I‘X dx €

(@ L") s et que T __>jdy (T dx s, composée de J avec j®1 n'est
autre que &

On = ”—'lors 73”1‘ tri jd.x e} = j .
S R A O

De plus, £® sont oon‘blaues sur ,) et co’Inc:Lden't sur

>
(@;1);5 ® «DI’J")Y donc sur (G)U)x,y .
I1 nous reste & montrer (1)

)
10) ((Dﬂ )x® (@)ﬂ ). est denseedans (CDﬁ ) pour la topologie de ce

dernier espace. Bn offet %’ est dense, et %’ ® (C dense dans cé;’x'y 0
?

2°) Désignons par K 1a topologle de (@ L1 )x v ? K est plus fine que 1,
9
sur <®)L1 )x® ((D’L,,)y « Un <18ment du duzl de 4T sera en particulier une
forme bilinéaire continue sur E;{ X é;i\‘j (%;c v C'est donc une fonction
9

indéfiniment diffirentiable . De plas l'ensetble des mesures de Dirac de

\)
(0) L1)X et (@‘ ) sont bornés , donc QP est bornée ; en raisonnant ensuite

sur les DF & ( BJ et D¢ & (b) » on voit que toute dérivie de ¢ est bornée,



7=
&€ ®x,y « DPour le méme raison, un ensemble équicontinu de formes bilindaires
sur (G 1)x X (03) 1)y est nécessairement une partic bornde de G?)X v Done
le. topologie T , %opologie de la convergence uniforme sur les enseml,)les équi-
continus de fprmes bilinénires, est moins fine que X , convergence uniformc

sur toutes les portics borndes de stx v
?

32} M sst plus fine que K sur (@)L" )x® (63)1,1 )y .

Le produit direct des distributions (SX , 'I‘y) —> S & Ty applique
) ) Y .
X 2%1 3 Sperd ni c
(® i )x (® L1 )y-—-—>~ ((D L1 )x,y . Cette npplication Stant séprrément foiblement
continue, et appliquant le produit de deux duals de Frichet dens un dual de
Fréchet est donc continue(1), or elle s'identifie & 1'spplication canonique

(Sx ’ Ty)——é Sx®Ty y donc T est plus fine que K .

Finalement nous avons prouvé T =K , alors en vertu de 1°), le théorémm

est démontrd,

(1)

o
~ Mémoire Dieudonné-Schwartz sur les espoces ‘3" et Q(If’ .



