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PROPRIETES DE E@®@F POUR E NUCLEAIRE.

THEOREME 4.~ Si E est nucléaire, F localement convexe séparé arbitraire,

toute forme bilindaire continue B sur E X F _admet une décomposition

(1) B=%‘ %9 X‘U ®y'})

o ; l)\»!(“, x'y (resp. y'y ) équicontinues dans E' (resp. F' ) ,

et convergeant vers O . De plus si B parcourt une partie équmicontinue H'

convexe équilibrée de B (E,F) , on peut prendre les A, et x',) fixes, et

trouver des applications lindaires Gv de normes £ 1 de (0 <E’F))H" dans
F',, &' &quicontinue de F' telles que (1) soit valable pour toute 3B & H!

avec y'y = 69 (8) .

DEMONSTRATION.

v
L'application B , associée &8 B , de E dans F' , est continue de norme

£ 1 dtun EU dans un F! Comme E est bnucléaire, il existe VC U -tel

A

~ o
que EV ———>DU soit nucléaire, donc l'injection de EV dans EU peut s'écrire
. ' BN
(2) 1 =Zv: Nyxt, ®2, , x', € (B) =By, , Zy€ B .

Alors l'application EV —> F' , factorisée en EV "‘"EU —_ F'A, — F'  s'écrit
U = ~
(3) B=Z§, A),x'ﬁ@B(z])’)
. o
En considérant B(Z},) = y'y, comme élément de F' ,C F! (F'A, étant

Al
complet) et en revenant & B , (3) donne (1) . De plus si B parcourt H!

équicoutinue de B (E,F) , on peut choisir U , V , A' fixes, donc les Ny oy
x'y , Zy fixes. On définira, pour tout ¥ 6)) = £((63(E,F))H, 3 F‘A,) par

)
(4) 6, (@) =3(zy)
et le théoréme est démontré.

Il existe des variantes évidentes de ce théoréme, ebtenuesen considérant des

applications linéaires & la place de formes bilindaires ¢
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THEOREME 1 bis.-~ Si E est nucléaire, F localement convexeYarbitraire, toute

application &-bornée de F dans E' admet une décomposition

(5) B u=Z)>:o /\Uf'])@e'))

ol Z [)\v\<00, ‘f‘\) (resp. e', ) équicontinues dnns F! (resp. B' ) et
convervgagntavne‘r_s O o De plus si u parcourt une partic & -équibornée M de
.i(F;E') s on peut prendre les X)) et e')7 fixes, et trouver des espplications
lindaires eu) de normes £ 1 de (@(F;E'))M dons F' .,

dens F' , telles que (5) _soit volsble pour toute ue M evec £, = O, (u).

s A' équicontinue

Il y 2 en effet ccrrespondance biunivoque entre formes bilindaires gontinues

sur E X F et epplicetions &-bornées de F dans E' .

THﬁOR“:‘uILE 1 ter.~ Si B est nucléaire, F 1localemcnt convexe quasi-complet,

toute application bornée de E dans T admet une décomposition

(6) Cuw=2l Njer, e,

ou 5_:; }/\u\<°0, e'y <équicontinues et convergeant vers O dens E' , £,

bornées et convergeant vers O dans F . De plus si u parcourt unc partie

.équibernée M de f/ (EsF) , on peut prendre les >‘u ot e'y fixes, et

trouver des applications lindaires 81) de norme £ 1 de A(-S(E;_I"_)_)M dans

FA s A bornée équilibrée convexe de I telles que (6) soit valable pour toute

u€ M, avec f, = eu(u).

Il suffira de refaire la démonstration du théoréme 1 , avec une factorisation

(1) E—>By —5 8 —F) —F B/D\V —_ /E\U nucléaire.
(Bn réalité, si les applications de & sont @-—équibornées, @ étant une fa-
mille de parties bornées de F ,; on pcut supposer que A est une partie apparte-
nant a @ et sous cette forme c'est le théoréme 1 ter qui contient tous les

autres).

Zz - .
THEOREME 2.~ Si E et F sont des espaces de Fréchet, E nucléaire, tout

o
élément de. EQT admet une décomposition,

(8) X:Z\)j >\pev®fu ‘9

ol ZV\X,,Rw,i e, et .fl) convergeant vers O . De plus si X parcourt

0 ~ - - A
une partie bornse 1 de E®@F , on peut prendre les A, et ey fixes, et

N
trouver des applications linéaires continues de morme < 1 8, do (E (:SD_E)M
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dans F, , A pertic bornée convexe équilibrée de F , telles gue (8) soit

valeble pour toute X€ M avec fy = O, (X)

En effet 3(1 est une ecppliceation linéaire continue de E' dans F 3
d'aprés un thécréme comau sur les csprces EF (Mémoire Dieudonné-Schwartz sur
les 3/ et .f,cf/) unc tellc application est bornée § si Xe M , 3(1 parcourt
une partie équicontinue donc ¢quibornée de f, (E'3F) . Comme E' est nucléeire,

il suffit d'apoliquer 4 ter.

EXEMPLE.~ E = @Tn s espace 09 au tore T s F Fréchet. Toute (—Fé

OF RF =D (F) edmet un développement de Fourior: .
(9) @?=ZE§(—>) GQi!/HJ.x

La suite des ey Cut a4 décroissance rapide dans F (son produit par \U' k est
berné). Si e.lors (P ‘parcourt une partie bornde i de (O (F) l'ensemble des
-valeurs de CF cst contenu dans une partie bornée BO de F 3 de mdme l'ensem—
ble des valeurs de la dérivie DPQP dans une partie bornée Bp 3§ 11 existe une
partie bornée B conncexc équilibrée fermée, qui les absorbe toutes __(_}axiome de
dénembrabilité de llackey pour les 'Fréche'ts). On peut donc dire que QP&(D (FB)
et raisenner en remplagant lec Fréchet F per lc Benach F $ nous poserons donc
P =F; . Dlautre part, pour [.‘3 M, la suite des ?y (LF) est & décroissance
unlformement rapidc, en ce sens que pour tout k fixé, l'ensemble des |V Ik
“a (C{’) | est borns pour (pé Moet Ve z%. La suite

(40) oy = _gup [la% (¢)
el
est donc unc suite » O & décroissance rapide.
Alors, pour ‘?é M :_..;. ' . ? (Z?)
2 (o 21T .x >
.(11) CP:%VG))(\-CD e ) *-T;—-— )

: : — - -
de ?Qgte que si l'on pose '>‘)) = ¥ Cy 9 ey = \/GV 2 .x ’ ey(({’) =
8)) QP

Cy

» on 2 unc décomposition (8)

COROLLAIRE.—~ &i B ct F sont des Fréchets, E  nucléaire, toute partic

A
bernée de E ®F._-‘.f°‘§t contenuc dans l'enveloppe convexe dquilibrée fermée du

produit tensoricl d'une portie bornée de E et d'une partie bornde de F .

REMARQUE.~ On demontro gu'on peut améliorer les théorémes précédents par des
propri&tés de "decr01ssanoo rapide". Per cxemplec, dans lc théoréme - on peut

faire en sorte que 1la suite l>\vf soit & décroissance rapide, que .a suite des
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ey soit & décroissance repide dens E ; et gue lo suite des normes des éap

soit & décroissancc repidc. C'est ce qu'on obtiendra dens l'exemple donné de

OaTn(F) s en prenant la formule - (4?)
(12) $ . c, 1/4(C01/4 L2y Xy .
V 092

D 1

THEOREME 3.~ Si B ot F sont des Fréchets, E nucléaire, B (E,F) & BEF)'

L s et A s

A "~
muni de la topologiec de¢ lea convergcnce bornéc sur E & F , est isomorphe & E! ® P!

En offct, algébriguement, 0 (E,F) = L (E;F') (parce que, E et F &tant

des Fréchets, toutc applicetion continue de E dans F' est bornée donc €-bornée)

7~

On sait elors que E! ® F' est isomorphe & 4, (E3F') muni de la topologic
de la convergcnce bornée, du fait que E' est nuclérire ; mais la topologie dec
la confergence bornée dans .éz(E;F') équivaut dans 05 (E,F) & 1la topologic de
la coyvergence uniforme sur les produits tensoricls de partiesbornées de E et

A i
F , clle-méme équivalente & l= congergence bornée sur E ®F cn vertu du corol-
laire du théoréme 2 .

On a donc, si E et F sont des Fréchets, § nucléaire, les isomorphismeé
suivants (la topologiec d'un dusl étant le topologic forte, 1» topologie de
iz(E;F) celle de lo convergence bornde, la topologic de (P (B,F) celle dc 1=

al
convergence_bornéo sur E @ F ou sur les produits tensoricls de partiesbornées):
~
L@p)~z5 97
AN
(13) L (FE)~ F Q&
) e I\ 1
BEMHE QF ~ (BEOF)

Si E 4 F, G sont 3 Fréchets, E et F nucléaires, on a

(18)  Be,r0) ~ L@ fEson~ L@ dEe))2e @ &a




