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Exposé n° 15

s o -

LXZPLES D'ESPACES VERIFIANT La PROPRIETE D'APPROXIIATION.

RAPPEL. (Cf. Exposé n® 14). Un espace B vérifie la propriété d'approximation
- en abrégé (A) - si l'application identique de B dans E peut 3tre approchde

uhiformément sur tout compact de E par des applications de rang fini - i.e.

pour tout 3‘{, compact de E , V voisinage de O dans E , il existe
(1) ue BE' @I telle que
UeX=-X®& V pour tout xe.ﬂ‘(:

RELIARQUE PRELILI IAIRE.

Soit F un ensermble de E' @E € g(E,E) - et supposons (ce qui sera sou-
vent réalisé ci-aprds) que 3{ soit Squicontinu dens £ (8;8) . Alors si
1 e -S(E sE) ast adherent 8‘1 pour la topologie de la convergzence simple, (1)
a lieu - (1) aurs \/rfﬁ'c'au, si est adhdrent a qﬁ pour la topologie de la conver—

gence simple sur un eusemble dense. de & .

THEORELE 1.- Soit X un espace localement compact, r— une mesure > O sur X,

s

P, 1 £ p oo llespace des classes de fonctions de puissance p°™e /A—gggmghlgg
sur X . L'espace P vérifie (&)

DEMONSTRATION.

a) Fabrication de ?r\J.

Soit (2) X = K, v ...U KnUH » K, , I sans points communs 22 2,
K; reletivement compact pour i =1, ..., 1 , r&(Kl)> 0 . Soit L?i

fonction caractéristique de Ki « A chaque décomposition (2) de X , on associe
1'opérateur

(3) f — u(f) =

3 S

K 'kPi !

opérateur continu Lp:--)- L? , de rang fini , ||ull &1 (vérification facile).



—D
Soit 5‘1 lt'ensemble des u § comme “u”éﬂ y cet ensemble est équicontinu.

b) Gr&ce & la remarque préliminaire, on est ramené & montrer cecl s soit C
1'espace (dense) des fonctions continues & ~support compact ; on domne f, +..f € c
et € > 0 3 il existe ueg) avec

(4) hule) -1, |

<£ pouI' 'tOU.‘t i=1 9 e ,ko

S

P

Or soit K un compact contenant les supports des fi CK § on recou—

n
vre K par des {K} tels que l'oscillation des f. sur K, soit £
P J ‘-‘-(K))ﬁp

~©o

soit u l‘applioatfmr. (3) correspondant & la décomposition X = K1U...UI\nU H .

Pour x € K. on a 3

u(f )(x) - £, (X)l -_'4—(;%7 -vdono ceci pour tout xe X , d'ohr (4) -
CIQQF.QQ

/ L
THEOREME 2.- Soit X un espace compact, C (X) 1l'espace des fonctions continues

sur X , muni de la bopologie de la coyvergence uniforme. L'espace C (X) vérifie

(Pour le cas, X non compact, Cf. Théoréme 4 ci-apras).

/
DEMONSTRATION.
n .
Soit {"(i 9 §l} une partitien de 1'unité pointée (i.e. (O(i) = parti-
, i=1
tion de l'unité, g 5 choisi dans le support de 5 )

o

On prend pour ¢ la famille des applications
L?"—-&u(?)=i; “P(’gi)‘qi
i=

~ lorsgue {o(i ) ’él} varie. On a 3 “u“é1 pour tout u € g: .

On termins comme au b) du théoréme 1.

COROLLAIRE 9.- Soit X r- comme au théoréme 1. L'espace L vérifie ().

DEMONS'I‘RATION.

n o .
L% est isomorphe & un espace C(X) , X compact - (Kakutani, ou bien s L

’ - . N . » 2 2 s o
algébre (par multiplication) d'opérateurs de L° ——p L° , X = spectre de cette

&0

algébre, et Gelfand).
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COROLLAIRE 2.~ Soit X localement compact, B(X) (ou C%(X)) 1l'espsce des fornc-

tions continues bornées sur X , muni de la topologie de la convergence uniforue

L'espace B(X) vérifie (4) .

DEMONSTRATION.

~J nJ
3(X) est isomorphe & un G(X) , X compact .

THEORELE 3.- Soit X compact 3 l'espace C'(X) = JN'(x) , dual fort de ©(x) ,
verlflc (A) 4

'lere DEMONSTRATION. .
G'(X) est isomorphe & un espace L (Kakutani), donc corollaire du th. 1.

28me DEMONSTRATION.
a) Construction de 3:‘, (voir exposé n® 13 - page 2).

Soit 'vl- 20, €cC (%), B(ru) la bande engendrée par s C*(X) est somme direc—
te de B(r—) et de la bande supplémentaire B'(r&) : pour tout ¥ &€ C'(X) ona

la décomposition unique

[J.
ENPS e

Mais B(rx.) est isomorphe 2 L1(rk) (X compact) ; soit g:‘/ l'ensemble des

opérateurs de rang fini, de norme « 1 ; construits dans le théoréme 1 5 soit

D = Dv+9’ﬁ', Dr'e B(p) Q'rear(‘ru) ot

@3,“_ encore les opérateurs correspondants dans ~£(B(|~J~.) B( |~'~)) , de rang fini,

nv
norme 1 . Pour v e g: on désigne par v 1l'application

‘V\‘ ~e
P s ¥(9) - (I s
v est de rang fini Ct(X) -—=4 C'(X) , de norme ¢ 1 ; disons que ¥ parcourt

8-/ si v parcourt « On désigne enfin par de‘ l'ensemble des ‘3: 9
' lozr-que rk'>0 varie. Lre;nsemble 6‘7 est équicontinu (norme < 1)

b) Par la remarque ?relllmlnalre, tout revient & ceci : soit rk coe g ,J-k

données dans C'(X) et €> O domné , trouver u € G avec i u(r‘ ) - rﬁi"{E,
i = 1 g oeeo g k . ’

N

On sait qu'il existe t*),O avec '«-‘-i e B(r‘-) s i
Comme B( Fk)‘,\‘i L‘(‘A) il existe ve & avec

1, eee , k (r=Z_3r‘-i)

t .
I V(’*l) - r‘~1” s =1, oo 5 k (théoréme 1)

ol

Soit v l‘appllcatlon C%VF“CEF correspondant v 3 ona 3



N
v(‘l.i) = v( t&l) d'ol les indgalités voulues. o.0rD

THE{OR}}‘..ME 4.~ Soit X localement compact, dénombrable & l'infini. Ltespace

-

C(X) des fonctions continues & support compact, muni de la topologie limite in-

ductive naturelle, vérifie (4) .

DE;IONSTRATION.

On donne ‘J"C compact de C(X) et V wvoisinage de © dans C(X) . On cher-
che u , € X(C(X);C(X)) s de rang fini, avec
(5) u(\f)'- YeV pour tout LPG.G{
pais I est compact dans CK('X) = sous-espace de C(X) formé des fonctions
4 support dams un compact K convenable (& ne pas confondre avec C(K)). Soit H
un voisinafe compact de K . Supposons que u opére de *f dans CH(X) . Alors

(5) équivaut & :

(6) lu(l.?)(x) - \f(x)l$ € pour xc—:ﬁ ’ LPég{ (€>0

~ convenable).
Or soit LFH la restriction de Y& C(X) a H LPHé C(H) 5 si Y par-
court H{, LPH parcourt Qx‘; ~compact de. C(H) et il existe donc (théordme 2)
ve& X (C(H);C(H)), de rang #ini, avec

(1) | 7o) - Pu=) 1€ € pour xen, pe ¥ .

Mzis l'application ‘.(---)— V., est de reng fini de C(X) dens -C(H) , non
de C(X) dans C(X) . Pour arrshger cela, on introduit &K & C(X) , X = 1 dans
K, & support dans H , K £ 1 partout ; 1l'application

(8) P -y b(.v(pH est continue de rang fini de C(X) dans C(X) et
’O(v((H(x) - L?(x)‘ g'lleH(x) —,LPH(X) }5 £ pour x& H , Y€ F .

Si 1'on prend pour u l'application (8) , on a (6) d'od le théoréme.
THEORELE 5.- Llespece (D - D véririe (4) .

R
(plus généralement , (DV y V = veridété indéfiniment différentiable, vérifie (4))

14
DEMONSTRATION.

Soit iH un compact de @ s V un voisinage de O dans Jo « On cherche .
uef(@;@) s de rang fini, avec



u(L{’) —\-Pe v pour tout \pe€ 3 .
Pour déterminer u on opére comme suit
1°) On choisit ? e ® avec

(p-8)x Hcuy
(abus d'écriture ol:,—.ir.)

20) 3‘6 est compact dans un espace @K y K compact de R® . On choisit [
de sorte que si k]/e C(K) y majoré par & sur K , alors

P x \{/ €3
(\:j prolongeant \{/ par O hors de K )

30) I ost compact dans C(K) . Donc (théorgme 2) on peut choisir v ,ef(C(K);

C(K)) , de rang fini, avec
” Ve (P - ‘f)‘!:(l{) £t pour tout &f e ¥ .
Ceci posé, considérons l'application s |

P o PR ()

de dr) dans d\‘) » de rang fini. On peut la prendre pour u ; en effet, pour LPE&E

P (vl = PH (g )+ prPop s
et PXL(’ Lfé‘ v o(1°) , lvk(?V -LPT{' ma,jore par £ sur K (39) donc
F»*(v‘f’ '-F) € $£V (2°) , donc P*(v‘-FK ) - ({7@;V d'oli le théoréme.

: )
THEORE:».E 6.~ On donne sur R" un espace de distributions E ¢ ® CEC (D s les

p]
injections @ — B -3 do ¢tant continues. On fait les hypothéses

(H,,) (existence de %roncatures convenables). Si X & d), T -3 X.T est une
application continue de E ——-& E pour tout ﬂ’f compact de E et V voisinage de
O dans E , 11 existe e ® avec

XT-Te V pourtout,Teg‘{.

(H ) (existence de régularisations convenables). Pour oL & (0 fimée et P e 0
fixee, l'appllcatlon T -3 P* (XT) est continue de E --% (09 ; pour tout compact
3{' de et V voisinage de O dans E , ¢t K fixée, il existe Pé@ avec

F*(NT)-—O(TEV pour tout Ta



B

st

CONCLUSION : E vérific (&) .

DEMONSTRATION.

soit ¥ compact de E , V voisinage de O . On choisit X € J0 avec
AT-T€ 13- .V pour tout TE€ b 8 (X existe par (H1)).

On choisit Pé‘@ avec

P* (KT) =X T & %V pour tout T & K ({3 existe per (H )

Comme T =-> P* (X T) est continue de E --> OD Fko(’f 3 3‘{; compact de Go
lorsque T & 3{; donc (théordme 5, V &étant un voisinage de O dans ) ) il

A ,
exigtc ve® @0 avec

v(P*o(T)-PxxTe’-;—v pour tout T &

L'application T —-3 v(f*cn( T) , est continuc de reng fini de E ——+03, donc de
E-—23E et l'on a s |

v(fko(T) -TeV . pour tout - Te &N, - d'oht le théoréme.

EXEiPLES.

Les espaces suivants vérifient les hypotheéses du théordme 6 s

m m (m e '

XORFAORENO b , (ym
) ) ) )

OD 9 é ’ Qc) 9 é " (P <o0 )»

L
Z N A ~
THEORELE Te= §Oi't T un E.V,T.L.C.y E 1lec cobplété de E . §}_ B #wérifie
(A) , alors & vérifie (4) .
)
DELONSTRATION,

7 | , ~
Soit 3{ un compact de E , V  un voisinagc de O dens E . Soit V le
' ~
complété de V , ¥oisinage de O dans £ . Comme B vérifie (4) , il existe
: A N )
ve (E) OQE=E'Q@E avec

v-1Hcs.T .

n

. : N N
Soit V=Z:e'.'®e. y e'. e E' s . € B .
: i i i i
i=1
Les e' tﬂnt fixés, on a 3

‘(e,e'>‘ C L & pour tout eea‘{,i:"l,....‘,n.



On choisit eie E  avec

{e\. - e. € --1—- v et on considére
i i 2 Cn
n
= > et .
u e i®ei Alors, pour e € J’C

i=1
ule) —=e=ule) = (e) + (e)-c € V ocar

vie) ~e € 4V et ue) = (e) = Z:‘<e'i,e>. (ei-/e\i)e

of
<

BHIORLIE 8.- Tout espace de Hilbert E vérifie (4) .

/
DEI:ONSTRATION.

On considére la famille CZrJ (équicontinue) de tous les projccteurs orthogo-

neux de rang fini.

. N 2 . s
NeBs On pcut 2ussi se ramener & L° - et le théoréme 1 -

COROLLAIRS 1.~ Tout espace pré-hilbertien séparé vérifie (r) .

DEMONSTRATION.

Son complétd, qui est un Hilbert, vérific (A) (thioréme §), donc lui-mBme

vérifie (&) (théordme 7)

P :
’I‘HEORi:I‘«TE 9e— Soit E un espace tel qu'il existe un systéme fondamental de voisina—

ges U de 0, tels gque I, vérifie () « Alors E vérifie (4) .

DEMONSTRATION.

Soit V voisinage de zéro donnd, ﬂ‘f, compact donnd dan.é E « On peut prendre
V convexe cerclé fermé, tel que EV vérifie (4) . Soit p la jauge de V , &
1'application canonique E —-» EV « L'image Q 3{ = :}{;, est un compact de EV .

Il existe donc v € % (EV;EV), de rang fini, avec
] v.ex-(‘}x”éﬂ pour tout x o

Posons

wex = ve@%x ;3 we £ (E;EV) , de rang fini, soit
n .
w = E ey @fi y e';€ B' , f € B, . Considérons alors

n
o= 2 ' et e. o e. uelconque avee & .e, = T,
1® i %8 a aue a "Y1 fl :
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On a, pour tout x € J{ .

©ex - x) = wx -Gx done || & (ux - x)”g 1 donc
plux ~x) £ 1 donec ux-xe& V opour tout x& &K, .
COQOF'D.

COROLLAIRE 1.~ Tout sous-espace d'un produit d'esprces préhilbertien séparés véri-

fie QAZ.

Soit en effet E = TT. 34% ;§ on peut toujours supposer que pr, E =%R%..
iel
I1 existe un systdme fondamental de voisinages de 0 , U, qui sont de la forme

v 1T v x T &, , J fini € I, U, boule de 0. . Alors EUR‘,’TT 'a{’,i
ieJ ' iex * + . ied
est préhilbertien séparé, donc vérifie (A) , donc aussi E . :

Remarque : Tous les sous-espaces d'un tel espace E vérifient aussi (&) .

REMARQUE 1.~ On montrera que tout cspace nucléaire est nécessairement limite pro-

jective d'espace de Eilbert, donc vérifie (4).

Cemme application du Corollaire 4 ci-dessus, montrons le

THEORELE 10.~ Soit V une veriété analytique complexe dénombrable & 1'infini,

3€(V) = espace des fonctions holomorphes sur V , muni de la topologie de la con~

vergence compactoc. Alors oG (V) vérific (&) .

’ e . ‘
DEMONSTRATION .- éS(V) peut &tre défini comme espace des fonctions f  indéfini-

ment différentiebles, muni de la topologic la moins fine telle gue les applications
f ——3Df (D = opérateur diffiran+iel 3 coefficicnts ihdéfiniment différentiables
A murpert ac o -s%) Leisnt eolbinul o A- f; dras ;2,(L3: copres ac Iilhoert A7:iiai
par une mesure dx associde & un ds2 Riemannien sur V). On peut donc appliquer
sorellrire 4 ci=dcooua 1 bouz 1ot teuiel el e é; OV mrmivient ) . e
particulier & (V) , sous-ecspace des fonctions holomorphes. dans lequel la conver—

gence compacte est identique & la convergence dans aB(V) .

Soit toujours V comme au théoréme 10 et IE un espace complet . On désigne

par &@(W}E) l'espace des fonctions holomorphes sar V & valeurs dans E , avec
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de V . Supprimons par-

tout V dans les notations. On va montrer le



9

1}

. /\
THE,OREL!?E 11 em Lu) 38® ®8 E ), alg ébrlquemont ¢t topologiquement.

DE'MONSTRAT ION.

a) B@ vérifie (o) (théordme 10) , donc (exposé n® 14 , théokéme 2, condi-
tions (A ))

3{; & -51 (1?' (algébriquement et topologiquement).

iais e ! équiveut a € ‘E ("‘ &) = 6 (@)
b) B (F 'S (E ‘aC) guivaut :f(? e’)é 36 pour tout é—y'é Bt

donc équivaut a 4{962}@ (B) , car toute fonction "scalairement holomorphe" est

hélomorphe. D'ou lc théoréme.

Autrement dit :- toute fonction holomorphe & valeurs dens E est limite,uni-

formément sur tout compact de V de fonctions holomorphes "dégénérées" :

2., Ty oy

finie Y

VARIANTE DES THFORE TS 10 BT 11.

D= opéra‘téur différentiel (on peut généreliser) sur R° . aD = sous-espace
vectoricl (fermé) de é des solutions de l'équation Dgf = 0 3 topologie ‘de la
convergence compac‘bé si D est elliptique, induite par % si D n'est pas
elliptique. Alors : éD vérifie (A) . Soit maintcnant éD(E) = sous-espace

de & (B) des solutions de D=0 .

&.® -6,8,5 .

Alors s

REMARQUE 3.
Pour montrer qu'un espsce E vérifie (A) on a seulement utilisé la condi-
- tion (4A) du théordme 2 —<xposé n°® 14 - On peut évidemment parfois se ramener &

une autre condition de ce théoréme.

Exemple ¢ E = %(m) - au sens de l'exposé n® 10 - Alors E vérifie (2)

par application du théoréme 2 ~Exposé n® 10 - et de -(A4)

PROBLEMES NON 3DSOLUS.

On ne sait pas si les espaces suivants vérifient ou non (A)

B(m) sy m> O s fonctions £ Dbornées; Pr bornéec, (pl & m , convergence

. n
uniforme sur AR pour pPr 5 [plg m
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émp(ﬂ) (ps#$2, m>0) : {1 ouvert do ', 1% e LP(fL) pour lalg m s
'bopo!lfogie la moins fine telle que f -=3. D3 continue dans Lp(ﬂ) (vrai si
P = 2, cer espace de Hilbort).

ém (Rn),m>0.

LOO

D", (é,)m forts - m fini - .




