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Exnosé n®

L'ESPACE C(K 3 E)

L'ESPACE C(K 3 E)

C'est 1l'esp~ -ce des fonctions continues sur un compact X , & valeurs dens
-
un sgpace vnctoriﬁl topologlquo E o Si ¢ oot unc tellc fonction vectoriel-

o.-a
le, sa valcur en un point x dec K ost un élémont l.f(x) dc E .-

On prend la topologic de la conv-;,-rgénco uniforme ¢ alors, dirc que

P> 0 cst équivelont 2

(1) \E)(x) -0 dons E uniformémont 1orsquo x porcourt X .
Si o' ost un element do E' R x--»(lf(x) ) > defln}:g une fonction
calaire continue < (p, o’> < I1 f*x:Ls‘bo doncy, lorsquc P oest fixée, unc
application linéaire LL{-—? ;o - (\10, P > de E' = c(K) .

Si H' st unc partic équicontinuc de E' , on o unc condition équi-
velente a (1) :

<« “—
(2) <\ (x) s c!'>=0 uniformément pour xeK ot o'&H' , ou oncore
P

(3) < \? ‘> =0 drns C(X) uniformément pour o! €H!
cc qui roménc la tonologic sur C(K,E) & 1o topologic de la convorgehce

uniforme deons un esprce vectoriel se-laoire  C(X)

Les applicntions linérircs L'{?‘ transforment toutc partie équicontinue
de E' cen partic bornée df_g c(k) (d'aprés los propriétés de L:-; oy 11 cest
équivalent de dire que < \P (x) %‘;) rceste bornéc lorsque xeK ot
"E‘H‘ s ou que < \{’ ’ e'} parcourt unc prrtic bornée dc C(X) 1lorsgue

-—
¢! percourt urc partic équicontinuc H' dc E!') .

Si 1'on désignc par S\ (& ’ C(K)) l'cspace dos applications linéaires
de E!' dans C(X) tronsform-nt toute partic égquicontinuc de E' en une
partic bornée dec C(K) , on lui mct la topologic de la convergence uniforme

sur los partics équicontinucs de E' 3 ainsi topologisé on le notera

(w5 )

PROPOSITION 1 - C(K) ® B ost ug sous—espacc Vectoricl topologigue de C(K,E)

En offet on soit déji (exposé n® 2) que C(K) X E ost un sous—espace



—~De
de C(K;E) (& scovoir lo réunion des C(K3F) , F de dimension finie dans E).

De plus la tovmologie & est précisément lc tonologie induite par
A (3 50(x) .

N
PROPOSITION 2 -~ Si ® est comvlet, C(K) () I = C(X,E).

On sait en effet (Cf. Bourkaki)
1°) que C(X,R) est comvlet
2°) que C(k) (X)) T ‘st dense dens C(K,EZ) .

N
PROPOSITION 3 - Si E est normé complet, les esvuces C(K) R B et C(K,E)

sont des Banach gui ont 12 m8me norme.

"y - & .
Car |lp ”C(K g) = sup ”\p(t) ” = sup '(\a(x) R e')' =
? xc E x €K ‘
He'll <1
= ‘sup H( Py >l =l L->H “ “
e o) i
COROLLAIRE 1 - 8% x (resp. y) parcourt un comnact H (resp. K)
x’ = C, %c car cX,y = cx(cy) = cy(cx) .
.. . ,/\
GENERALISATIONS -~ cx[c (E)] c, [c (B)] = \,,,( ) = cX o, OE
£ ¢

C, (B)OC (11) = C, - (m@I‘)
JI:CX ’ Cy ] = (C @ C )= (Cx,y)‘=c'x,y (Espace des mesures)

I1 est ici facile d'interpréter un élément de J(Cx R Cy) comme forme
bilinéaire intégrele sur Cx x C o Un tel élément est en effet une mesure
¥y
dri (x,y) + Alors

ff‘f’(x) ‘ff y)d!“(xyv) {{{{\09 g(a)> &€ o (b)” dr‘(a?b)
d'ou dr,'—- {K g(a) &® S(b) dr*(awb)

1t'intégrale étant prise sur le faiblement compact des points 5 @ 5 (b) de

H' &) K' ', pour la topologie de 1o convergence simple sur C(H) x c(K) .

Jdinéairg s
COROLLAIRE 2 - Si_u (resp. ¥) ost une application]continue de C,

dons C;Y (res;o. E _dans F _ comnle'bs) 3 0on peut la prolonger en une apphca—-
tion linéeire continue u@v de C (D) dons  C (F) y vérifiant u(lfe)

= u(‘f)v(e)




. -3
A
PROPOSITION 4 - C(K3E) = C(K) ®C f (ﬁ' ;c(x)) . lutrement dit 1'hypothése

générale de Benach ost réalisée ici.

]ere Démonstration - Soit L une ﬂp)llc'wtlon linénire continue de L"C dans
é—-—

c(K) + Pour foect (K) 5, eo'=> F— (L( ')) est friblement continue sur B!

en prenant en particulier r&. o (}) s ma sse +1 en x , on voit q_u il exlste

un élément ? (x) de E ol que <Lp (x), °'> = Lf_)(x) ou<\P, e') = L(e )

Y? est scalairoment continue, il frut montrer qu'ellc cst contlnuo. Pour cela

il feut voir que si x > x, dons K , \p (x) converge vers \P(xo) dens B .
-> - 0 —> -
donc que < \a(x), e'>  converge vers < N4 (:x )y ' D unlformemen“b pour e H!
équicontinue j; autrement dit que lorsque Y parcourt HY -, (\P, e' > par-
court un onscemble équicontinu de fonctions numériqucs sur K . Or par hypo-
thése L trensforme H' on unc partie rolrtivement compacte de C(K) , donc
équicontinue d'aprds Ascoli.

Y - . o t s o .
2iemc Démonstration -~ Soit L 1la tronsposée de L 3 c'est uno application

linézirc continue de (C'(K))c dens E . Ellc ost donc continue sur le boule
unité de C'(K) , pour 1~ topologic faible de C!'(K) et 1~ topologic initiale
de E. Or x- S( ) plonge lc comprct K dems 1o boulc unité faihle de
C‘(K) s donc tL définit unc f‘onstlon ‘\Z continue de X & voleurs dms E .
Le rotour & L montre quec. < \F y X 'y = L(:T) s puisquc < \? (x) , ot > =

%
= < LS(X) s ¢t > = L{c')(x)
— A
PROPOSITION 5 - Sl yec(K;E) L complet, MEC'(K) , on pout définir

1tintégralo t"'(‘f) Kf\P x)d{u.(x)EE s par:

& “
| < '& (?») :f:'g = LL \0, et > ) pour tout ‘éc.'E_E' |
~ L'imagc par ’.L-s‘u. (\P) dc 1~ boulc unité do C‘(KL est un compact

do E ; si ’.;_ convergo faiblement vers O dons C‘(K) cn restant bornée ,

}4_ (\P) convorge vors O dr’ns E.
In cffct, ’»L-—)'V- (\F) cst 1'application by, —, transposéc de 1l'appli-
cetion L —=: ets <\f>, c’) de E' drns C(K)

L\_;(;c:f-’&((C'(K))C ; E) -




