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PROBLEMES DE DIRICHIET . NEUMANN ETALES ET °
4

FONCTIONNELIES MULTIPLICATIVES ASSOCIEES.

par Héléne ATRAULT

Dans [ 1,2], on a résolu un probléme de Dirichlet-Neumann méiangé pour des Sonctiens

définies

apparaissait de fagon naturelle si on cherche & résoucre de mariére

certains

n hS . ’ -~
sur R et & valeurs vectorielles. On a montré [2] comment ce prohl2me

rrobabiiiste

problemes de Neumann-Spencer. Ici, on étudie de fagon plus précise a forme

miltiplicative des fonctionnelles ¢ (s) assocides aux différentes conditiers frove

tiéres, ainsi que les semi-groupes correspondants.
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I . - LES PROBLEMES DE SPENCER - NEUMANN,

Ces problémes sont étudiés dans [4,16] et une introduction & notre étude est faite
dans [2]. M désigne une sous-variété 2 bord et finie d'une variété ridmannienne
et n est la normale au bord au point x.

¥
On note T, (M) 1'espace tangent en x & la varidté M et T, (MY 1'espace
vectoriel dual de T_ (M), Soit 6 wune forme différentielle définie dans w voi-

sinage du bord (prenons par exemple une forms de degré 1).

Dans un systéme de coordonnées locales, © s'exprime sous la forme
e=e1mg+..+endxn

ol (dx1 (x),..,dxn (x)) est une base de T; (M)

On peut supposer que dxn(x) est la différentielle qui correspond & la normale n,

*
sous 1'isomorphisme canonique T (M) ~ TX(M) défini par la métrique riemanienne.

la composante normale de 6 est alors au point x , endxn et la composante normale

de d9 est

561 aan aen 1 en
= (— . —2 o —t=1 _ I A
(@e), (axn ax1) dx, A dx, + s+ ( Yy dx_ A dx

"3 n n-1
ox, Xn=1

Q/

Un des problemes de Spencer-Conner [4,16] consiste & déterminer une forms differen=
tielle ™ harmonique dans M (c'est & dire telle que Zm = C, ou Li=d§ + &d
est le laplacien de De Rham-Hodge)
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m =0
et telle que n n au bord de M.

(drr)n = (de)n

Ces problemes ont été résolus par des techniques I2, On étudiera ces problemes

dans le fibré des reperes orthonormés de la variété M.

TI. - FIBRE DES REPERES ORTHONORMES - TRADUCTTON DES CONDITIONS FRONTTERES ET ENONCE
DES PROBLEMES - [2,12]

Un repere au dessus du point x € M est un isomorphisme d'espace vectoriel euclicien
P P

do E= R sur TX(M).

L'ensemble des reperes orthonormés au dessus des points de la variété M noté O(M)

est un fibré au dessus de M  sur lequel agit le groups orthogonal  0(n) par
1'opération suivante.

(g,r) # g.r = rog de O(n) x O(M) dans O(M).

! n
Soit (ek) une base orthonormale de E =R . A une Torme
1=k=n ‘

m de Jdegré

P sur M correspond la valeur de la forme m lue dans le repére r.

fn(r) = ﬂp(r)(r(ei1) Aaol r(eip)) (1= i, <e< s n)

P
f& est une application de O(M} dans A E .

. DEFINTTION .1,IT [12]

Une application f définie sur O(M) et & valeurs dans R est équivariante

si Vg¢ O(n); ona - flg.wr)=g (£f(r))

THEOREME 1,IT [12]

Les applications de O(M) dans E = R™ qui correspondent & des formes différen=

tielles de degré 1, sont les fonctions de o(M) dans RY qui sont équivariantes.

Ces résultats se généralisent immédiatement aux formes de degré p.
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A 1'opérateur de De Rham-Hodge [0 est associé un opérateur elliptique dégénéré

A sur OM),[12] On =0 si et seulement si A £y (r) =fe(r).

On note Fp r le sous espace de RE engerdré par les vecteurs
1

-1 »
(0 ) A e, Auh o, (1, <o i )
X i, i1 1 =1
Pour un repére r au dessus du point x, on désigne par P(r) 1la projection ortho-
. . P
gonale dand§ A E sur le sous-espace Fp q et onmnote Q(r) =T - P(r).
9

di‘ﬂ(r) (reln) désigne 1la dérivée de 1l'application fn suivant le relévement hori-
zontal du vecteur ?1 .

Pour une forme différentielle m, 1les conditions frontidres (m =0 et (am) = 0)

g€ traduisent [2] _sur la fonction f. par les conditions

[P(r) fﬂ(r) =0 et Q(z) dfrr (r) (reln) =0 pour les repres r au dessus des points
du bord de M1

On notera bO(M) 1'ensemble des reperes r au dessus des points du bord de M.

Le probléme de Spencer mentiormé au § I, se raméne donc au probléme (Fq) suivant sur
les fibré des repéres. Etant domné une fonction ¢(r) définie sur bO(M) et & valeurs

dahs Rq, déterminer une fonction f définie sur O(M) % valeurs dans R? telle que

a) A f(r) = 0 pour tout repére r au dessus des points & 1vintérieur de M.
b) P(r)f(r) - Q(r)df(r) (reln) = o(r) pour les reperes r au dessus de bM.
Trouver une représentation intégrale pour les solutions lorsqu'elles existent .
Q(r) est dégénérée ; P(r) et Q(r) sont deux projecteurs orthogonaux tels que

I="P(r) +Q(xr).

Dans le cas du probléme concernant les formes de degré 1, P et Q vérifient

P (rog) = g'1oP(r)og ot g'1o Q(r)og = Q(rog) pour tout g € 0(n)

En effet, si P(r) est la projection sur r"'1(nx). on a

- - - . -1
P(rog) = proj. sur g 1(r 1(nx)) =g To proj. sur r (nx)cg

On cherche les solutions du probleéms (Fq) qui sont équivariantes.
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/ 4
TIT. - PROCESSUS REFLECHIS SUR M ET SUR" O(M)

1 - la symétrie par rapport au bord - .gpplications junduites
On note V 1la variété doubléde de M [14,15,16] et v 1la "symétrie" par rapport au

bord j on suppose que vov est l'application identique.

LEMME 1. TIT

Soit f une fonection définie sur V , et différentiable

a) si f(x) = £(vx) alors %—E (x) = 0 au bord,

b) i f(x) =-f(vx) alors f(x) =0 au bord.

.

La démonstration est imméciate j pour a), on remarque que.
-5 -+ -
af(vx ) (n) = df(x) . dv (x) (n) = - af(x) (n)

Dans les notations qui suivent, on considérera généralement des formes de degré 1 ;

les formules s'étendant facilement au cas des formes de degré p.

La symétrie v induit wme application v ¢ BB définie sur les formes de degré 1 par

(1Y : <é(x);\h>=<éi(vx7;dv (xy . h>

[ B &tant la forme différentielle et h un vecteur de T, (V) ]

-y

A 1'application G définie sur les formes, correspond l'application v* qui agit

sur les fonctions de la maniére sulvante
(2) (v¥£) () = £(dv (p(xr)) or) = £ vr)

ol on pose v (r) = dv(p(r)) or

IEMME 2,TIT

M

Siune forme P sur V vérifie B3 =B ;3 ona Bn=0 et (da)n=0 au bord de V.

Démonstration :
Si x€bM, ona vx=x et d'apres (1), on a

< B(x) o> =< p(x),dv (x)nx> = - < 8(x),n>

L)

B entraine Sn =0

donc B

Soit B .51d-X1 + ,, + Bn dxn une décomposition de B dans une carte au voisinage
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du bord telle que dx corresponds & la normale au bord

o, OB 38,1 9B,
(@8), = — - =FVax ndx, + .. + (= - ) dx_A dx
nooox, Xy n 1 axn 3%, 1 n n-1
A a aBi N
Ia relation B =8 entratne B, (x) =8,(vx), donc == =0 pour i1=1,.. 71
n
B, :
Comme B, = 0 au bord, on a Sz, =0 opour i=1, .., n1, donc dgnze au bord
i

IEMME 3,TIT

S5i une forme B sur V vérifie é:-ﬁ, on a Bt=0 et (éB)t=0 au _vord de M
Démonstration: - Pour 1'opération *, voir [19]
. = N\
51 B =B alors *B= %
En effet

N .
<*E (x),h>= < (x8) (vx), X dv (x).h>

=¢<B (\)X),.*r}\Jdv(x) +h >

. n-1
ol e==w 13 or * A du(x).h=w dv(x) (+h)

dome < B (vx), x " av()h> = - < 8(vx) ;du(x)(*h) >

=<8 (X)tv*h> car é’—' -B
or < B(x),#h>=¢< x(x),h>

PN
done xB = xB
On utilise alors les résultats du lemms 2.

IEMME 2 bis - ITIT

Soit f wune fonction définie sur le fibré des reperes O(V) qui est équivariznte st

P
3 valeurs dans A E

Si f vérifie VE =T , ona f(r) est orthogonal & Fp ot af(r)(rel- )

'] ——

appartient a Fp , _pour les reperes r au dessus du bord de ¥ j

’
?

Clest a Jire, on a P(r)f(r) - Q(r)df(r)(reln) = O.
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Démonstration ¢ (cas d'une 1 ~ forme)

M bord u(r) = g.r ou g est la matrice

- 100 \.

) -1
010 dans la base (r (nx) ) €5 geeegOy )
00\ 1 n-1

oo 1

Avec 1'équivariance, on a f(vr) = g.f(r)

et g.f(r) = £f(r) entraine f(r) est orthogonal au sous-espace F i engendré
,T

par r~'(n)
alors d(v £)(r) = ar(vr) dv(r)
comme dv(r)(relnx) =~ reln , ona
- af(vr)(reln ) = df(r)(reln, )
donc (T + g) af(r) (reln ) = 0

2

et df(r)(rdlnx) E'F1,r

2 - le processus réfléchi sur la variété M

Le processus X; sur la variété M est construit en doublant la variété M [ 14,15],
puis en prenant le processus X, de diffusion sur "la variété doublée" et en faisant

une réflection de Xs sur le bord, quand XS touche le bord.

, S 9 . + . . ’
Le semi-groupe du processus réfléchi XS s'obtient de la fagon suivante ¢ Etant don-#
une fonction f, continue sur M, on prolonge sur V en posant f(vx) = £f(x) si
x €M

On désigne par f1 le prolongement de f et on définit le semi-groupe sur V par
+ i N
P £,(x ) =% [ P (x) Pf,(vx ) ]

On notera Pz f sa restrictiond M

+
+ 2 o ne + _+ t ‘=
Py f, vérifie Pt £, (xo) = Pt f1(vxo) donc ™ f(xo, 0

si X, appartient au bord de M,
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IEMME 4,TTT

+
Ie temps de vie de XS est infini

Démonstration ¢

Soit E (¢) 1le temps de vie de X;

P (t <) = p+(t,x,M) =4 [p(tyx,V) + p(t,wx,V)] = 4

3 - Les semi-groupes de Spencqr;[161,gpérant'3ur les formes.

Soit Tt le semi-groupe.opérant sur les formes définies sur V et corresponi«nt &

1'opérateur [0 de Hodge.

a) Si B est une forme sur M, on la prolonge sur V en posant

< é(x) y,h> = < B(ux),dv(x).h >

A

On note B1 le prolongement j; B1 vérifie 51 = B1

+ P s e 3 +
et Tt B est défini comme la restrictiond M de {t 81

+ .
Le semi-groupe Tt correspond aux opérateurs Ms de [16 , p. 121

b) De la méme fagon, le semi-groupe correspondant aux opérateurs 1 de T16, p. 127 est

s
obtenu comme suit ¢

on prolonge sur V une forme B définie sur M, en posant

< BZ(X) sh> = - < B(vx),dv(x)h >

/\
ot T{ B est la restriction M de % [T, B, - T, B,]

IEMME 5.1IT
+ - + -
les semi-groupes T, et T, sont relids par T, = T *
Démonstrations
N\

*T:;B = 3[x1,p, + *T,8, ]
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or
-\ ' . o+
< *Tts1(x),h> = e <TtB1(x),*h> obi €= =1
=¢< Ttﬁ1(vx) , dv(x)(*h) >
comna dv(x)(%h) = *au(x).h
N 4
< *Ttﬁ1(x),h> =< *Tts1(vx) ,dv(x)h >
N
= =< *Tt51(X) sh >
+ \
<+ B(x),h> =3 [ <+Tp (x),h> - < T8 (x),h > ]
or *Tt = Tt*
et *(B_]) = (*3.)2 d'ol le résultat.

+ - . s
Remarque : Les semi-groupes T‘t et Tt ne sont pas "conservatifs", c'est & dire si

on leur associe un processus, il y-a un "killing" de ce processus sur le bord de M.

En effet si h est un vecteur normal au bord dans 1l'espace tangent & M en un point
du bord DM, <5131(}1) =0
et si h est un vecteur dans 1l'espace tangent au bord bM
£ £o(h) =0
On étudiera ce Killing au (§ V, n° 3).

4 - les semi-groupes réfléchis sur 0(M)

On note Pt. le semi-groupe sur O(V) défini par le générateur infinitésimal A

correspandant & 1'opérateur de De Rham Hodge sur V. [12]" . On a Pf = f.
‘t

On va définir les deux semi-groupes P: ot P;, sur O(M) qui correspondent aux

semi-groupes du § 3 par les relations

TITT— Ptfn et fT - P

f

Soit f wune fonction équivariante définie sur O(M) et & valeurs dans E = Rn .
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1) On la prolonge en une fonction définie sur O(V) et & valeurs dans E, en posant
f1(r) = £(dv(p(r))or) si r € O(V-M)

*
On note f, 1le prolongement ;3 £, vérifie v f1 =f

1 1

1

) 4+ )
On définit le semi-groupe F, sur o(V) par

PLE(x) = 3 [Pyfy (x) + Pyfq(vr) Jet

. +
on prend sa restriction & O0O(M) notée Pt

+ P
Remarquons que quand en prolonge Ptf‘ par la méthode (1) ci dessus, on a
+ +
(Ptf)1 = P, f.

P:f satisfait les conditions du lemme 2 bis et la forme différentielle qui lui corres-

pond satisfait les conditions du lemme 2
[On "réfléchit" les composantes tangentielles et on "absorbe" les composantes normales|
2) On prolonge f en une fonction sur O(V) 3% valeurs dans E, en posant

fz(r) = - f(av(p(r))or) = - £f(vr). Le prolongement f,vérifie fz(vr) = . fz(r’.

On définit le semi-groupe Pt

sur O(V) par P;f(r) =3 [Ptfzﬁr) - Ptfz(vr)::et on

prend sa restriction sur O(M) notée P;. Si on prolonge P;f par la méthode (2)

ci-dessus, on a
(ptf)2 = Pf

[On "réfléchit" les composantes normales et on Mabsorbe les composantes tangentielles]

IV. - TEMPS ILOCAL

1 - 1o temps local au bord de M [6,8,15]

C'est la limite de 1la moyenne du temps de séjour du processus Xé dans une bande de
largeur p autour du bord quand p tend vers zéro.

Sous forme précise, si on pose

Dp = {x € M| distance (x,bM) < p}

1" +
alors (t) = 1dim ~— f 1ID (X)) ds
) s
p~*0 o p
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t(t) est une fonctionnelle de Markov croissante qui croit seulement quand le processus

X: touche. 1e bord et~ dr est une mosure gul a pour support un parfait de dimension

de Hausderff 1/2 [9,p.50 et 17]

0a pose
T—1(t) =sup {s | 1(s) =t}
N _ T
et on considere le processus Yﬁ = X% '1(u)

Mors Yﬁ est un processus qui vit sur le bord et son générateur infinitésimal est
obtenu de la fagon suivante [15 5 8 ]

On se donne une fonction ¢ sur bBM ; on note Hp 1la fonction dans M qui est
harmonique & 1'intérieur de M et qui coIncide avec ¢ au bord de M. On pose

Ao ='§% Heo . Mors A est le générateur infinitésimal de Yu.

V. - CAS PLAT - SOLUTION DU PROBIEME DE SPENCER - LE SEMI-GROUPE ASS0CIE - THEOREME
D*ANNULATION - LA FONCTIONNELLE & (s)

Dans § TTT, on a déterminé le semi-groupe P; [16] qui satisfait Asz ='§% P;f

dans M

et au bord P(r)sz(r) - Q(r)d(PZf) (2)(reln)= 0

On va donner une autre expression de ce semi-groupe en construisant le processus

associé.

Pour cela, on cherche & déterminer une forme T telle que [Jm =0 dans M et

m =9n 3 (dn)n =~(de)n au bord de M .

c'est & dire

A fﬁ(r) =0 dans M

(1)
et P(r)fn(r) - Q(r)dfn(r)(relrﬂ‘= v(r)

au bord de M
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1. - Cas d'une variété plate - Solution du probléme (1)

Soit ro(x) un repére donné. Tout repére r(x) s'écrit r(x)

g(x) € o(n) .

Si f est une fonction équivariante définie sur O(M) , f(r)

g(x)ro(x) ol

g(X)-1f(x) ou onh
a posé f(x) = f(ro)
Si r(x) est le repére (f1(x),-., fn(x)) et TO(X) est le repere (61(X),.;Qn(X)),

les formiles de changement de repzre sont les suivantes :
= + e » +
f(r) ﬁ1(x)f1(x) ﬁn(X)fn(x)

=9 g . &) 7 (e (%) =T o.(x)e (x)
1 1 J . J J

1,5 J
) n=-1 ani
3 —3 0 =—\ ncm—
si m (x , ona dfn(x) 551 T (x) fi(x)
N1 ani
PEEE NAY ©n———
", i3 Tn ©j
3=14..0
ét m.= g"1 )
i 51373

Choisissons un repére ro(x) tel que A O(M)f(r) =0 si et seulement

si f(x) = (¢1(x),.., ¢n(x)) ou (@1,.., mn) sont dss applications de M dans R

vérifiant A ¢y = 0 pour i = 1,.. n.

Soit P 1la matrice de projection sur le n-iéme vecteur '3n de R" et Q=1I-P,

Pour un repére r tel que r'1(nx) = é; s ona P(r) =P et Qr)=I.-P.

Dans un tel repére, les conditions frontieres sont

P(r)f(r) - Q(r) af(r)(reln) = § (v)

clest & dire

(o) . P. g(x)"1f(x) -Q g% g(x)—1f(x) = glx)~" w(x)
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Er multipliant par g(x) et en posant P(ro) = P(x), on a

(8) PG)2(x) - 0 (Delx) = ()06 1= v (%)
c'est & dire P(r )f(r ) ~ Q(r ) af(r )(reln) = v (r )
) o

On peut supposer que 'é% g(x)"1 = 0, il suffit de prendre un preclongemznt convenable

N . 2. -1
"3 1tintérieur® de g(x) et les conditions (B) devierment

®) P(IT(x) - Q) 2 () = v (%)
On a ramené le problime (1) & celui étudié dans [2] [ Théordms L.4]
On remonte 1'exprassion [ 36 - Théoreme 4-4 [1]]

: 3 ’_ +co .( -+ ] {_ r ‘,( +).'
X x = (J ?L/ j i s: : Sj X L) ! A,:S: N S -
El—' posarlt

v(r) = P(r) fe(r) - Q(r)dfe(r)(relrﬂ et en utilisant les relations [2]

a(s)P(x1) = 0 ot dg(s)e(x)) = 0

On obtient
-+ oo + ) +00
(8) - f(r) = EI[ Io gﬁs)dfe(rs)(reln)T(dS)} + Erf Io !%i(S)f;(rs)]
(8) donne la solution du probléme (1)
[ Théoreme 5.5 - [1]]
Remarques
1) Comme £(0) = id et 1im 4H(s)h = O , on obtient la formile (s) "en gros" en

s +o0

intégrant la différentielle stochastique d(a,(S)fe(r:))
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En effet

+o0
-t =k L] AR )£ (x))) ]

2) On obtient en utilisant g&s) des théorémes d'anmulation faisant intervenir la
courbure du bord.

Des théorimes de ce type sont obtenus dans [ 18], par exewple proposition 3.2.p.133
(41), par des méthodss différentes.

Vi -
THEOREME (d'amulation) 1 -V

Dans le cas plat, pour un domaine borné, il n'y a pas de formes harmoniques
’ P

"tangentielles"™ [ 18] autres que zéro, c'est 3 dire 07 = 0 et T = (dn)n =0

.

entratnent ™ =0 .
Démonstration:

cela résulte immédiatement de Iim  4f{s)h = 0 et ds la formule (8)

s¥+o0

Pour un domaine borné tel que le 2&me tenseur fondamental du bord par rapport % la
normale au bord définit une forms définie négative en tout point [ 18 p. 70], on psut

déduire le théordme 1-V de la proposition 3.2 p. 133 (ii) de [ 18]

- Remarque sur le processus associé aux conditions frontiéres

= (x) + R(xXIF(x) = vy (%) ol R(x) est antisymétrique

La solution de

-~

Af=0dans M
(2) J >f
L et fw (x) + R(x) £ (x) = yv(x) au bord
f(x) = £ (r (x))
)
est [1512]

+co s i’ 4
£(x) = E_[ [ exp (¢ [ R(x )7(du)). vy (x)(ds) ]
(o] [o}

S
ou z_ = exp(x | Rx))r(aw)) est solution de 1'équation différentielle matricielle.
[0}

+
= Z, = ]
dz_ =12 R(x)7(ds) et Zp = id

“+ . by . *— ‘ *—:‘
RCXS) ost antisymétrique (R + R = 0) entralne que z, 7 = 1id



TIT. 14 H. ATRAULT, Problémes de Dirichlet - Neumann...

en effet

* * ¥, 4+ * 44 ¥
st Z +dzg zS ( z R (xs) Zo+ ZSR(XS)ZS)T(ds) =0

1}

- + +
donc Z est une matrice orthogonale ; si YCXS) =y (rOCXs))

Tyy -1 _ + . . Lt + -1
alors, Z_ .Y (rOCKS)) =y (Zs ‘%o, Y=y (rs) ok on a posé r_ = roCXS) oZ

Ia solution de (2) est alors

+00 +
£(r) = E_[ jo y (z_)7(ds) ]

+
et la projection p(rs) =3X; .

2. - Cas d'une variété plate - le semi-groupe associé aux conditions frontieres

p(r) £ () - Q(p) af(r)(reln = O

RN .
THEOREME 2.V
+ + + C e + et
Ptf(r) =E_ [ &(rt)f(rt)] . ou. r_ = (x,s , g)
si r =(x,g)

Démonstration s

+ by [y s
Comme gk(rt) ne varie que sur le bord , pour un point x & l'intérieur de M et r

un repére au dessus de X,

on a

t:hiom E, [&(rz)firp J =200 _ g ey

il suffit de vérifier (1) P(r)Pj;f (r) =0 ot
(2) Q(r)a(P £) (r)(reln) = O

(1) résulte de %XZ)OP(XZ) =0

Pour (2), on utilise le lemme 2 bis ITI, n® 1,

E (r) (i) ] = PL£(x) .
dv <p<r))o£9L T e
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3, = La forme multiplicative de &SS)

- Obtentio: & partir du systéme intégral (T')

Dans [2], on a mont:£ que

Als) = %Eaz 9%(5) ou 3?(5) est définie par

d%(s) P .
) B S e A

est solution du systdme intégral (T')

r(s) 1
(") A(s) =A0)a - [ Alu)do PO,
0 r~ (u)
ou r(s) = sup {éupp dr N [o,s[ }
On a :
() () =Alo) @ = D 8 A3
Ae) =He) 5, T<j§<s A

c'est & dire que le probléme (1) correspond % un probléme de Dirichlet qui s'étale
dans le temps.

Par exemple P(x) é&tant la projection sur la normale au point x, et Q(x) 1la

projection sur le plan tangent au bord, au point x, faire opérer;{(s) sur un vecteur

.—é' b ~
V, revient & promener ce vecteur parallélement le long de la trajectoire du processus

réfléchi et & "tuer" sa composante normale & chaque fois que le processus touche le
bord.

Si on "discrétise" le temps, A(s) s'éerit sous la forme

Als) = Q QT1'“QTn pour T <s=T .

- -+
ol T’T1""’Tn sont les temps consécutifs ou le processus XS touche le bord.

Ceci conduit & chercher une expression de Af{s) sous la forme de limite de produits.
Nous utiliserons les remarques suivantes sur le temps local.

Soit R(w) = supp dr(w), 1le complémsntaire de R(w) est réunion dénombrable d'inter-
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e
valles contigus disjoints R(w) = E Jk

D'apres [9,17], R(w) est de dimension de Hausdorff 1/2 et pour presque toute trajec-

toire w dans Q, la mesure 1/2-dimensionnelle de Hausdorff de R(w) est nulle 3

A% R(w) = 0 dP(w) P.S 1
Pour toute suite (ép) qui tend vers O, il existe un recouvrement fini de

R(w) N [ 0,s] par des ensembles de longusur inférieure & 8,

8
Rw)N[ Ops ] =u AP
nn

8
et tels que lim | A p[% =0
6§20 n
P 5
On peut supposer les ensembles du recouvrement B6 = U AhP contigus et les recouvre-
p n
ments B emboltés
$
- P
En effet B6 étant construit, on construit B6 en prenant des recouvremsnts de

s P S
Ahp pour tout n. ‘
On appellera une telle famille de recouvrements 85 s une famille adaptée 2 la suite
(s.) ’

6 .

P

Soit T 1le premier temps de sortie du processus X; de la varieté M

Pour un recouvrement Bé, on pose

4

A+ 5

Jn = inf { supp dr N An} T?
j-_F1‘t°sﬁp'{ supp dt N Ai} + -

n In Jdn+

bt ’, . (c; .
alors (j ,j+) est un des contigus constituant la réunion U J_= R(w) ™ soit
n’“n n B

E (8,5 ] 1l'ensemble des intervalles Jn associés au recouvrement B6 (w) comme

ci dessus et tels que J, [ T,s].

On ordomns les ensembles Jn qui appartiemment & E [6,5s ] en ordre croissant et on
forms le produit fini
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;\_5 = QXg) @ (X ) ... x ()
J1 JI‘

=Q(X) 1 QX ) v i = J
& J €E(5,5)(w) €j+ ) TEw

IEMME 1 . V.

Soit ép une suite qui tend vers zéro et (B6 ) une famille de recouvrements
P

adaptés 3 (ép) alors Hg{a (s) || déeroit guand 6p tend vers zéro
: P

Démonstration
“Q“ono aQnH g H Q1Q'Q2- . chH
Lorsque Q1,Q',...Qn sont des projecteurs.

Remarque
on pose

O
i

olx ) o(x))
J J

et on considére le produit

= ~ - .+ -
(k) Q5 nQy o (57h5;) €E oy ]

r

3
o
1l

=Q (X m Q.
T 'JEE (8,8) Y
Si 1im 5L6 existe, alors lim &6 existe et la limite est la mBme. En effet, si on
5p-‘"(\1 P ép"’O P

fixe j , il existe une suite j; qui tend en croissant vers j et Q(X.+) tend
i
vers Q(X _)
J

Ainsi

lim Q(x ) Q (x ) = lim o(x )
m--Hoo 3 j m-+oo j
m

Jm
’ \
THEOREME 3 - V.

5 adapté, on
p

Pour toute suite (5p) qui terd vers zéro et tout recouvrement B

approche la solution du systéme (T') par lim Ay (s) .
6 o P
P
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Démonstration ¢

Soit & et l'ensemble des contigus J de E [8,s]

on les ordonne @

Si s est tel que s = r(s) le systéme (T) s'éerit

Y1(s) =0

S S
- wll =
T,(s) - ¥,(0) = j’o Y 00 do . Q= j’ozu o, . Q

avec Y O =17

u u u
On a ¢
( T S
Y - Y = ]
,(s) - 1, (0) j’ozudou Q+szudou.Q
Z °y
or
-7
YZ(O) T Oo Q
(s) = 2 °
1,(s) = TOTQ+*FTZudOu'Q
_ ] _ -1
comme s = r(s) 3 ZS = Yz(s) . 0y
z 2 ° 1
= + R -
donc o= 20, (fT L 40, . Q) O
7 -1 -1
+ ToTQ(os _oT)
_ F s im
Si a1 S5
+ s
T() =1, (G o +f+ 7y 90, + @
Jk -1
posons
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Alors
+ A+
(1) z2_=z (5}_) 0 (5 ,ss)
k-1
or Z+ =TI
2 I r
En remplagant Z _ par sa valeur dans (4), on obtient
k-1
Zs = ZT QT Qj + OQOQ.+ +\h(T,J1) Qj: oo'Q.+ + s o0
k-1 -1
Lt .t
+h(J1,Jz) Q.+ ODCQ.+ +c¢o+ h(Jk‘,l ,s)
) Tkt
Done
+ .-
E[ |&ls) -& ()| 1=ELD In(3 a3z, ) ]
6 ji- (W) =s p opti
213 3
Or E[ k(sst) | I= E[ |h(s,t) |7]1% = C(t-s)

pour tout s et tout t, ou C est constante, d'aprés 1'inégalité de Cameron-Martin.

-

- .+
ot Ré-—ZJ (Jp+1 - Jp) + 0

I (w)=s
quand 66— o

d'aprés [ 17]

LEMME 2 - V.,

Le processus A(s) n'est pas & variation bornée

Démonstration ¢

Pour tout w, et 6, considérons la mesure dﬁa(S) : d?xﬁ(S) est une somme finie

de mesures de Dirac

En effet
P (8) = Qxp) ax )...Q(x )
Jq o
3 -+ o+
5 Jp <8 = Joug
o A+
et 6 = (31, I..Jk’ LI

p < +
done J o (s)dg (s) =k§1<o(j;_1) [ 25 (30) - A (3p_q)
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+ A+ +
T o(s)a(s) = D L EGNIFRCNIDEME

=D Gp A (op_ ) [ Q) - a3 ]
k

Montrons que pour tout ¢ > 0, il existe 6 > O et une fonction ¢(s)

tel que || J"cp(S)d?vé(S)Hg €.

' . o+ . A+ A
on pose Qé(s) = Q(Jk) si Jy_ 4 <s=J

41 suffit de trouver vy tel que || I\y(s) an(s) ||>& puis on prendra o(s) = y(s)

Soit ¢ tel que

I Jo () aa@ =21 Q,(3p) - 9 (ip_ ) |

A+ + 2y L
or E (| QS(Jk) - Qé(ka,]) |y ~ CE [(Jk - Jk__1)
- Lt A+ Lt A - - Lt
| 3y - Jk_1|%§ 13, = 3y ® =5 - 3 P+ - Jk_.,l%
A - E

D13y -3 B0

k
mals ” Jk k-—1 .

les sauts du processus suivent une loi de Poisson , r g—‘f diverge [ 11,p. 90]
u2

Donc la suite des mesures dy.g n'est pas vaguemsnt bornée, Onen conclut que dA n'est

pas une mesure. L'expression (35') de la différentielle stochastique de A ou le

brownien intervient justifie le ILemme 2 - V.

Détermination de' 1im g.s(s) dans les cas particuliers du % -plan et d'un polygdne.
[ude]

cas du & - plan

Soit T 1le premier temps de sortie du % - plan
si s< T, on pose Z(s) = T

si s= T, on pose Als) = Q(rg)
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le probléme A & = O avec les données au bord né et nd$ se traduit de la fagon

suivante :

trouver n fonctions harmoniques P1,P ,...Pn telle que pour Pn correspondant a

2
la composante normale, on ait un probléme de Dirichlet au bord et pour P1""’Pn-1
on ait au bord une donnée de Neumann.

Dans ce cas, la solution (A) se décompose de la fagon suivante

) = 14 E[ ‘J"+O° * r _p_(_r;_ P +
-£(xr) = ii: S exp e[o,sJ—' st (@) .o (r) 7 (ds) ]
+co +
+UnE[ [ exp*[ R (dw) @ (1) r (ds) )
ero U o [o0ss] € S

Comme P(r) est une matrice constante qui est la projection sur la normale au bord et

Q(r) = I - P(r) est la projection sur le bord, le premier terms est

-E, (@n(XT)) ou T est le premier temps de sortie da 3 - plan et le deuxiéme terme est

oo n )
E, [ fo P, (Xs) r (ds)] ou ¢, = fe(r)

o, == dfy (r)(reln)

Cas d'un polygone

La matrice P(r) est constante par morceaux.

Soit T 1le premier temps de sortie du polygdne, T1 le premier temps o1 le processus

change de coté, T, le deuxidme temps ou il change de c8té, T3...

2
Pour T=s s < T1
+ + +
ap (] ~Z0D 1 @ le 6D =em -T2 Lo () o (0]
04S
+ + i
= exp -‘3£§2 P(r) + Q(rs)] ¢ (r)
. +y +
ou Q(rs) = I—P(rs)

Pour T1 =s< T2
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IT1.22
{ *y - * Py, * Pt +
exp*‘[’[o’s]_-i«.r:)'r(du).cp(rs)—exp J' o, - (ru) (du).exp 'r[T1,s] . (ru)'r(du)cp(rs)
w(T,) . + 1(s) -1 (T1)
=[ exp - — . P(rg) + Ary) Jol exp - ——F— . P(rT1) + Q(rT1) ]

Pour Tn =85 < Tn+1’ on a @

T(s) - T(Tn)

CP(r) +Qr )] [exp - ——— Plry ) +Qxp ) ]
T T n n

1

[ exp -

(t,.,)-7(T)
et 7Tk P(rT)+Q(rT)

- ¢ RIL) ou R(T) = exp -
k (T xp . . .

(h) se décompose en somne de deux termes, comms T, T1""Tn sont des points de

oroissance du temps local, on a pour le deuxiéme terme, si Tn s s < Tn +1

P(r+
5&“:) = lim exp * r[ ] - eu r (du) = Q(r;)...Q(r;n)
e*o 048

T . ] N\, +
I'our le premier terme, cela revient a calculer d Al rs)

(r(Ty, ) - T(Ti))

) +
Fosons A, = exp - P(r,) et B, = Q(r+ )
pour T =s<T ., ™ R(T,) = 7 @,0 ¢y...00. oOU «. = A, ou B,
. n n+1 1=ks=n k A:/B 17 72 n i i i

leé termes de la forme




H. AT®AULT, roblemes de Dirichlet - Neumamn... IT1.23

et les termes de la forme

an+1 T(S)-‘T(Tn) + P(r+)

+
jT T 0uui0 Ajoaj+1...exp S — P(rT ). _T;E_ w(rs) r(ds)

n
n
tendent vers O quand =0

donec il reste seulement le terme

Tnt1 (s)-r(L) P(ry)
lim [ " Q(r;) eeeQ (r; ) exp - il . s o (r) v (ds)
€0 Tn n-1 € S

-+

T

=-Q (rJT“) ... Qr
n-1

) P(rg ) o (r; )
n n

et la soluticn (A) est

+oo
®  -D5, [Q(xy) ...Q(r;m)P(r;n).cp(r;n)]+ AR AT () 7 (ds) ]
pour T Es<T ., » 5k(rs) = Q(r;)... Q(rT+)
' n

;t(rs) est une fonctionnelle & sauts, calculons

(12 ° = °°j ) - iy ) . A,I.
I (rs) Ab rE;1[gSrTn+1 éL( Tn ] n

, _ + _ +
or ZﬁrTn+1) - ZArTn) -5L(rTn) [Cl(rTn+1) -I]= -QL(rTn)I’(rTn)

et (B) s'écrit

+00 +o0
B L apr)) w(r) 1+ E_ [ [ ool )@ 1.

c'est 1l'expression (§) § V -1.



TTT.24 H. ATRAULT, Problimes de Dirichlet - Neumann...

BIBLTOGRAPHIE

[ 1] H. ATRAULT - Résolution stochastique d'un probléme de Dirichlet - Neumann
pour des fonctions & valeurs vectorielles : Comptes Rend. Acad.
Se. Paris t. 280. (24 Mars 1975) Serie A. p. B1 - BL

[ 2] H. ATRAULT - Pertubations singulidres et solutions stoclastiques de problémes
de D. Neumann-Spencer & paraltre. Journal de Mathématiques Pure-
et Appliquées (fin 1975)

[ 3] R.H. CAMERON and W.T. MARTIN - Transformations of Wiener Integrals under
Translations A.M. 45 386 — 396.(1944)

[ 4] P.E. CONNER - The Greer! s and Neumann's problems for differential forms en
Riemannian manifolds Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A.,40 (1:4)

p. 1151 - 1155.
[ 5] J.L. DOOB - Probability methods applied to the first boundary value problem.

Proc. 3 rd. Berkeley Symposium on Math. Stat. and Prob. II,
49 ~ 80 Univ, Calif. Press (1956)

[ 6] J.G. GALLAVOTTT and H.P., McKEAN .- Boundary conditions for the heat equation

in a Several dimensional region

[ 7] J. IBERO = Calcul différentiel stochastique intrinséque sur un groupe de
Iie C.R. Acad. Sc. Paris t. 280, 6janvier (1975) série A p.13 &
Pi. 16,

[ 8] N. TKEDA - On the construction of two dimensional diffusion processes
satisfying Wentzell's boundary conditions and its applications

to boundary value problems, Mem, Coll. Sci. Univ. Kyoto serie 33
(367 - h27) (1961) .

[ 9] K, ITO and H.P. Jr. McKEAN -~ Diffusion processes and their sample paths. Acad.
Press New York.(196L4).

[10] M. XKAC. =~ On the distribution of certain Wiener integrals, Trans. Amer.
Math. Soc. Vol. 65 (1949) pp. 1-13.

[11]) J.P. KAHANE - Random measures and random sets in harmoni- Analysis , Advances
in Probability Marcel Dekker 1971.

[12] P. MALLTAVIN - Formules de la moyenne. Calcul de perturiiztions et théorimes
d'anmulation pour les formes harmoniques. ~our.of Tunct. Anal.

17 (274 - 291) (1974) .



H. ATRAULT, Problémes de Dirichlet - Neumamn... ITT.25

[13) P.A. MEYER - Intégrales Stochastiques (4 exposés) Séminaire de probabilités 1
(Stasbourg) lectures Notes in Math. 39 (1957) Springer Verlag,
Berlin, Heidelberg.

[1M§ J. MUNKRES - Elementary differential Topology lectures given at Massassuchetts
Institute of Technology (Fall 1961) .

[15] K. SATO and T. UENO < Multidimensional diffusion and the Markov proces= on
the boundary, J. Math. Kyoto Univ. t.4, 1965 p. 529 - 605

[16] D.C. SPENCER - les opérateurs de Green et Neumanm sur les variétés ouvertes

riemanniennes et Hermitiennes. (Conférences données au Collége
de France) Février 1955. ‘

[17] S.J. TAYLOR - The o - dimensional measure of the graph and the set of zeros
of a Brownlian path. Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 51 (1955) p. 265 . 274,

[18] K. YANO « Integral formulas in Riemamnian geometry. Marcel Dekker 1970.

[19] G. DE RHAM - Varietes différentiables.Hermarm (1960).



