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UN THEORMIE DE TRACE NON LINEAIRE
par Luc TARTAR

« Soit 0 un ouvert de {RN. Q désignera le cylindre Q x JO,»[. On considdre
1ltensemble des fohctions u(x,t) définies dans € et vérifiant :

(1) @ (1), w(x,t) gg-i(x,t) ot %%(x,t) € 17 (Q)
clest-a~dire

{ -

J v’ ¢ 12 (0,030 (0))
(1 vis)

| S POmFR) .

Le provléme congidéré ici est de définir la trace de u sur lthyperplan t = O,
et de caractériser l'ensemble parcouru par la trace u(0) quand u parcourt llen—
semble des u vérifiant (1),

Avant d'énoncer le théoréme, il est nécessaire de rappeler quelques résultats

dlinterpolation linéaire et non linéaire.

Rappels s

Si AO c 4, sont deux espaces de Hilbert, on note [AQ,A1 J. 1'espace parcouru
2

par u(0) quand u parcourt llespace / des fonctions vérifiant

I ue I? (O,oo;Ao)
(2)

L E 12 (03 )

On munit VYV de la norme

i
(3) il = (i + 55 ®
I? (O s§@°9Ao) I? (ng;Al )

et [AO;A13 de la norme quotient qui en fait un espace de Hilbert. Naturellement

;‘?i_
(4) S A el ch
Exemple 1
b =B @) = (wc P@); 55« @)
A = ?@Q) .

Alors [A LA ], est noté B (q) et, si Q est régulier, on peut montrer qu'til
2
coincide avec l'espace de u ¢ IP(Q) tels que

5) [ 2@y <y w

5 A ’X_YINH
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Exemple 2 3

Si X est un espace localement compact muni d'une mesure de radon positive
on peut définir les espaces de Hilvert IR (le-h?Ao) espaces des (classes d')applica=-

tions p-mesurables de X dans A dont la norme appartient & I? (X5u) e

(On nlutilisera plus loin que le cas o X = Z muni d'une mesure discréte).,
Alors on a

(7) (2 (st )17 (st By = 12 (KopslA 004 Ty)

2

Les espaces ainsi définis ont la propriété d'interpolation non linéaire suivante:

PROPOSITION 1, Si T est une application non linéaire de A, dans B gqui appli-
que aussi AO dans Bo et qui vérifie

Tagllp = cllagly 7 ageh,
O O

(8)

1A

oy Mol = cfacdl, 7 abck, -
Alors T applique [Ao,A._L ]% dans [30931 ]_%_ avec

(9) llTaH[BO,Bl ]% = C”xl"“"'[AO,,A1 ]%: )

Nous aurons encore besoin d'un résultat trés simple concernant [onA-L ]_% .

PROPOSITION 2. $i u yérifie (2) et w(0) =a , alors ona 3

L 1
(10) Ha'H[A A ] = cjju® ”.gﬂtna
S [1?(0ymsA ) © " TP (0534, ) 3
8i ac [AO,Ai J. et A>0, alors on peut trouver u yérifiant (2) et u(0) =2
2 ———————

avec
Iee—

i 0y = (Pl

1
2

(11)

ou -1
iy (0. ) = oh el 4 I

THEOREIE. Soit u vérifiant (1 bis) alors u(0) = a yérifie

(12) [a]a € H%(Q)

et

13) 1l la |l o < ollg® % ?_u_'I%

( | ala UE | HLQ(O,co;Hl (Q))“a lle(o,m;Le(Q))

Soit a vérifiant (12), Alors il existe u satisfaisant (1 bis) et u(0) = a.
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On peut choisir wu de maniére que

el = of fala i, .
() I? (0,035 H () H(Q)

* 2 = ol falally, . .
12 (0,047 () ()

la démonstration est aseez longue et sera divisée en plusieurs étapes,

) PREMIERE PARTIE

On se domne u vérifiant (1 bis) et on veut caractériser u(0) =a .

lére étape
On peut se ramener au cas u = 0 ,

» In effet 1llapplication u - u, est lipschitzienne et donc

o) - (ou
ISz ul = 53 .
De méme
) ~ 1.9
la‘x, ui-l = !éx, u'3!
1 i

et par conséquent u vérifie (1 bis). Si on démontre le théorime pour u_ on

1 1
aura montré que §a+|a+ = ai € () . De méme pour u_ et donc a® ¢ Q) .

Comme ia! = a° = a® on aura le théoréme pour u . De plus ces manipulations don-

nent aussi 1'inégelité (13) si oh 1'a démontrée pour u_ .

2&me étape
On suppnose maintenant u = 0 ,

Pour ke¢Z définissons la fonction hk par

~

b linéaire par morceaux, hk(O) = hk(Zk) = hk(2k+3) =0,

£

1 < :
(15) n (K1) 2ol |y (o) | ok

¢ H .GL .
On a

ghﬁ(t)[ =2 et hk(t) < ok+2 ,
(16)

c=sup 2 (c) si ocz0.

1 kes X

On pose
(7 Vk(x,t) = hi(u(x,t)) .
Alors, dlapres (16), on a
(18) w (x,0) = sup v, (x,0) .

keZ
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I1 stagit d'évaluer Hvk(O)H N
=

AV
(570 = 2] (s )] [a(le)] 120, b)|

Par conséquent

2.2k+4.2|~g—‘é(x,t)] si u(x,t)e[zk,2k+33 .
!a J.\(x t) !__
0 sinon,

Donec

oV
f ‘atk(xst)lzd‘x = 22k+8J~ I ugx,tzlg
Q

&

9
S s £ B k Jk+3
1tintépgrale étant étendue aux points x tels que u(x,t) ¢ [27.27°] .

. N . o .’ "2
Comme X‘k n Xl:—%% =@, on peut sommer en k , aprés avoir multiplié par 2 k.
On obtient

=2k
§2 ‘J‘ Iat (xt),d:x 3%

223 [ |2, t)|Pax .
Q

On peut ensuite intégrer en + .

En résumé, on a

,

av .
S"_{_‘"‘ €L (O,m"Le (Q))
(19) 9 s 2 2k. ou, 2
. lB't I Hatll 5 3 9
ke 12 (o, oo"Lz) 17 (0,0317)
“

e st ulen) € 29270,
lvk(x’t)l =

0 sinon,
. . - “k+2
mis si u(x,t) ¢ [2k,2k+3_1 on a 2k+2]u(x,t)! = v (x,t)]2 .
De méme
f k+3
v, 42PN ()] st ulemt) € (25257

55 t) | = .
i ‘LO sinon,

-k+2 .

1A

et si u(x,t) ¢ [25,2537 ona 4 21“*2[2‘; (x,) ]
oV

Alors comme pour 5_17_ on déduit

|5 (5, 032 () |3 2
1

[ v e LE(O,oo‘Hl(Q)),

(20) l 2k nsrg

17 (0,052 (ﬂ)) "12 (0,252 ()
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(19) et (20) entrainent que vk(O) ¢ H et
oV,

(O = el Pyl
He 7 (0 o5 H ) I? (O,“;Lz )

~

Diou
v, (O) € H%(Q)
(21)
, Oy = olp? v :
H(Q) "2 (0,031 ) 312 (0 0312)

Alors (13) sera conséquence de (18) u2(0) = sup vk(O) et du lemme suivant.

Séme étage

1
LEME 1, 51 &) € Q) pour ke? et T [laff, <+ = . Alors

1
a=supa ¢ BQ) et [affr=c =
kO HR keZ
Démonstration. On considdre l'application (ak)keZ ~ sup a, . Il est facile de
voir que si ZHakH <+ o alors sup akeLg et que si ZHakH2 <+ ® alors
o
sup a,cH .
Plus précisément sup envoie Al = P(H) dans B et A =42(I?) dans I? .
Utilisant le fait que |sup a, - sup b | = sup|a,~b, | on voit que l'application

sup vérifie les condltlons de 1la propos1tlon 1 et donc envoie [¢°(A ),Zz(Al)JL
clest-a-dire ﬁz(H?) dans [A ol = H? dtol le lemme.

ol

DEUXIEME PARTIE

1
On se donne a vérifiant l|alae HE(Q) .

1ére étape

I1 suffit de démontrer la deuxiéme partie du théoréme dans le cas ou a est = 0.

v

1 L 2

Bn effet, si lalae E2(Q) , a,  vérifie & ¢ #(Q) (c'est une conséquence de
la proposition 1 et du fait que l'application ¢ -9, envoie H(Q) dans lui-
méme et est une contraction sur I?(Q) ).

Alors on aura :

u(0) avec u vérifiant (1 bis) et (14) et u =

o
i

v
O

-+

v
o

a

v(0) avec v vérifiant (1 bis) et (14) et v =0 .
Alors on aura :

a =w(0) avec w vérifiant (1 bis) et (14)
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o ¥ est définie ci-aprés

w = Flu,v) F définie dans le quadrant uz 0 , v= 0 :

(u,3+-v"3)1/3 si =34
2 s
(22) Flu,v) = 4 -(u3+v3)1/7 si vz2u
linéaire si %‘é v=E2u.

Alors on a :

Fu,0) =u P(O,v) = =v

I'S‘ﬁ“(u,v)! + |g—E-‘(u’v)! <o

(23) ™ 3F E° OF
!Qg.BuJ !vg v

1A

Ces propriétés entrainent que si u et v vérifient (1 bis) et (14) ainsi que
uz0, v=0, alors w vérifie (1 bis) et (14).

2&me étape

On suppose a = 0 et on cherche u z 0 vérifiant (14).

On pose

(24) a, = hk(a) = hkC/az) .

On a

(25) B < B@) ev n e = 1Py -

Lo démonstration de (25) fait 1'objet de la troisilme étape.
On a «

0= ay = 2k+2 par formation.

i . s o
Comme a. € H° on peut le relever par une fonction up vérifiant (cf. Propo-
sition 2)

o] =02y, ,
TP (0,051 ) 3
(26) 1
ou
H k: ‘| 1{ 1
i . Ec2all 1 e
"3t ng(O,co'Lg) ik i
k2 : 25+2 ( ne cha s la
Comme 0 =g =2 on peut tronquer u, a 0 et ce qui ne nge pa

k
mture des inégalités (26)

(27) 0=y = ke |
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— 2]’.{.’:‘4 1 k
Alors uic =2 u, et done a2 i s c 2,
il = Fch L
el (0,003 ) biz
De méme
3
d sy 2 2k+4, 9%
I3 Wl = 327755
i i
et donc on a
(28) ! = 0.2 |l L .
e (0,151 ) Byl g
On pose alors
(29) u = sup u_ .
k
et donc
o= s;p u'f{ . .
2k,
Comme T 2 {“akﬂgé on obtient, comme au lemme 1, u®¢ I?(0,03H ) et :t €I? (0,0317)
et - =
(50) el i = o 2 2% e |y = o]l P
=cX 1 = cjfa” |’y
17 (0,031 ) ot 12 (0,312) k i HR =l

3eme étape

L L
LEME 2, 81 weH(Q) et o = flk(/?;+) alors bkeHE(a) et

5 221- o,

keZ < Hé2 Hg_
Alors (25) est tout simplement le lemme 2 appliqué & b = a2

IE

Démonsiration. Désignons par 4°2(Y) 1'ensemble des suites ¥, (heZ) de Y tel-

les que ¥ 221"13. <4+ o,
k

1HY
J‘/bﬁxi si b(x) € [22k,22k+6} ’

sinon

Soit eIf(Q) alors hlr(¢ be) =
> ’

mais si Db(x) ¢ [221{,221{+6] m “bﬁl{)—

on a

. Par comséquent si wcI?(Q) ,

(1 (o)) g 212 (@) = 4 et H’ﬂk(@!iAl = clibil,
Si b et ccI?(R) alors !h](m‘ﬂ) -hk(fc—(?{f)] 2]/@ -\/c+(x5! si b(x)

) - .
ou c(x) appartient a 1'intervalle [2 ks 22 k+6 . Mais

[b, - c+! 1

=

2

-Vo| =

LN
+

-’;1 +
Ry
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= k
car v‘o++~/c+§2 « Donc on a

2k .2k+6
52 ]

9

-k .
1 R,) - 5o = {2'2 mc| s8i B(x) ou ofx) € [2

0 sinon .

Par conséquent
ku(fo;) - y,(/E;)l]Al = C“b-ang .

Soit beH (Q) alors

1A

1 a Y . 1 - ' ’ . -
VRN = OIS 2 e v=e
donc

1A

k. d _ .
2,2 k]-a—z-i(x)[ si b(x) e [221{,221{*6] .

Donc si peE (Q), ona
(Vo)) g € P2(E (@) = A avec iihk(fE)HA = clibll, -
)
1 —, L
Alors la proposition 1 et llexemple 2 entrainent que si beH® alors hk(ﬁ;)ezz (B2)
cltest-a~dire le lemme.
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