
Séminaire Jean Leray.
Sur les équations aux
dérivées partielles

LUC TARTAR
Un théorème de trace non linéaire
Séminaire Jean Leray (1971), exp. no 3, p. 1-8
<http://www.numdam.org/item?id=SJL_1971____A3_0>

© Séminaire Jean Leray (Collège de France, Paris), 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Séminaire Jean Leray » implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SJL_1971____A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


3.1

UN THÉORÈME DE TRACE NON LINÉAIRE

par Luc TARTAR

. Soit n un ouvert de Q désignera le cylindre Q x ]0~oo[. On considère

l’ensemble des fohctions u(X,t) définies dans Q et vérifiant :

c’est-à-dire

Le problème considère ici est de définir la trace de u sur l’hyperplan t = 0,

et de caractériser l’ensemble parcouru par la trace quand u. parcourt l’en-

semble des u vérifiant (1).

Avant d’énoncer le théorème 9 il est nécessaire de rappeler quelques résultats

d1interpolation linéaire et non linéaire.

Rappels s 

Si sont deux espaces de Hilbert, on note [A ,A1]1 l’espace parcouru
o 2

par u (0) quand u. parcourt l’espace W des fonctions vérifiant

On munit ii de la norme

et J1,. de la norme quotient qui en fait un espace de Hilbert. Naturellement
o 

2

Exemple 1 s

Alors [A est noté et si 0 est régulier, on peut montrer qu’il
2 L2 (n&#x3E; tels que
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Exemple 2 :

Si X est un espace localement compact muni d’une mesure de radon positive g
on peut définir les espaces de Hilbert espaces des (classes d’)applica-
tions 03BC-mesurables de X dans A dont la norme appartient à 

(On n’Utîlisera plus loin que le cas où X = Z muni d’une mesure discrè#e) .
Alors on a

Les espaces ainsi définis ont la propriété d’interpolation non linéaire suivante:

PROPOSITION 1. Si T est une application non linéaire de A, Qui appli-

que aussi A dans B 
0 

et qui vérifie*"’’"’"’’ 1 0 ’"’ 

Alors T applique [A 9A1 Jl dans ]i avec
o 2 0 2

Nous aurons encore besoin d’un résultat très simple concernant [A 
o 2"

PROPOSITION 2. Si u. vérifie (2) et u(O) = a , alors on a :

s i a E et À &#x3E; 0, alors on peut trouver u vérifiant (2) et u(O) = a
- . o z 

.- 

... Il...-..... , ...-...-

avec

THEOREME. Soit u. vérifiant (1 bis) alors u(0) =a vérifie

Soit a vérifiant (121 0 Alors il existe u satisfaisant (1 bis) et u(o) = a.
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On peut choisir u de manière que

La démonstration est assez longue et sera divisée en plusieurs étapes.

, 
PREMIERE PARTIE

On se donne u vérifiant (1 bis) et on veut caractériser u(o) = a .

1ère étape
On peut se ramener au cas 

. En effet Inapplication u -&#x3E; u est lipschitzienne et donc

De même

et par conséquent u vérifie (1 bis). Si on démontre le théorème pour u on

aura montré que la la = a2 De même pour u et donc 
i + + -1- - -

Comme ’iai’ = a2 - a2 on aura le théorème pour u . De plus ces manipulations don-

nent aussi l’inégalité (13) si ott lta démontrée pour u .
+

2ème étape
On suppose maintenant u 4 0 .

Pour kEZ définissons la fonction 1,  par

On a

0~ pose

Alors, d’après (16), on a
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Il s’agit dtévaluer

Par conséquent

Donc

l’intercale étant étendue aux points x tels que u(x,t) E [2~.2~] .
Comme g n X1c+3 = 9 on peut sommer en k après avoir multiplié par 2~~~.

On obtient

On peut ensuite intégrer en t .

En résumée on a

mais si

De même

et si

ôv.Alors comme pour on déduit
a
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l

(19) et (20) entraînent que H2 et

D’OÙ

Alors (13) sera conséquence de (18) u2(0) = sup vk(o) et du lemme suivante
k

3ème étage

Démonstration. O;n consîdère l’application (ak)k£Z -&#x3E; sup Il est facile de

voir que si  + co alors sup et que si E||ak||2  + X&#x3E; alors

sup 

Plus précisément sup envoie A - ;2 (H1) dans H1 et A1 =02(L2) dans L2.

Utilisant le fait que sup ak - suP [ a-b( I on voit que l’application
sup vérifie les conditions de la proposition 1 et donc envoie [e2 (A ) @î2 

i 1. 0 à
c’est-à--dire Z2 dans [Ao,A1]1 = H2, d’ où le lemme.

o ""8

PARTIE

1
On se doime a vérifiant ta’aE 1f2(O) .

1ère étape

Il suffît de démon tre r la deuxième partie du théorème dans le cas où a 

1 .i
En effet, si |a|a£ H2(Q), a vérifie a2 e H2 (C’est une conséquence deEn effet, seL E 112 (Q) 9 a + + 

E ( (c’est une conséquence de

la Proposition 1 .et du fait que l’application cp-&#x3E;cp+ envoie dans 

même et est une contraction sur L2(o)

Alors on aura :

Alors on aura :
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où ~r est ci-après

W = F(u,v) F définie dans le quadrant u é 0 , y v # 0 :

Alors on a :

Ces propriétés entraînent que si u et v vérifient (1 bis) et (14) ainsi que
u é 0, v ~ 0, alors w vérifie (1 bis) et (14).

2ème étape
On suppose a # 0 et on cherche u ~ 0 vérifiant { 14 ) .

On pose

On a

La démonstration de (25) fait l’objet de la troisième étape.
On a ,r

1 

0  a - 2 k+2 par formation.
1

Comme a1-1 E IF on peut le relever par une fonction u k vérifiant (cf. Propo-
si tiol1 2)

onpeuttronauer uj= à 0 et 2 k+2 (ce qui ne pas la

nature des inégalités (26)
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Alors et donc

De même

et donc on a

On pose alors

et donc

Comme

et

on obtient, comme au lemme ’

3 ème 

Alors (25 ~ simplement le lemme 2 appliqué à b = a~ .

Désignons par e2(Y) l’ensemble des suites de Y tel-

les que

alors

mais si b(x)
on a

Par conséquent si 

Si b et cL2 (Q ) alors

ou c(x) appartient à l’intervalle î1ais
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Donc on a

Par conséqueit

Soit b£H1 (£1) alors

donc

Donc si on a

.2z.
Alors la proposition 1 et l’exemple 2 entraînent que si bEH2 alors

c’est-à-dire le lemme.
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