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SYIBOLES ELLIPTIQUES

par Iuc ILLUSIE

L'objet de cet exposé est de montrer comment le calcul des caractéres de Chern de
certains opérateurs elliptiques ou complexes elliptiques d'opérateurs sur des va-

riétés différentiables compactes orientées se raméne i un calcul de classes carac-

téristiques de fibrés vectoriels.

1. Définitions et méthode de calcul.

Notations. - Nous désignerons par &p (resp. ggalr » 6 ) la catégorie des fi-
brés vectoriels réels orientés (resp. réels orientés de dimension paire, complexes)
de base paracompacte, les morphismes étant stricts.

Si Vegy (resp. gﬁalr ) & ), nous noterons V° le complémentaire de la sec-

tion nulle de V .

, .
DEFINITION l, - Soit F un foncteur covariant de 8R (resp. Egélr ’ SC ) dans

la catégorie des complexes finis de GC s tel que, pour tout V e:SR

(resp. Sgélr s 65 ) s

F(V) = (0~ FO(V) - Fl(V) 5> ese > 0)

ait pour base V , et que, pour tout morphisme V ~i;’ V' de SR’(reSp. Sgélr,gc),

le diagramme

piv) —EE 5 peyn)

£ \4
v ——— T
soit commutatif.
On dit que F est un symbole elliptique sur SR (resp. Sﬁalr ’ &C ) si, pour

tout V GESR (resp. Sﬁélr s & ) , F(V) est acyclique au-dessus de ve .

Soit F un symbole elliptique, que nous supposerons défini sur SR pour fixer
les idées. Si V e:SR a une base compacte, F(V) définit, d'aprés l'exposé 15,
un élément de K(B(V) , S(V)) , ot B(V) et S(V) sont les fibrés en boules et

en sphéres associés & une métrique riemannienne sur V . Introduisons, pour plus

de commodité, la limite inductive K(V , V°) des groupes K(B , C) suivant le
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systéme § des couples (B, C) formés d'un fibré en boules B ( |jv|]] g ) et
d'un fibré en couronnes C (0 < e < |lv]] g r ) associés & une métrique || || (non
fixée) sur V . (Une métrique sur V détermine un isomorphisme du groupe

K(B(V) , S(V)) correspondant sur K(V , V%) 5 mais K(V , v°) a 1'avantage de ne
pas dépendre du choix d'ure métrique.) Lotons [F(V)] 1'élément de K(V , 7°)  aé-
fini par F(V) . Par passage & la limite inductive suivant § , et compte tenu du
fait que lim H¥(B , C) s'identifie canoniquement & H¥(V , V°) , le caractére de
Chern définit un homomorphisme, noté encore ch : K(V , v LY, v0) . (2
s'agira toujours de cqhomologie 4 coefficients retionnels.) Soit XV la base de

V . Posons

£(7) =7 cn[F(N)] = BY(K) ,

¢ étant 1'isomorphisme de Thom-Gysin. On obtient ainsi, pour chaque fibré V EzSR 5

de base compacte, une classe f(V) eiH*CXV) dépendant fonctoriellement de V .

Afin de calculer plus aisément f , il convient de généraliser la définition de
f(V) au cas od la base de V n'est plus nécessairement compacte. Soit V un fi-
bré universel e« SR , de base X . Pour chaque compact A cX , on a un élément
f(VlA) e 7 (4) , et il résulte aussitdt de la fonctorialité de f que les f(VA)

définissent un élément £(7) € lim, (&) ; mais
. * . *

l&mA H (A) = l&mxn H (Xn) s

ou les Xn sont les grassmanniennes finies de X , et

1im, H*(Xn) = B X) (cf. exposés 5 et 18);
n

on a done (V) @ H**(X) . Si maintenant V' est un fibré quelconque & ER , image
réciproque d'un fibré universel V pour une application classifiante a , nous

poserons
V) = of £(V) e B @Y,

X' étant la base de V' (la notation est justifiée par le fait que, si X' est
compact, alors f(V') coincide avec 1'élément défini plus haut). IL est clair que

£(V') ainsi défini dépend fonctoriellement de V' . En résumé, on a montré :

PROPOSITICN 1. - A chaque symbole elliptique F sur & (resp. g, &y )

. R
correspond une classe caractéristique f sur 8R (resp. Sﬁalr s & ). Pour tout

Ves, (resp. ggalr s & ) de base compacte, on a :

£(v) = ¢~" on[F(M)] e B (X,) ,
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ou [F(V)] est 1'élément de K(V , V°) défini par F(V) , et ¢ : H¥(X,) - HY(T,V®)

1'isomorphisme de Thom-Gysin.

{
DEFINITION 2. - La classe caractéristique f associée & un symbole elliptique F

s'appelle caractére de Chern de F et se note ch F .

DEFINITION 3. - Soit F un symbole elliptique sur gg (resp. &7, 8y ). tn

dit que F est multiplicatif si, quels que soient V et V' €&, (resp. gﬁalr,gc )

R
de base compacte, on a :

[F(Ve V)] = [F(V) @ F(V)] e K(V & V,(V & V')°) .

PROPOSITION 2.

a. S1 F est un symbole elliptique multiplicatif sur &, (resp. Sﬁalr ),
alors ch F est une classe multiplicative (i. e. transformant la somme directe

dans le cup-produit) sur &g (resp. Sialr ).

b. Si F est un symbole elliptique mmltiplicatif sur SR , alors (ch F)(V) =0

pour tout V e SR de dimension impaire, et ch F est une classe multiplicative
pair

sur .
Pour la démonstration, nous asurons besoin des 1emmes suivants :
IEMME 1, - Soit V (resp. V' ) un fibré vectoriel réel orienté, de base com~
pacte, & fibres de dimension n (resp. n' ). Soit E (resp. E' ) un complexe de
fibrés vectoriels complexes sur V (resp. V' ) acyclique sur v° (resp. VAR

On a alors
-1 ' -l -1
9 ch[E® E'] = (- 1)™ (p7 cn[E])(¢™" ch[E']) ,
9 désignant comme toujours 1'isomorphisme de Thom-Gysin.

Démonstration. - Pour chaque paire (B, C) (resp. (B' , C') ) formée d'un fi-

bré en boules et d'un fibré en couronnes compactes associés & V (resp. V' ), on

a (cf. exposé 15) un produit
p: K(B,C) @K(B', C') >K(BxB', (CxB') u(BxC")) .
On en déduit, par passage & la limite inductive, un produit
p: KW,\P)QKW',v”)exﬂfév',(v@vw% .

I1 résulte de la définition de p et de la commutativité des foncteurs @ et
lim que p([E] @ [E']) = [E @ E'] . D'autre part, la propriété multiplicative du



19-04

caractére de Chern (cf. exposé 15, § 6) donne, par passage & la limite inductive,

un diagramme commutatif s
KV , V) @ KW' , V%) —B> KV V', (Ve V)"
Lch@ch chl
HY , V°) @ HV' , V'O —2> HI V' , (Vo V)7 .
On a donc
ch([E ® E']) = ch[E] ch[E'] .

Soit u (resp. u' ) la classe fondamentale de V (resp. V' ) (la classe fon-

damentale de Vo V' est donc uuu' ). On e :
-1 -1
(wp™ ch[E]) (u'¢™ ch(E'])
= (= )™ (o™t enlE]) (o7 en[E'])

1

uu'(gp'-l ch[E  E']) = ch[E] ch[E']

soit finalement
ot E @ E'] = (- )™ (o~ culE]) (o™" cu[E']) .

IEMME 2. - Soit F un symbole elliptique sur &g - Alors (ch F)(V) =0 si

Ve &, est de base compacte et de dimension 1 (donc trivial).

En effet, il suffit de le vérifier lorsque V a pour base un point, auquel cas

c'est évident car

Donnons maintenant la démonstration de la broposition 2. I1 suffit de se placer
dans le cas universel.

pair
R
X' ). Pour tout compact A cX (resp. A' €X' ), on a, d'aprés le lemme 1,

a. Soit V (resp. V') €g, ou & un fibré universel de base X (resp.

(Ch F)(V‘A@VfA') = (Ch F)(V‘A) (Ch F)(V{Al) 9
d'ou, par passage & la limite projective,
(chF)(Ve V') = (ch F)(V) (ch F) (V') .
(I1 faut vérifier que
C lmg g Ch DOl e = (kBT e )

et que le cup-produit commute & la limite projective, ce qui est facile, V et V!

étant des fibrés universels.)



19-05

be 81 V et V! e'éR sont deux fibrés universels dont 1'un est de dimension
paire, on montre, comme dans (a), que (ch F)(Ve V') = (ch F)(V) (ch F)(V') , ce
qui, en vertu du lemme 2 et du théoréme 2 de 1'exposé 18, démontre (b). Ceci acheve

la démonstration de la proposition 2.

Si F est un symbole elliptique rultiplicatif, le calcul de ch F se ramene donc,
dans tous les cas, d'aprés les résultats de 1l'exposé 18, au calcul de la "série gé-
nératrice” (ch F)(x) = (ch F)(El(g)) , ou El(g) est le fibré universel complexe
de dimension 1, et x = cl(El(g))

PROPOSITION 3. - La série génératrice d'un Smeole elliptique multiplicatif F

est donnée par la formule :
(1) (ch F)() = (2 (- 1) on By (8, (9))/x -

(On a identifié, dans cette formule, H*¥(E (C)) & H' (BU(1)) au moyen de la pro-
jection =7 El(g) - BU(1) .)

Démonstration. - Posons, pour simplifier 1'écriture, El(g) =V, BU(l) =X .11

suffit de démontrer que, pour tout cumpact A CX , ona :
*e=1 i
X1, (en 1) = (2 (- D enm])

X(V!A) désignant la classe d'Euler de V]A , ou encore la restriction de x & A .

Posons V]A =W . L'homomorphisme canonique
K(B(W) , c(w)) ~K(B(W))

(ou B(W) et C(W) sont des fibrés en boules et en couronnes associés & W )
donne, par passage 3 la limite inductive, un homomorphisme K(W , wo) S KW) , et
1'image de [F(W)] par cet homomorphisme est égale (exposé 15, § L, proposition 1)
a % (- l)i[Fi(W)] . D'autre part, la fonctorialité du caractére de Chern et la
définition de la classe d'Buler (exposé 4) impliquent que le diagramme suivant (ou
¢ est 1l'isomorphisme de Thom~Gysin et X(W) désigne la multiplication & gauche

par x(W) ) est commutatif :

KW , w°) —— K(W)

chl ch
MW, W) —— mxW)

A %

9] n I
gy s e

Comme, d'aprés la proposition 1, (ch F)(W) :(p-l ch F(W) , on a donc :



19-06
X(W) (h B =275 (- ) en T ),
ce qui achéve la démonstration.

(W B, = La formule (1) est encore valable si F n'est pas supposé multiplicatif,
la démonstration n'ayant pas fait intervenir cette hypothése ; mais le calcul de
(ch F) (x) n'a vraiment d'intérét que lorsque F est multiplicatif, puisque dans
ce cas (ch F)(x) détermine ch F .)

2. Lxemples.

Nous allons maintenant calculer les caractéres de Chern de quelques symboles el-
liptiques classiques. llous appliquerons chaque fois les résultats obtenus au cas du
fibré cotangent T*(X) & une variété différentiable compacte orientéde X . Si,
lorsque X est orientée, T(X) est orienté sans ambiguité, il y a au contraire
plusieurs maniéres canoniques d'orienter T*(X) . Nous ferons ici la convention
suivante (on reviendra sur cette question dans un exposé ultérieur). Si V est un
fibré vectoriel réel orienté de dimension n , nous orienterons son dual V* de
maniére que, dans chaque fibre Vi , l'orientation soit donnée par eé NN
lorsque V_ est orienté par e; a ... Ae ( ey 5 vevy en) est une base de
VX et (ei y see s eé) est la base duale). Quand V est le fibré réel sous-
jacent & un fibré complexe W , 1'orientation qu'on vient de définir sur V* coin-
cide avec celle induite par la structure complexe de W* , lorsque 1l'on identifie

. * ° P I . Y
canoniquement V~ au fibré réel sous-jacent a w* .

Exemple 1 ¢ § . - A chaque fibré réel orienté V —L> X associons le complexe

de fibrés vectoriels complexes sur V
aW) = 0 > vec) L FANVe0) s .o 0),

d étant défini, au-dessus de chaque v & V , par la multiplication extérieure

(& gauche) par v . On voit aussitdt qu'on obtient ainsi un symbole elliptique mul-
tiplicatif 4 sur 8R . Calculons son caractére de Chern. On sait déja (proposi-
tion 2) que (ch d)(V) =0 si V ezSR est de dimension impaire. On a d'autre part
( A; El(g) ® C s'identifiant canoniquement & El(g) ®'§Iz§) )

a(B,(0)) = (0> 1, - n*(El(g) ®E (C) » 1,~0) ,

C

o~

C
L désignant le fibré trivial de dimension l. D'aprés la formule (1) du § 1, 1la

série génératrice de d est donc donnée par
(ch a)(x) = (2 = 65 = XY /x = - 2 sh*(x/2)/(x/2) .

On en déduit (exposé 18) que, pour tout V & &, de dimension paire =2n ,
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o 2
(ch )(V) = T -2 sh™(x,/2)/(x;/2) ,
i=1
les classes de Pontrjagin de V étant les fonctions symétriques élémentaires des

n
xi , et la classe d'Euler de V étant égale & T X . Si V= TiX) est le fi-
i=1

bré cotangent & une variété differentiable compacte orientée i , de dimension 2n ,
d(V) n'est autre que le symbole du complexe elliptique d défini par 1'opérateur
de différentiation extérieure sur les formes différentielles complexes. Utilisant
la formule (démontrée dens 1'exposé 18)

n

t(VeC) = 'ﬂl (xi/2)2/ shz(xi/Z)

i=
pour V de dimension 2n , on voit que l'indice topologique it(d) est égal 2 la
valeur de (- 1)® X(T*(X)) sur la classe fondamentale de X . Compte tenu de la
convention d'orientation indiquée plus haut, on a entre les classes d'Euler des
fibrés T(X) et T (X) la relation

*
(- D7 x(T" (X)) = x(T(X))
En résumé :
it(d) = 0 pour une variété X de dimension impaire,

it(d) = caractéristique d'Euler-Poincaré de X , si X est de dimension paire.

Comme 1l'indice analytique de d est, d'aprés le théoréme de de Rham,
i (d) J; (- )P ainy ¥, 0) ,

la formule d'Atiyah-Singer it(d) = ia(d) se trouve bien vérifide dans le cas de

1'opérateur d .

Exemple 2 ¢+ d".. - A tout fibré vectoriel complexe V —L> X associons le com-
plexe de fibrés vectoriels complexes sur V

ar(v) = (0 » ¥ L ) s 50)

ot V 3désigne le fibré "conjugué" de V , et A" la multiplication extérieure

(2 gaughe) par Vv au-dessus de chague v €V (v étant 1'image de v par la bi-
jection canonique V »V aéfinie per 1'identification des fibrés réels sous-jacents).
On vérifie immédiatement que V ~» d"(V) est un symbole elliptique multiplicatif

sur &, . Calculons son caractere de Chern. On a :
“

an(B,(0)) = (0 » 1, » ¥ E (C) - 0) ,
d'ol, en vertu de la formule (L) du § 1,

(cham(x) = (1 - e™)/x .
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I1 en résulte que, pour tout V & &a s

(ch am) (V) =11 (1 - e Xi)/xi ,

les classes de Chern de V étant les fonctions symétriques élémentaires des X, 3

autrement dit
C (han® = @D
(V) désignant la classe de Todd du fibré complexe V (exposé 6).

Si maintenant V = T"(X) est le fibré cotangent & une variété analytique com-
plexe X , d"(V) n'est autre que le symbole du complexe elliptique d'opérateurs

défini par 1l'opérateur usuel d" sur X :
O__,Q°9°_$1'_> st _d “._,Qosq_ﬁ.'.'..;'”.,o
(o QP*? est 1'espace des formes de type (p , q)

Plus généralement, soit W wun fibré holomorphe sur X , et considérons le com-
plexe elliptique d"w obtenu en faisant opérer 4" sur les formes différentielles
de type (o , q) & coefficients dans W :

0,0 an o,l an ~O an
O")Q, (W) —'—99’ (W) —_— cno”)Q’q(Y\fl) —_—— ooa—)Oc
I1 est clair que son symbole d"w(V) vérifie la relation
dnw(v) -V d"'(V) ,
et que par suite,
(ch an ) (V) = (ch W) (ch a")(V) .

Comme d'autre part V @ C est canoniquement isomorphe & V @ V', on a

(Ve C) =t(Ve ) = t(V) (V) (exposé 6, § 4).
On trouve finalement pour 1l'indice topologique de d"w :

ig(am) = (b W) =(T(X)) , [X1) .

Mais 1'indice analytique de d", est donné, d‘'aprés le théoréme de Dolbeault, par

1 (@) =2 (- DF ain B2, W),
P

ou les Hp(X , W) sont les espaces de cohomologie de X & valeurs dans le fais-
ceau des germes de sections holomorphes de W . Lz formule d'Atiyah~ Singer aura
donc pour conséquence la

Formule de Riemann-Roch-Hirzebruch :

g(- )P @im (X , W) = ((ch W) <(T(X)) , [X]) .
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Il est & noter que X est ici une variété analytique complexe compacte gquelconque,
tandis que la formule démontrée dans ([1] , § 21) s'appliquait seulement aux varié-

tés algébriques projectives.

Exemple 3 Do . = Soit V == X wun fibré réel orient de dimension paire.
Au moyen d'une métrique riemannienne sur V , on construit, comme dans 1'exposé 17,
un opératrur a : AV® C - AV ®C vérifiant of = I ; si ATV et ATV sont les

sous~ fibrés propres correspondant aux valeurs propres + L et -1 de a , ona :
NelC=AN Ve A V.

Considérons alors le complexe de fibrés vectoriels complexes sur V :
D (V) = (07" A"V —E-O——> ATV -0,
ou D, est défini par
Do(v)x S VAX+XLV=VAZX=-%2(va (%))

pour veV et xen ATV, DO(V) est acyclique au-dessus de V° , car Do(v)

est, pour tout v € V , une similitude de rapport Ib}!. D'eutre part, la classe
d'isomorphie de D (V) (dans la catégorie des complexes de 80 de base V ) est
un foncteur covarlant de V pour V € &galr . Nous considérerons D , par abus
de langage, comme un symbole elliptique sur ggalr (ceci ne presente aucun incon-
vénient, vu que les résultats du § | restent valables si 1'on suppose seulement
que c'est la classe d'isomorphie de F(V) qui dépend fonctoriellement de V Y. 1
est encore vrai, maisnon évident, que D, est multiplicatif. De maniére précise,
on a la proposition suivante

PROPOSITION 4. = Si V et V! Esﬁair sont deux fibrés de base compacte, munis
chacun d'une métrique, et si Ve V' =W est muni de la métrique et de 1'orienta-

tion produit, alors

" Nu=RWVveAV)e (NNMVeA V')
* AW=WVe AN v)e (NVe A V')
(v) [0 (0] = [D_(V) @ D_(V)] e K(W , W)

(On identifie, dans cette proposition, AW au produit tensoriel gradué AV @ AV' ).
Démonstration. -

(a) Soient 2m et 2n les dimensions respectives des fibrés V et V' . Mon-
trons d'abord que, si ae AV et be AV' sont des éléments homogénes de degrés

p et q respectivement, on a :
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(2) x(a®b) = (- 1)PY (xa) ® (xb) .

En effet, plagons-nous dans une fibre W(X y) = VX @ V§ , et choisissons une base

b
orthonormale (el y eee e2m) de V. (resp. (f1 y see s f2n) de V& ), telle
que e A ees Ao, (resp. £, A oev A fo ) définisse 1'orientation de V_ (resp.

V& ) 3 1l'orientation de w(x,y) est donc définie par

elf\\ see A ezm

1,

Afll\ oooAfzno

2m) (I‘eSp. (jl ’ ooo,jq ’ jq+l g o0 jzn) )

Soit (il 9 eve ip ) ip-i-]..’ cee o i
une permutation paire de (1, ... , 2m) (resp. {1 , .ec , 2n) ). On a alors, par

définition :

*(e. A eee A €, ) = €. A eese A €.
1 lp lp+l 1om
*(f. A eee AT, ) = f. A ecee A f. .
J1 Jq Jq-f-l d2n

La signature de la permutation (i; , «.. , ip s 3y s eee s dg s A1y eee s i2m"
jq+l y see s j2n) de (L, eoe y2m, 1, «o. , 2n) étant égale a (- )P ona

donc

*(ei A eee A €, @f. A e Af.)"—:(" l)pq(me. A oo A'e.)@(ﬂzf, AoooAf.)
L R J1 11 p J1 Iq

d'oy la formule (2) (puisqu'il suffit de la vérifier dans chaque fibre sur des élé-
ments de base). On en déduit que, quels que soient a€ W@ C et ve W' e C,

on a ¢

a(a® b) =aa ® ab .
En effet, supposons que & ct b soient homogenes de degrés p et q respecti-

vement ; alors
aa ® ab = ip(p+l)-m %8 ® iq(q+1)—n #b = ex(a ® b) ,
avec
e = (- 1)Pd ip(p+l)—m+q(q+l)-n _ i(p+q)(p+q+l)-(m*n) ’
soit a(a @ b) = aa ® ab . Ceci acheéve évidemment la déﬁonstration de (a) .
(b) Au-dessus du point ve v'eW , D est défini par

DJV@W)xh@aﬁ:(veW)Aﬁgaﬁ+(a@w)LW@VW,

pour a®a'e M e@C .

Mais
vev)alasa)=(waa)oa + (-1 aeg (v aa')
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si a est homogéne de degré p . D'autre part,

“((vev') a (x (a ® a!))

(- )PP w((ve v')A (xa x #a')) ( a' homogéne de degré p')
= (= l)pp' w#((v A wa) @ wa') + (- l)pp'+p z(xa ® (V' A za'))

(a wv) ® a' + (- NP ae (a'wv') .

i

(a@a) w(ve v')

1

1

D'ol finalement :
‘Do(v @v') x (a® a') = Do(v).a 2ot + (= 1) 2 E'Do(v’).a' .

Notons w 1'automorphisme de AV ® C défini dans chaque fibre par la multipli-
cation par (- 1)P sur les éléments de degré p . Ce qui précéde montre que DO(W)

s'exprime, relativement & la décomposition (a), par la matrice :
/D(V)@I w®D (V)

M = ° °

\w ® DO(V') DO(V) ® I,

Mais, comme W anticommte avec D = et que w? = I , on a l'identité

<I®I 0 ) (I@I 0\ /DO(V)®I - I D, (V")
M
o

0 we 0 -.w@I} \ I oD (V) D (V)el

qui, en vertu de 1l'exposé 15, § 3, et grice gu fait que DO est hermitien, entraine
[DO(W)] = [DO(V) @ DO(V')] . C. Qo Fc Do

Calculons maintenant le caractére de Chern de DO . Etablissons d'abord un lemme.

IEMME 3. - Soit V wun fibré vectoriel complexe de dimension l. Soit J 1'opé-

rateur de carré - 1 défini sur le fibré réel sous-jacent Vg, par la multiplica~-

tion par i dans V . Si VR est muni d'une métrique invariante par J , alors

~

les applications :

NN Vg

~

1 +a

et

AV = A” VR

o~

1 -a

sont des C~-isomorphismes.

En effet, 1 +a est un C-isomorphisme de AV = 1C sur (/\O + AZ)*.VR .

-~

l—— —
D'autre part, A"V =V et =« colncide avec J sur V ; on a donc

l+a=1+1Jd ,

d'ou
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(L +a)d = —.i(l + Q)

ce qui prouve que l + @ est un C-antiisomorphisme de V sur A1+ VR , donc un

= 1
C-isomorphisme de V sur AT VR . On montre de méme l'assertion relative & 1 = a.

Appliquons le lemme & V = El(g) . La formule (1) du § 1 donne alors :
(ch DO)(X) N S

gpair

On a donc, pour tout V & de dimension 2n :

n X X,
(ch D) (V) = 1 (e * =o™)/x, o

1—1

les classes de Pontrjagin de V étant les fonctions symétriques élémentaires des
xi . La composante de degré zéro de (ch D )(V) n'est pas nulle : elle est égale
3 (-2)" . Ceci montre (exposé 16) que, si V E'Sgalr a une base compacte X ,
1'application K(X) © Q » K(V , V°) x @ définie par X ~- x.[DO(V)} est un iso=-
morphisme. Le lecteur vérifiera, & titre d'exercice, que, si Va est une fibre
quelconque de V , l'image de [D (V)] dans K(V VZ) par l!application cano-
nique : K(V ,V )-» K(V , V ) est égale A (- 4q) ,ot n=[h] -1 (h=fi-
bré de Hopf sur g ) est le generateur de K(S ) que le caractére de Chern envoie

sur le générateur de H?(S , 2) défini par l'orientation de s? - Pl(g) .

Si maintenant V = T (X) est le fibré cotangent & une variété différentiable com-
pacte orientée X de dimension Z2n , DO(V) n'est autre que le symbole de 1'opé-
rateur D ‘sur X défini dans 1'exposé 17. Compte tenu de la formule (Exposé 18,

§ 5)

n

T e Q) = T (xy/2)%/en (x/2)

i=1
on obtient : '
(ch D)) (Voo =(-1)" ﬂ x;/th(x/2)

L'expre551on précédente a méme composante de degre 2n dans H*(X s Q) que

(- 1)" ﬂ xi/th X, Mais les X, sont de degré 2 et la fonction x/th x est
i=1 .
paire : cette composante est donc nulle pour n impair, d'ou finalement :

i, (D) = {(ch D) <(T(X) @ C) , [X]) = L(X)

ot L(X) est la formule universelle de [l] donnant 1'index de X en fonction
des nombres de Pontrjagin de X . Comme 1l'index de X est égal & 1l'indice analy-
tique de 1'opérateur D_ (exposé 17), la formule d'Atiyah-Singer impliquera donc
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la formule de Hirzebruch ([l], 8.2.2.).
(Remarque : on n'a pas eu & utiliser dans ce dernier calcul la convention d'o-
rientation du début du § 2, car (ch Do)(V) ne dépend que des classes de Pontrjagin

de V .)
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