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4 3
IA NULLITE DE r (Diff §°) «
3. CONSTRUGTION D'UNE SECTION POUR LE REVETEMENT R

par Jean CERF

le Ies sous=-variétés de petite complexitée

Ce paragraphe est essentiellement consacré i construire le "démarrsge" d'une
section du rev@tement R , c'est-d-dire & construire une telle section pour les
éléments de petite complexitée Au passage on démontrera deux résultats (1° des
lemmes 2 ot 6) qu'on a utilisés en [3] (§ 2, n® 3, lemmes o et B) pour le démons-
tration de la conjecture de Schdnflies. Au n® 2, on démontrera un lemme qui sera

utilisé au § 3.

l. Etude de 3,/K, »
Les notations utilisées sont celles da [3] (§ 1, n° 2).
Définitions - Soit F e 3,/%, ; soit D la face horizontale de F ; si pour

tout x € D, la verticale de x coupe F « D transversalement et en un seul

point, on dit que F est transversalaux verticales.

On note & la partie de 51/%1 formée des éléments tramsversaux aux verticalese

IEME 1. - & est contenu dans 1'image de &/9 , et le revBtement R admet
une section continue T au~dessus de © o

Démonstrations = Il est commode d'utiliser, au lieu du modéle M, , le partie
Mi de la boule unité de E? définie par z > 1/2 3 (le choix d'un difféomore
phisme de M; sur M| , par exemple @M, (cf+ [3], § 4, n° 5) permet d'iden-~
tifier les espaces fonctionnels relatifs a Mi aux espaces analogues relatifs
& N )+ On note D, 1la face horizontale de Mi .

Soit Fe % j soit D 1la face horizontale de F . Soit h wun difféomorphisme
de D; sur D, compatible avec 1l'orientation induite par M| sur D; et celle
induite par F sur D o Par lindarité sur chaque verticale, h se prolonge en
un difféomorphisme f , conservant 1'orientation, de M sur F e Puisque
no(Diff Dz) = 0, h est bien défini & une isotopie prés ; donc f est bien

défini & une isotopie prés.
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LEMME 2.

10 (51/%1)?0 o) est contenu dans 1'image de 81/91 ’

2° Ie revBtement R admet une section continue o au~dessus de (51/%1)(0 0)?

telle que 0 et T colincident sur @ n (51/%1)(0 0) *

Démonstration. = Soit F € (51/m1)° ,0) tout plan horizontal coupant F assez
prés de son sommet définit une decomp081tlon de F en deux éléments dont 1'un
appertient & & o Il en résulte que tout compact ¥ de (51/m1) ,0) peut &tre
déformé sur (Sl/xl)(o o) ©n wne partle de &, de fagon que K n % reste dans

% au cours de la deformatlon d'oy & la fois le 1° et le 2%

COROLLAIRE. (5 /}&O)(o o) est contenu dans l'image de & /9 , et le revé-
tement R admet une section continue o au=~dessus de (56/% )(o o) *

Démonstration. = Soit F € (5 /% )(o o) 3 soit (A, B) une décomposition
d'Alexander de F ; necessalrement A et B aont dans (31/%1)(0 o
d'aprés le lemme 2 ci-dessus et [3] (§ 2, n° 3, lemme €), F est Jens 1'image de
gb/go « En plus, deux telles décompositions peuvent 8tre déformées continfment

) 3 donc

1'une dens 1'autre, de sorte que si 1l'on pose 3
o(F) = o(4) + ofB) ’

cette valeur est indépendante du choix particulier de la décompositions

Ie résultat suivant précise le 1° du lemme 2 3

LEME 3. - Soient F et F' deux élémente de (51/%1)?0 o) $ on suppose que
4
les faces horizontales D et D' de F et F' d'une part, et leurs sommets s

et s' dfautre part, sont dans le m8me plan horizontal. Tl existe alers un dif=

féomorphisme g de E? tel que

ae g laisse la cote invariante

be g(F) =F

Démonstration. = Supposons que la cote de s soit O et que celle de D soit

1 . On va construire un difféomorphisme g de ﬁ? x Jm o, 1), & support com-
pact, vérifiant (a) et (b) ; (un tel difféomorphisme se prolonge sans difficulté
en un difféomorphisme de B? vérifiant (a) et, nécessairementy (b))e La construc=
tion de g se fait en deux temps ¢ |
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ler tempse = On suppose que s et s' sont confondus & 1l'origine 03 F coin-
cide alors au voisinage de 0 avec le graphe d'une fonction £ 53 -» R, définie
au voisinage de 0O, telle que

of vy _ Of Ay .
(1) 00) = O =g() =0
(2) 1la forme quadratique des dérivées secondes de f en O est définie positive

Par une application classique de la formule de Taylor, f se met alors sous la

forme s
2
(3) f(x,y)=A(x,y)x2+2B(x,y)xy+0(x,y)y
avec
1
(4) Ax, y) = jO '—-—-—-(tx , ty) (1 - t)dt , etce

o
de sorte que, compte tenu de (2), AC - B et A sont positifs & l'origine j on
peut donc, au voisinage de O, écrire (3) sous la forme :

(5) f(x, 3) = lx, y) + o (x s V) s

avec -

Alx, y) x+ B(x, y) ¥

(P(x.v Y) =

|aGx , )] 7"
(6) (x ) = (A(X 2 Y) C(XJ }’) - Bz(x Iy Y))l/z
vix, ) = A(x ) y)

Les équations (6) définissent un difféomorphisme laissant fixe O s d'un voisi-
nage de O dans E? sur un autre tel voisinage ; soit h un difféomorphisme
de B? » & support compact, coincidant avec (6) sur un voisinage V de © j posons

go(X, T s z) & (ho(x ’ y) ’ z)

&, applique la partie dg graghe de f située au~dessus de V sur la partie du
graphe de la fonction x + y  situde au-dessus de go(V) 3 puisque F et le
graphe de f coincident au voisinage de O s et ne rencontrent le plan {z = 0}
qu'au point O, il existe & >0 tel que go(F) et le graphe de la fonction

x? + yg coincident pour z € & « De mBme & F' correspondent f! sy O' et un
wl
1 §
o
{z < €} conserve la cote, et applique Fn{z<e} sur F*' n{z<e}.

difféomorphisme gé 3 soit e = inf(&, &) , la restrictionde g'™ o g 2

(o]

26 tempse = Le choix d'un difféomorphisme de Sl suw Fon{z<e/2} permet
(3 1'aide des lignes de gradient de la fonction z sur F ) de définir un dif-
féomorphisme k de st x [e/2 4 1] sur Fn{e/2<2z< 1}, conservant la cotee

by

Soit £ le groupe des difféomorphismes de ﬁ? a4 support dans un disque assez
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grand ; 1'application canonique : £ —;-Pl(Sl ’ g?) est localement différentiam-
blement triviale (cfe [1], II, 2.444) 3 or k s'identifie 3 un chemin différen-
tiable dans Il(Sl R B?) 3 donc k peut se prolonger en un difféomorphisme g1
de E? x [e/2 , 1] , & support compact, conservant la cote. Do mdme 3 F'on associe
gl s g o gIl conserve la cote et applique F n {e/2 <z < 1} sur la partie
correspondante de F' 3 il n'est pas difficile de modifier ez difféomorphisme de

fagon qu‘il se recolle avec gg'l o g, le long de {z = ¢/2} .

COROLIATREs - Soit F e (sl/ml) o), ; on note D la fagon horizontale de F .
On note ¥ le sous=~espace de /R )( o) formé des éléments F' dont la face
S ’ e c———
horizontale est confondue avec D , et dont la seconde face F' - D est tangente

2 F=~D le longde 0D, et située du mdme cBté de D . 801ent F* et F"

deux éléments de % 3 soit V wun voisinage arbitraire de Ty F" o I1 existe
un chemin continu ¢ t - Ft , joignant F? a F" dans % , tel que Ft cV

pour tout t e [0 , 1] &

Démonstration. « On peut ev1demment se borner aucas oy F"=TF « Soit g un
diffeomorphlsme "horizontal" de F sur F' , donné par le lemme 3 ; en modifiant
g par une isotopie horizontale de EB (dont le support peut &tre choisi dans

un voisinage arbitrairement petit de D ) on se raméne au cas oi il existe un
voisinage W de D sur lequel g se réduit & 1l'identité. Il existe, dans la
partic de % formée des éléments contenus dans ¥ s un chemin o d'origine F,
d'extrémité F, contenue dans W 3 (d'aprés le lemme 3 , il suffit de montrer
ceci dans le cas o F = M‘1 , cas trés simple oy 1l'on est ramené & ume propriété
des fonctions réelles d'une variable). Ie transmué p de o par g est un
chemin d'origine F!? /St d'extrémité F, dans la partie de % formée des élé=-

ments contenus dans TF' 3 il suffit donc de composer a avec 1l'opposé de P

2+ Application & la suppression des singularités primitives.

Définition. = Soit F une sous-variété différentiable de dimension 2 de 33
(&ventuellement avec bord) ; un couple (e , s) de singularités de Morse de la
fonction cote sur F est dit primitif si c est un col et s un sommet, et si

les conditions suivantes sont remplies ¢

1° Si P désigne le plan horizontal d¢ ¢, P nF contient une "boucle" L
de sormet s (c'est-d~dire une courbe fermée mans point double, différentiable

sauf en s , i elle présentc un point anguleux)e
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2° L est contenu dans F - OF , et borde sur F un disque topologique Dy »

sur lequel la cote n'a pas d'autre singularité que c¢ et s .

3°5iDy désigne l'enveloppe de L dans son plan, on a DpnF=1L.

Remarquese.

1° D'aprés la condition 3° Dy aen s un angle saillant.

20 Dp v DF est homéomorphe & Sz s donc son enveloppe Dp U DF est homéo=
morphe & D3 .

3° I1 existe des éléments de (5cﬁmo)° non triviaux (c'est-a~-dire ayant au
moins un col) sur lesquels il n'y a aucun couple primitif j ce fait ne peut se
produire que pour des éléments ayant au moins trois colse

IEMME 44 = Sodent F, ¢, s, L, Do et Dp comme ci-dessuss Soit V un

voisinage suffisamment petit de DP u DF 3 il existe dans l'espace des souse

variétés de 5? difféomorphes & F un chemin % »F, , dlorigine F , ayant les

propriétés suivantes

10 Fy 0 (B? - V) ne dépend pas de t ;

2° Il existe t; € )0, 1( tel que F, nV ait (pour la fonction cote) deux
singularités pour t < tl » boutes deux du type de Morse 3 une seule singularité,

du_type X~ & y’f, pour t= t; 3 et aucune siggularité pour t > tl .

3° Pour t (0, tl( , la cote du col de Ft n V reste arbitrairement voisine

de celle de ¢ »

Démonstration. ~ Soient F et F' deux surfaces présentant chacune un couple

primitif ; on suppose que c¢ et c¢' sont confondus en O 3 on peut méme, d'aprés
la remarque 1° ci-dessus, se ramener par un difféomorphisme horizontal de R™ eau
cas oi les boucles L et L' sont confondues 3 enfin on se raméne par une affi-
nité au cas oy s et s' ont la mlme cote. Je dis que, dans ces conditions, il
existe un difféomorphisme horizontal de 5? s laissant fixe L, qui epplique un

voisinage de DF dans F sur un voisinage de DF' dans F'

En effet, F ooincide eu voisinage de O avec le graphe d'une fonction £ ’
qufon peut mettre sous la forme (3) ci-dessus ; cette fois AC = B2 est négatif
& l'origine, et, pour un choix convenable des axes, 1l en est de mBme de A ; de

sorte que, ¢ et Y étant toujours donnds par les formules (6), on peut derire
(3) au voisinage de O sous la forme 2

(51) £x, 3) ==, 9+ P&, .
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I1 existe donc un difféomorphisme horizontal de 53 qui, au voisinage de O,

applique F sur le graphe de la fonction = xz +y o Le mBme raisonnement s'ap=-
3
R

plique & F' 3 il existe donc un difféomorphisme horizontal g de s qu'on

peut choisir laissant fixe L, qui, au voisinage de O, applique F sur F' ;
en composant g avec un difféomorphisme horizontal convenable de QB s on obtient
un difféomorphisme horizontal qui laisse fixe L et applique un voisinage de L
dans F sur un voisinage dc L dans F' ; il suffit alors d'appliquer le lemme

2 pour établir 1'assertion ci=-dessus.

Ce qui précdde montre qu'on peut se borner & démontrer le lemme pour une surw
face F particuliéres On choisit pour F 1le graphe de la fonction

3.2 2 . I -
fx,y) =y +y =x , et pour V un voisinage arbitraire de DP U DF e La
déformation cherchée peut alors &tre définie explicitement comme suite Soit
e >0, suffisamment petit, soit h une fonction R - R telle que :

y3 + y2 - h(y) soit négatif pour y € )= 1 = e, &(, nul ailleurs ;

h'(y) > 0 pour tout y ;

W(-2) = 05 B(y) £ 0 powr y# -3

Soit k une fonétion analogue & h , mais relative & 2e, et telle que :
k(y) < h(y) pour y€ (=1 =c, €] .

Soit, pour b >0 et a<b, Xg.p Une famille de fonctions différentiables
’
R +R , dépendant différentiablement de (a , b) , telles que 3

Xa,b(x) = x2 dés que :ac2 >b ou a=20 H
Xa’b(o) = a pour tout (a, b) ;
X;’b(o) =03 X;’b(x) #0 pour x#£ 0 ;
X0 #0 .

On pose

(X) .
X272 =0(5)) y 7Pryk(y)

On peut prendre pour F, 1le graphe de £, 0 En effet, le 1° est vérifié dés que

e est assez petit ; le 2° résulte du fait que les points singuliers de la fonce

: 2
ft(x » V) = YB +y

by

tion cote sur Ft n V sont les points & tangente horizontale du graphe de la
fonction th(y) + (1 = t) (y3 + yz) 3 un calcul de dérivée immédiat montre que la
cote de ces points est fonction décroissante de t 3 donc en particulier la cote
du col reste comprise entrs = (83 + 32) et 03 d'ou le 3%
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o
3¢ Btude de (56/%0)(1’0) .

Soit F e (sa/xo)?l o) 5 S0it © locolde Fj soit P le plen horizontal de
3
63 PnTF est une courbe différentiable connexe avec un point de self-intersec—
tion transversalee La classification de ces courbes (relativement aux difféomor-

phismes du plan) est immédiate, il y a deux types possibles

type 1 type II .

Si F' est un &lément de (%%/ﬂ%)?l,o) voisinde F, PnF' est unc courbe
voisine ¢ P A F « [On peut en effet se ramener au cas oi ¢ et c¢' sont con-
fondus en O ;3 l'intersection de F et F' avec P étant transversale sauf en
0, il suffit d'étudier le voisinage de ce point ; or il résulte des formules (4)
et (6) ci-dessus qu'on peut mettre F sous forme canonique au voisinage de O
par un difféomorphisme local conservant la cote, et dépendant continfment de F .]
De ceei résulte en particulier que si F et F' sont dans le méme composante
connexe de (gy/xg)?l’b) , PP nF' estdumbme type que Pn F . D'autre part
on montre sans difficulté (en procédant comme dans la démenstration du lemme 4)
que si PN F et P nF!' sont du mlme type, et si les demi-normales & F
(resps F' ) en c¢ (resp. c' )y sortantes relativement 2 F (respe §} ) sont
dirigées dans le mPme sens, F et F' sont dans la mlme composante connexe de
(So/xc)?l’o) 3 cet espace a done quatre composantes connexes j; par symétrie, on

by

se raméne 3 étudier les deux composantes définies comme suit

-type a: PnF est dutype I, et la demi~normale sortente en c¢ est diri-
gée vers le haut

-type 3 PnF estdutype II, et la demi~normale sortante en c¢ est

dirigée vers le base

IEMME 5. = Soit 2 le sous-espace de (56/%0)?1 0) formé des éléments F tels
, —

qu'en aucun point de P nF le plan tangent & F ne soit verticale Tout compact

15) ) , o R
X de (56/%0)(1,0) peut &tre déformé sur (56/%0)(1’0) en une partie de 2,
de fagon que X n2 reste dans 2 au cours de la déformation.




21-08

Démonstrations = On se raméne immédiatement & ne considérer que les éléments

dont le col s esten O« Pour &€ >0, onnote D  le <2-disque horizontal
de centre O, de rayon € . Pour tout F &€ X et tout ue€ PnF (distinct de
0 ), on choisit, dans le plan normal en u & PnF, le repére constitué de la
demi-normale horizontale v en u & PnTF (orientée vers 1'intérieur de ﬁ’
si F est du type @ , vers liextérieur si F est du type B ) et de la verti-
cale ascendantes On note o(u) 1'angle (compris entre O et 7 ) de v et de

la ligne de pente (orientée vers le haut) du plan tangent en a & F o

Soit & >0, assez petit pour que, pour tout F € X, il n'y ait aucun point
de D .n F oi le plan tangent & F soit verticale Soit n > 0, assez petit
pour que, pour tout FeX, Fn (P~ D, /2) admette dans P un voisinage tubu~
laire de rayon n , qu'on note TF,q s Soit & tel que :

0< &< inf tg 9‘-%‘1)-
FeX; i=1,2;
ueFn(P-D, /)

Soient 1 p une fonction différentieble ¢ P - [0, 1] , nulle au voisinage de
D&:/:2 s égale & 1 en dehors de D_;

w une fonction différentiable R+ [0, 1] , égale 3 1 au voisinage
de O, nulle en dehors de [- &, + 0] 3

%0 1 (pour a et be[~n, + n] ) un difféomorphisme de R , dépen=
¢4
dent différentiablement du couple (a . b) , se réduisant 3 1l'identité en dehors
de [=1n, + 1], tel que

(pa’b(a) =Db ©
3

A tout F € X on associe 1'isotopie horizontale y de R” définie comme suit:

Y laisse fixe le complémentaire de Ty n ¥ [~ 8,4+ 8sctpour ueFn (P~ D_ 2) ,
s

lv| <n et |z| €6, 1'image par Y, du point de coordonnées (v, 2) du p{a.n

by

normal en u 3 Pn T est le point de ce plan dont les coordonnées sont

(v + tp(w) w(Z)(cpaﬁb(V) -v) , 2z)
avece ¢

a= z/tg a(u) ; b = z/tg —O—L(-ZE')— .

La déformation définie par ¢ (F, t) - Yt(F) a les propriétés vouluese
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LEME 6.

(o]

(<] 0 t s
1 (5&/%0)(1,0) est contenu dans 1l'image de Sd/g .

2° le revltement R admet une section continue au~dessus de (55/% )(1 o) *

Démonstrations = On s'occupe successivement des éléments du type o et du

type P 3 dans chaque cas il suffit, d'aprés le lemme 5, de considérer les élé=-

ments qui appartiennent au sous-espace 9 e

Iype a e = Soit Fe 2, de type @ « On considére deux plans horizontaux
I; et P , voisins du plan horizontal P du col ; P situé au-dessus du
col, coupe F suivant deux cercles C; et C2 3 P_, situé au~dessous du col,
coupe F suivant un cercle Gy » Pour i=1,2, 3, Ci borde un disque
horizontael D, Di est contenu dans F N et coupe par conséquent F en deux

i

parties 3 on note Ai

disjoints 3 ce sont d'aprés le 1° du lemme 2 des éléments de 81/9l 3 on note ¢

celle qui ne contient pas le col 3 A , Ay, A3 sont

A

(o]
F e U A, =B o

i=1,2,3 *
Pulsque Fea, il existe, dés que P est assez voisin de P, un élément
Ai (1=1,2) de G[efen®ljon 1dentifie ici © 2 son image dans 81/91 ]

dont la face horizontale soit Di s et dont la seconde face soit située au-dessus

de Di et se raccorde & F le long de Ci « 51 P st assez voisin de P,

Bullu Aﬁ est un élément de @ 3 donc B u Ai U Aé U A3 est un élément de
sa/go , donc également F , qui lui est difféomorphe.

Les valeurs de o(4,) , o(Az) , o(A ) étant données par le lemme 2, et celles
de t(4!) , z(Az) , ©(Bu At v A') par le lemme l, on pose successivement
o(Bu Al v Aoy 4 ) = t(Bu Al v Aﬁ) + o(A ) 3
o(Bu 4 ) (o(B u A v A2 U A3) - t(h ) - r(hz)
o(¥) = (o(Bu 3) + o(Al)) + O(Az) .

“-o

I1 résulte de 1'associativité de 1'addition dans R (cf. [3], proposition 3) que
1'on obtiendrait le méme résultat en permutant le r8le des indices 1 et 2. Il
résulte de la contimuité do 1'addition dans R que la valeur do ofF) ainsi
obtenue est indépendante du choix particulier de 4!

1
exemple passer continfiment de Ai & tout élément analogue Al o Egalement par

et L! , car on peut par
23:

raison de continuité, la valeur de o(F) ne dépend pas du choix particulier des
plans R+ et P« Enfin il est immédiat que la section ainsi définie est con~
tinuee
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Type P e =Soit Fe g, de type B « On considére cette fois trois plans
horizontaux B+ » £, et P , voisins du plan P, 1'ordre par cotes croissan-
tes étant : P, P, P , P_ . Leplan P (respe P, ) coupe F suivent
deux cercles Cl et 02 (resp. 03 et C ) 3 P coupe F suivant un cercle
Cs o Pour i=1, eev , 5, C, borde un dlsque horizontal D, ; on choisit les
notations de fagon que Dl c D2 et D3 c D « le disque D, est extérieur & F
et définit avec 1l'une des parties en lesquellef G1 coupe F , un élément de
81/91 qu'on note 4; « Le disque D5 coupe F en deux parties, on note A5
celle qui ne contient pas le col. Si I; et P_ sont assez voisins de P, on
peut définir des éléments 4] et A'5 de & (analogues aux éléments L et
Aé définis précédemment) ; en plus, on choisit L} de fagon qu'il soit entid=
rement en-dessous de P . Le disque D, coupe (F ud ) - A' en deux parties ;

on note A&, celle qui ne contient pas le cole On note :
(?‘uAl)-(ts4uA5)-_—B .

S8i P a été choisi assez voisinde P, (B~ 4! N A5 est un elément de T3

donc (B - Ai) u Ag Uk, est un élément de 80/90 ; donc également F s qui lui
est difféomorphe.

On pose successivement ¢
o((B = Al) v AL v A,) = o((B - Al) u A ) + o(h) 3
o(Bu k) = (o((B = 4l) v AL 4,) + t(Al)) - -c(As) 3

o(F) = (o(Bu &y) - o(4))) + 0(A5 .

Propriétés de la section construite au lemme 6e

1° La construction faite ci~dessus (dens le cas du type o ) s'applique aussi
au cas o deux sommets de F sont au mBme niveau. Il en résulte que la section
l S

0 peut se prolonger contintment 3 la partie de (56/%0) formée des éléments

ayant un col, et dont deux des trois sommets sont au m8me niveau.

2° La section o , définie sur (5 /% )(o o) Ber le corollaire du lemme 2, et

sur (5 /% )(1 s le lemme 6, peut se prolonger par continuité aux points

de (3 /% )* ayant 0 col et un point critique non de Morsce

Ceei se démontre & 1'aide du lemme suivant qui est une conséquence immédiate
de la proposition 7 de [2] s

1
IEMME 7o - Soient @ wun ouvert de (sa/xﬁ)° et ® un ouvert de (56/%0)
tels que & U ® soit un voisinege de 8 dans S /% . Soit o une section
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partielle continue de R , donnée au~dessus de @ « Soit Fe B3 s'il existe

un voisinage ¥ de F dans & u® tel que o puisse se prolonger en une sec=

tion continue au-dessus de & u ¥, on dit simplement que o est continue en F .

1° 5i o est continue en tout point Fe 8, o peut 8tre prolongée par con-

tinuité & A U B

2° 8'il existe un chemin o dans & U B traversant ® en F pour t= 1/2,

tel que o o o puisse 8tre prolongé en une fonction continue au voisinage de

t=1/2, alors o est continue en F .

3° 8i o est continue en un point F' situé dans la composante connexe de F

dans B, alors o est continue en F o

Le lemme 7 s'applique ici comme suite Soit F un élément de (ﬁoﬁmo)l ayant
0 col, et un point critique non de Morse, qu'on note e « On suppose par exemple
que la normale & F en e , sortante par rapport & f s est dirigée vers le haut,
et que (& un difféomorphisme horizontal prés) F coincide au voisinage de e
avec le graphe de la fonction 2 = = x? + y3 3 les points de ’(sdﬂmo)° assez
voisins de F sont alors du type o « Soit P le plan horizontal de e j; on peut
déformer F , par une isotopie horizontale laissant fixe un voisinage de e s €N
un élément F' de (50/:}&0)1 tel qu'en aucun point de P n F' le plan tangent
& F' ne soit verticale. D'apréds le 3° du lemme 7, il suffit de vérifier au point
F' 1la condition du 2° de ce lemme., Soient f; et P deux plans horizog&aux
Situéi{ le premier au~dessus, le second au~dessous de P j; on note f; nF = D, 3
IL nF = D2 3 on note respectivement Al » B et Az les adhérences des parties
de F' situées au-dessus de P . entre P et P , en-dessous de P_ o Si P,
est assez volsin de P, il existe un élément A} de G, situé au-dessus de
D, » se raccordant avec F' le long de aDl o Soit V un voisinage de e situé

1
- entre E+ et P 3 soit t avF% un chemin traversant (56/% )" en F' pour

t=1/2, tel qu; F% n (5? « V) soit indépendant de t 3 F% est de la forme
N\
F_L: Al U Btu Az avec Bl/2.= B H

posons 3

= A

= BV Bt U A2 .

Ile chemin t - F% traverse (5B/Ro)l pour t = 1/2 « Si 1'on a choisi P
assez voisin de P, Aj u B est un élément de &, donc A} u B, est un élé-
ment de & pour t assez voisin de 1/2 » Done, par construction de la sectien
o sur (so/xo)?o,o) et sur ($u/mo)?l’o) , on a, pour tout t assez voisin de

1/2., et différent de 1/2 :
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o(ch') = t([xi U Bt) + 0(162) .
La fonction t - o(Fg) peut denc se prolonger en une fonction continue sur tout

un voisinage de la valeur 3/2 o Il en est donc de mdme, d'aprés la continuité
de 1'addition dans R, de la fonction t - o(F}) «

Finalement, les résultats des numéros 1 et 3 du présent paragraphe peuvent se
résumer comme suit : gréice au 1° des lermes 2 et 6, la conjecture de Schdnflies
est complétement établic pour toutes les variétéds dont 1'arrondie est difféomor-
phe & D (efe [3], § 2, corollaire i1 de la proposition 1)-j-comme d'autre part
le lemme 4 de [2] s'étend sans difficulté 3 ces variétés, 1'espace gk/gk et
1'espace Sk/}&k relatifs au modéle M (efs [3], § 1, n° 2) sont canoniquement
homéomorphes pour k= 0, 1 , sss , 5 « Les résultats concernant 1l'existence de

sections partielles pour le revétement R peuvent donc s'exprimer indifféremment
en termes de l'espace G/G ou de l'espace /5 (somme topologique des espaces
5 /%, pour k=0, 1, ses, 5) ; dans toute la suite, on conservera le point
de vue §/5 ; ce qu'on a établi jusqu'd présent dans cette voie est rassemblé
dans la proposition suivante g

FROPOSITION 1o = le revBtement R -~ %/§ admet au~dessus de
(5 /ml) ,o) U (5 /x )(O o) Y (5 /%, )(l une section ¢ continue, additive,
¢ est—a-—dlre telle que, pour tout F ¢ (5 0/3& (0,0) et pour toute décomposition
d'Alexander de F en doux $léments L et B de (51/361)(0 o) » onadb s

o(F) = o(L) + ofB)

et vérifiant les conditions suivantes ¢

1
(¥) o est continue aux points de (5 ﬂ/?K%o) ayant 1 col, et dont deux som=

mets sont situés dans le m@me plan horizontale

1
(#%) o est continue aux points de (% O/L‘ﬁo) ayant O col et un point critique
non de Morse. :

2. Construction d'une section additivee

<

le Notion de bon arrondi et notion de complexité pour les modéles 3 deux ardtese

Soit F e (31/ }?,k)o (k=1, 2) ; la définition d'une décomposition d'hlexander
de F est analogue & celle donnée en [3] (§ 2, n° 2) pour k= 0O, mais il faut
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ici imposer une condition supplémentaire au cercle minimal C : son plan doit
8tre distinct de celui qui contient la face horizontale de F o L'élément de

ﬁk/xk (k=3,4 ou 5) obtenu & 1'aide d'une telle décomposition vérifie les
conditions suivantes 3 ses deux faces non adjacentes sont situées dans des plans
horizontaux distincts et non tangents & la 3e face, et cette 3o face est de Morse
pour la cote ; on définit (ﬁk/Rk)o (k=3, 4, 5) comme étant la partie de
ﬁk/xk formée des éléments qui vérifient ces conditionse On note (§/5)° 1'espace
somne topologique des espaces (ﬁk/xk)o pour k=0, 1, eeo , 5 e

Soit F e 55/%0 s et soit (F, D' , D") une double décomposition de F j
d'aprés les propositions 2 et 3 de [3], cette double décomposition définit (3
1l'ordre prés) un modéle d'associativité j; & ce modéle sont associés (comme dans
le corollaire de la proposition 3 de [3]) 6 éléments de &5 3 1'un de ces 4lé-
ments est F ; 4 correspondent & des modéles ayant une arBte (ce sont les éléments
associés aux décompositions simples (F, D') et (F, D") ) ; le ée élément a
deux arBtes. Supposons~maintenapt Fe (ﬁg/xb)o s on a alors la notion de double
décomposition d'Alexander de F s c'est une double décomposition (F , D', DM)
telle que (F, D') et (F, D) soient des décompositions d'Alexander, et que
les plans de D' et D" soient distincts ; les 6 éléments de 35 associds &
(F, D' , D") appartiennent alors & (3/85)° .

Soit F e (ﬁk/gk)o (k=3, 4, 5); soient D' et D" les faces horizontales
de F, € et C" leur bord respectif ; on dit qu'un élément F' de (SL/M&)?Oﬂ»
arrondit bien F le long de C' si les faces horizontales de F et F' se

raccordent le long de C' de fagon que i E} existe, et si F' ne rencontre,
ni le plan de D" , ni aucun plan horizontal tangent & F « Seit de mfme F*
arrondissant bien F le long de C" , on suppose en plus qu'il n'existe aucun
plan horizontal rencontrant & la fois F' et F" ; on dit alors que 1'élément
F o de (5/#)° défini par :
DoFrd ot

)
est un bon arrondi de F . Il est immédiat que la complexité de F0 est indé-
pendante du choix particulier de F' et F" ; par définition, c'est la complexité
de F .,

Propriétés immédiates.

10 Soit F e (sk/:mk)c’ (k=3, 4, 5) ; soient F' et F" définissant un
bon arrondi FO de F ; alors Fo est un bon arrondi (au sens de [3], § 2, n° 1,
définition 2) pour chacun des arrondis partiels de F respectivement définis par
" et T, -
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2° Soit F e (zs]/aek)° (k=1,2) ; sofent A et B les éléments d'une
décomposition d'Alexander de F ; la complexité de A et celle de B sont au

by

plus égales & celle de F

3° Soit F e (SO/%O)O s soit (F, D', D") wune double décomposition
d'Alexander de F o

ae Les 5 éléments de (3/5)° définis (outre F ) par cette décomposition sont
de complexité au plus égale & celle de F

be Si 1'une au moins des décompositions (F , D') et (F, D) est simpli-
fiante, 1'élément & deux arbtes défini par (F, D', D) est de complexité
strictement plus petite que celle de F o (Donc, si chacune des décompositions
(F, D), (F, D" est simplifiante, les 5 éléments définis par (F , D', D")
sont de complexité strictement plus petite que celle de F )

2. Construction d'une section additive au-dessus de (5/5)° o

Définitione = Soit Y wune partie quelconque de (5/6)° 3 on dit qu'une sec-
tion o du revltement R - §/5 , définie au~dessus de Y , est additive si pour
tout F € ¥, et pour toute décomposition d'Alexander de F dont les éléments
A et B appartiennent 3 Y, on a:

o(F) = o(t) L «(B)

avec le signe + ou le signe -~ suivant que la décomposition est additive ou
soustractive.

FROPOSITION 2+ =~ Soit o une section continue et additive du rev8tement R,

ot s ) ) ) o
définie au-dessus de (51/361)(0,0) U (go/xo)(o,o) U (SO/RO)(l’O) , et vérifiant
la condition (%) de la proposition le

La section o peut se prolonger d'une maniére unique en une sectien ¢ con~
tinue et additive au-dessus de (5/5)° »

Remarques =~ Seule l'existence d'un tel prolongement sera utilisée dans la
suites

La démonstration de la proposition 2 repose sur deux lemmes de récurrencee
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Premier IEMME de récurrences =~ Soit (i, j) un couple d'entiers tel que
(1, 3) >(2, 0) « Soit o une section additive de R définie au~dessus de

(&/5)2(1 j) 3 o peut se prolonger d'une maniere unique en une section o addi-
’ L3 > — 3
tive au~dessus de (3/5)2(1’3) U (5'%%)?1, ) ¢Sien plus ¢ est comtinue, g est continues

Démonstration du premier lemme de récurrcnces - On peut supposer (36/%0)?1’3)
non vide (sans quoi le lemme est trivial)e Soit F € (50/?»30)0:_L \ } puisque
(i, ) =>(2, 0), il existe d'aprés le lemme 2 de [3] une déeomposition
d'Alexander simplifiante (F, D) de F ; soient A et B les éléments d'une
telle décomposition ;3 o(A) et ofB) sont définis ; nécessairement T(F) doit
vérifier

(1) 5(F) = o(4) = o(B)

avec le signe + ou = suivant que la décomposition est additive ou soustractive;

ceci montre 1l'unicité de o e

On va montrer que la valeur de o(F) définie par (1) est indépendante de la
décomposition choisies Soit (F , D') wune autre décomposition d'Alexander sime
plifiante de F , soient A' et B' ses éléments 3 on peut supposer {en intro-
duisant au besoin une 3e décomposition) que les plans de D et D' sont distincts;
(F, D, D') est alors une double décomposition d'Alexander au sens du n° l. ILes
éléments de ({5{/55)o associés & cette double décomposition sont F , &, B, A', B,
et un 6e élément qu'on note H o D'aprés la propriété 3 (b) du'n® 1, la complexité
de H est strictement plus petite que celle de F , donc o(H) est défini. Entre
les éléments of(F) (défini par (1)), o(A) , o(B) , o(a') , o(B') et o(H) ,
trois des quatre relations d'additivité possibles sont vérifides ¢ 1l'une d'apres
(1), deux autres d'aprés 1'additivité de o j; il résulte donc du corollaire de
la proposition 3 de [3] que la 4e relation d'additivité est aussi vérifiéde, ce
qu'il fallait démontrers

Additivité de o ¢ elle est vérifide par constructione

Continuité de O lorsque o est continue : soit F un élément de SE/RO

- assez voisin de F ; soient D , & , B comme ci-dessus ; 1l'intersection du plan
horizontal de D et de F contient un disque D voisin de D j (¥, D) est
une décomposition d'Alexander simplifiante de F , dont les éléments K et B
sont respectivement voisins de A et B j donc d'aprés la continuité de o,
O(K) et o(i@ sont respectivement voisins de o(A) et o(B) ;3 donc d'aprés la
continuité de 1'addition, o(F) est voisin de O(F) »
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Sécond IEMME de récurrence- — Soit (i, j) un couple d'entiers positifs ou

nulse Soit o une section additive et. continue de R, définie asu~dessus de

(51/}@1)»(0 o) Y (3‘/55)<(:L 5 Y ( O/za (1,5) ? et Verlf:.ant (lorsque i est # 0)
la cond:Lt:Lon (%) de la proposition l. La section o peut se prolonger d'une

manidre unique en une section &, contimue ot additive au-dessus de (§/5)2 <(4,3)°

Démonstration du second lemme de récurrences =~ On suppose (50/}60) C(’i 5) non
t4

vide (sans quoi le lemme est trivial).

Unicité et continuité de G : Soit F e (sl/mk)‘(’i g @vee k=1,2,3,4
1
ou 5 3 deux cas sont & distinguer 3

lor Caso = k=1 ou 23 alors F a une face horizontale unique D, de
bord C § on arrondit bien F le long de C & 1'aide d'un élément A de
(31/3(1 )¢ ) ; on note B le bon arrondi de F ainsi obtenu ; on a suivant
les cas %‘ - 2& o D'aprés la définition de la complexité de F , la complexité
de B est (:L , §) ; donc of(B) est défini ; nécessairement 5(F) doit

vérifier
(2) 3(F) = o(B) E o(a)

(ce qui montre 1'unicité de o dans ce cas)s Si A varie continfment en conti-
nuant & bien arrondir F lc long de C, B varie continfment et reste dans

¢ O/R )° 5 donc o(A) et o(B) varient continfmente Comme, d'aprés le corol=
laire du lemme 3, le sous-espace de (31/ Zﬁl) (0,0) formé des éléments qui arronwe
dissent bien F 1le long de G est connexe, la valeur de o(F) donnée par (2)
est indépendante du choix particulier de 4 o

D'autre part, si F est assez voisin de F s on peut arrondir F e long de
son ardte C & 1'aide d'un élémemt A voisinde A3 B est alors voisin de
B, donc (F) est voisin de G(F) o

2 Cass = k=3, 4 ou 5 ; alors F a deux faces horizontales D' et D",
de bords reapectifs C! et C" 5 on arrondit bien F le long de C' & 1'aide
d‘un element A' de (31/}61)( o) 5 oB obtient ainsi un élément B' tel que
F=B tD , dont le modele est M ou M, et la complexité (i, j) ; dome

Ié rd

o(B') a été défini ci-dessus j; nécessairement o(F) doit vérifier s
(3) B(F) = 3(B') = o(A)

(ce qui montre 1'unicité de © dans ce cas) j puisque o(B') varie continfment
avec B' , la valeur de O(F) donnée par (3) ne dépend pas du choix particulier
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de B' , et est une fonction continue de F o Il reste & montrer que le mlme
proecédé appliqué en remplagant C' par C" , conduit & la mBme valeur de o(F)
On arrondit F 1le long de C" & 1l'aide de A" ; on note B" 1'arrondi partiel
de T ainsi obtenu ; on choisit A" de fagon que A' et A" définissent un
bon arrondi F0 de F; D' et D" définissent une double décomposition
d'Alexander de F_, dont les éléments sont (outre F_ ), A", B', A" B" et
Fs; ofF ), ofd') , ofa") , o(B') , o(B") et o(F) sont définis (ce dernier
par (3)) 3 trois relations d'additivité sont vérifides s d'une part (3), et d'au-
tre part les deux relations provenant de la définition de o(B') et o(B") , par
exemple

S(B') = o(FO) L o(am) ;
la 4e relation est donc aussi vérifiée, ce qu'il fallait démontrers

Additivité de T e = Soit Fe (sl/xk)‘(’i’j), aveec k=0, 1,2, 3,4 ou
5 3 il faut distinguer trois types de décompositions d'Alexander.

ler typee = k=1 ou 2 et (F, D) est une décomposition simplifiante.

Soient A et B les éléments de (F, D) ; on suppose que B est celui
d'entre eux qui a deux ar8tes. Soit D' la face horizontale de F j soit F!
& Ve ) o]
un élément de (gl/%],) (O, O)
F' de fagon que D et D' définissent une double décomposition d'Alexander de

définissant un bon arrondi Fo de F 3 on choisit

F 3 les éléments de cette décomposition sont (outre F_), F, F' , A, B, et
un sixiéme élément qu'on note A' 3 A' est l'arrondi partiel de B défini par
F' . Tous ces éléments sont de complexité < (i, j) , de sorte que © est défini
pour chacun d'entre euxe Trois relations d'additivité sont vérifides s

10 Celle relative & la décomposition (FO s D) (car cette décomposition est
simplifiante) ;
2° Celle qui résulte de la définition de O(F) d'aprés (2)
oF) = ofF ) gy .

3° Celle qui résulte de la définition de G(B) d'aprés (3)

3(B) = 5(a') L o(F')

La 4e relation est donc vérifide, ce qu'il fallait démontrer.

26 types = k= 0 et la décomposition (F , D) n'est pas simplifiantee

Lorsque la complexité (i, j) de F est (0, 0) , 1'additivité & lieu par
hypothése ; on guppose donec (i, j) > (1, O) « Soient A et B les éléments
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de (F, D) ; 1'un d'entre eux appartient nécessairement & (31/%1)?0 o) » SWP-
’

posons que ce soit A .

Cas ou (i, j)=(1, 0)e =81 F est un bon arrondi de B, 1'additivité
résulte de la définition de oB) d'aprés (2)« Si F n'est pas un bon arrondi
de B, on choisit un élément A' de (51/361)‘(’0,0) tel que F' = BEL A soit
un bon arrondi de B ; on a alors :

(4) o(B) = ofF') + o(A") .

D'aprés le corollaire du lemme 3, il existe un chemin continu t - A.t joignant

A 3 A' dans (ﬁi/kl)oo o) ? tel que, pour tout t, Bt z; existe § soit
ﬁ; défini par : F, = BEA, . L'application t - O(At) est continue ; d'apreés
la condition (%), 1'application t - O(Ft) peut 8tre prolongée en une fonction
continue sur tout [0, 1], la fonction t »o(Ft) ¥ o(At) est donc constante ;

done d'aprés (4)
?J-(B) = C(F) ¥ O'(A) »
ce qu'il fallait démontrere

Cas o (i, j)=>(2, 0) ¢ ~Soit (F, D') une décomposition simplifiante
de F en deux éléments A' et B' ; 1'un de ces éléments contient le bord de
D, on suppose que c'est B' ; en plus on choisit D' tel que son plan soit
distinct de celui de D; (B, D') est alors une décomposition d'Alexander sim~-
plifiente de B3 (F, D, D') est une double décomposition d'Alexander de F ,.
dont les éléments sont (outre F ), A, B, A' , B' et un sixiéme élément qu'cn
note H et dont la complexité est (d'aprés la propriété. 3 (b) du n® 1) stricte-
ment plus petite que (i, j) 3 ofF) 4 o(4) , o(A') , ofB') , O(B) sont
définise Trois relations d'additivité sont vérifiées :

1° Celle relative & (F , D') (d'sprés 1l'additivité de o) ;
2° Celle relative & (B, D') (car elle est du ler type considéré ci-dessus) 3
3° Celle relative & (B' , D) (d'aprés 1'additivité de o ).

La 4e relation est donc vérifide, ce qu'il fallait démontrere

3e typee = k=1 ou 2 et la décomposition n'est pas simplifiante.

On procéde exactement comme pour le ler type ci=-dessus 3 les relations d'ad=
ditivité 1°, 2° et 3° sont encore vérifides ; mais cette fois la relation 1° est

vérifide parce qu'elle correspond & une décomposition du 2e type ci-dessus.
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Ceci achéve la démonstration du second lemme de récurrence.

by

Démonstration de la proposition 2« = On considére la restriction de o &
(o]
(5,/%1) (o

(avee éi , 3) = (0, O)S; on obtient ainsi un prolongement continu et additif

0 . . . .
0) v (Sb/ﬁo)(o o) 3 on lui applique le second lemme de récurrence

\

3 (3/5)?0 o) * On a ainsi défini un prolongement ¢ de 0 &

(EZS)(O o) Y (3 /% )(1 o) } cette section O vérifie la condition (%) (qui se
conserve ev1demment par prolongement) et elle est additive (car d'une part sa
restriction & (3/5)( 0) est additive, et d'autre part il n'existe pas de décom-

position d'un élément do (5 /% )(1 o) ©n deux déléments de (3/5)(0 o)‘J( C)(Hﬁy'

On peut donc appliquer de nouveau le 2e lemme de récurrence, avec cette fois
(i, j) = (L, 0) « Fuis on applique le ler lemme de récurrence, puis de nouveau
le 2e, et ainsi de suite. Le prolongement obtenu est unique, puisqu'il en est
ainsi & chaque pas.

3. Prolongenent d'une section additivee

PROPOSITION 3, - Soit o une section partielle continue et additive du revé=
tement R, définie au-dessus de (3 /% )% u ( /Jﬁl)o LJ(?%/RQ)O o« Pour que o
puisse se prolonger par continuité & (5 Am ) s il suffit que o vérifie la

condition (%) de la proposition 1 (c! est-a—dlre, que O soit continue aux points

T
de (Soﬂmo) ayant O col et un point critique non de Morse).

La confrontation des propositions 1, 2 et 3 montre que le revétement R admet
une section continue au~dessus de (%Oﬁxo)o U (50/R0)1 3 ceci achéve la démons-
tration de la rullité de n_ (Diff s3) .

Le principe de la démonstration de la proposition 3 est le suivant ¢ on vérifie
la condition du 2° du lemme 7 en tout point F de (%O/xo)l e On examine succee-
sivement trois cass

l, Premier casc = F est un point de (so/k ) oy se croisent deux singularités

dont l'une au moins est un scrmet S o

Soit C un cercle horizontal de F suffisamment voisin de s 3 C définit
une décomposition d'Alexander de F en deux éléments A , B3 soit A celui qui
contient s ;3 A est un élément de (sl/ze,l (0,0) * Soit t + A_ un chemin dans

’

t
(51/R1)(0 o) vérifiant les conditions suivantes 3
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1° A, est constant en dehors d'un petit voisinage de s 3§

1
[o] -—
2 A1/2 = A
3° La cote du sommet de A, est, au voisinage de la valeur t= 1/2 , une

t
fonction strictement croissante de t »

Supposons par exemple l&\ décomposition (A, B) additive ; soit F, 1'élément
\
de 2’5‘0/380 défini par : T, = B4+ hy o Le chemin t » F, traverse (50/360)1 en
F pour t=1/2 .« Pour t# 1/2, on a d'aprés 1'additivité de o
O(Ft) = o(B) + O(At) 3
donc, d'aprés la continuité de 1'addition dans R, la fonction t - G(Ft) peut

se prolonger en une fonction continue au voisinage de t = 1/2 3 la condition du
2° du lemme 7 est donc vérifide en F o

2¢ Deuxiéme case = F est un point de (8§ 0/3(:0); ; autrement dit, F a un point

eritique non de Morse, qu'on note e .

La démonstration se fait par rdécurrence sur la comblexité de F , notion dont
la définition est analogue & celle donnée en [3] (§ 2, n°® 2) dans le eas de
(3 0/3€O)0 s & ceci prés qu'on doit icil rejouter le point ¢ & 1'engemble des colse
Autrement dit, i est le nombre de cols plus un ; un cercle C de F est dit
~ essentiel s'il est situé dans un plan horizontal non tangent & F , et si, sur
la composente de F = C qui ne contient pas e , il y & au moins un col ; la
définition de j est inchangée, et la complexité de F est le couple (i, j) »
Soit (A, B) une décomposition d'Alexander de F 3 on suppose par exemple :
e € A+ La complexité de B a été définie au § 2, n° 1 3 on définit la comple-
xité de A comme suit : c'est celle d'un "bon arrondi & de A (& est un
élément de (50/ Z@o); )e On a donc encore la notion de décomposition simplifiante
de F ; il existe une telle décomposition dés que i >2 .

S1 F est tel que i= 1, la continuité de o en F a lieu par hypothdse &
c'est la condition (#*#)e Soient i > 2 et j > 0 ; supposons établie la conti-
nuité de o en tout point de ( 5 / % ) de complexité sirictement plus petite
que (i, j) ; soit Fe \5/%) . de complexité (1, j) 3 on va démontrer la
continuité de o en F . On consmére une décomposition simplifiante de F en
deux éléments A et B3 on suppose que e € A 3 soit V un petit voisinage de
e soit t »F  un chenin traversent (3 /2'1% ; en F pcfur t=1/2, tel que
F n (R3 - V) soit mdependan‘b de t Supposons par exemple la décomposition

( » B) additive ; Ft est alors de la forme suivante
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A A A A
Ft = B+ At avec A, c V et Al/? = A .
Soit A wun bon arrondi de 4 » Jel que i soit de la forme A F :t:\' , avec
t nV=p; posons K:’t Z} = ﬂ£ 3
qui traverse (ﬁo/ko)i au point X s dont la complexité est strictement plus

ct

ceci définit dens /%  un chemin t =k ,

petite que (i, j) . Donc, d'aprés 1'hypothése de récurrence, la fonction

t - U(Xt) , définie pour t # 1/2 , peut se prolonger en une fonction continue
au voisinage de = 1/2 ; il en est donc de mlme, d'aprés 1'additivité de o et
la continuité de 1l'addition dans R, des fonctions t - O(At) et t = O(Ft) 3

ceci acheve la démonstration.

3¢ Troisiéme cags -~ F est un point de (30/1!60)[13 ol se croisent deux colse

La démonstration se fait par récurrence sur la complexité de F , notion dent
la définition est, dans ce cas, exactement celle donnée en [3] (§ 2, n° 2). Soit
F un élément de (5 o/uo); tel que deux cols ¢ et c¢' de F soient au mBme
niveau ; soit (A , B) une décomposition d'Alexander de F o Deux cas peuvent
se produire : ou bien la décomposition est "séparante", c'est=d-dire telle que
c et c' appartiennent 1'und A, l'autre 8 B, dans ce cas & et B sont
des éléments de (3/$)° dont la complexité a été définie au § 2, n° 1 3 ou bien
c et c' appartiennent tous deux & 1'un des éléments, par exemple A ; on défi-
nit alors la complexité de A & 1'aide d'un "bon arrondi" A (qut est un 814~
ment de (50/3{’,0);; o1 se croisent deux cols). On a donc encore la notion de
décomposition simplifiante de F ; mais cette fois ne ne peut affirmer 1'exise
tence d'une telle décomposition que pour i >3 « C'est pourquoi le cas i= 2
nécessite une étude particulidre (de laquelle il résulte d'ailleurs qu'il n'existe
pas de décomposition simplifiante dans ce cas)e

Cas i =2 »
Le lemme suivant permet de classifier les configurations possibles 3

IEME 8. - Soit F € 50/?@0 e Soit P un plan horizontal, tengent ou nona F .
Si PnF n'est pas connexe, F posséde un dehors de P au moins une singulam

rité autre qu'un sommete

Démonstration du lemme 8 = Soit (a, b) un intervalle contenant a son inté-
rieur la cote de P . Si (a, b) est assez petit, @2 x (a, b)) n F n'est

pas connexe. On choisit a et b pour qu'il en soit ainsi et que, en plus, les

plans horizontaux de cote a ot b ne soient pas tangents & F ; 1'intersection
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de chacun de ces plans avec F se compose alors d'un nombre fini de cercles. Si
tous les po:.nts singuliers de F situés en dehors de R2 x (a, b) étaient des
sommets, (R x (a, b)) nF s'obtiendrait en enlevant de F un nombre fini de
disques ouverts disjoints, et par conséquent serait connexe, contrairement &
1'hypothéses

Application du lemme 8¢ = Soit F un élément de (30/ 2@0) é 3 on suppose que F
a en tout deux cols, et que ces cols sont tous deux situés dans un plan horizon=
tal P o D'aprés le lemme 8, PnF est connexe 3 P nF est donc une courbe
différentiable connexe, avec deux points de self-intersection transversalee La
classification de ces courbes relativement aux difféomorphismes du plan, est la

suivante :
Type Ia Type Ib Type Ic
Type 1 d Type ]’.e Type II

Cas cu PnPF est de 1l'un des types I o - Il existe alors sur Pn F une
boucle L qui est minimale, c'est-d-dire telle que 1'intérieur du disque DP ’
que L borde dans P, ne rencontre pas F « L'un des disques que L borde sur
F a pour unique singularité un sommet s j on note ce disque D « Soit c¢ 1le

F
point anguleux de L ; le couple (c, s) est primitif (cfe § 1, n® 2). Soit ¢

—
le second col de F o Soient V un voisinage de DP U DF et W un voisinage
de e¢' tels que VNW soit vide ; on note

FﬂV:A; FOW:B; F-—(AUB):H .

Soit t +TF} un chemin dans §/% , de la forme :

| - —
Ft..HuAuBt avec Btcw et Bl/2."B 3
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tel que, pour t#£ 1/2, F} € (56/Rb)o et que la cote du col ¢
dans W soit fonction strictement croissante de +t j ce chemin traverse (gb/xb)

' , ° Ve
" de Ft s:Ltuei

en F pour t=1/2 .

Soit t +F, un chemin dans 36/%0 donné par le lemme 4, de la forme s

Ft=HuAtuB avec AtcV et Ao-.:A ,

1 ’
traversant (56/%o)a en un point, et tel qu¢ F, n'ait aucune singularité dans
V 3 d'aprés la condition 3° du lemme 4, on peut supposer que le col Cy de Ft
situé dans V varie dans un intervalle strictement compris entre la cote de
c; et celle de ci .

Considérons 1'application s

[0,1]x[0,1]5(t, u»Huk uB .

La restriction de cette application au bord du carrd définit un lacet £ de
point de base F homotope 0 dans 55/% e Lo lacet ¢ est a valeurs dans
(%a/% )° u (56/% ) y €t sauf en F, ne passe en aucun point de (ﬁh/% ) o
se croisent deux cols. Il en résulte (d'aprés 1'étude faite ci-dessus des deux
premiers cas) que le relévement du lacet £ qui, au départ de F s est dans
1'image de la section o, est encore dans cette image au voisinage de 1'extré=-
- mitée Puisque le lacet £ est homeatope & O dans 50/%0 , aprés avoir déerit
£ on.revient au-dessus de F dans le feuillet de départ 3 donc la section =&
est continue en F .

Cas o PnF est du type II. = On note Z le sous-espace de (S /% ) formé

des éléments F (3 deux cols, tous deux situés dans le plan horlzontal P) tels
que Pn F soit du type IIe Soit F € Z; les demi-normales 3 F en ses deux
cols, sortantes par rapport & % s sSont toutes deux dirigées dans le mBme sens
(sans quoi F serait difféomorphe au tore S1 x S1 Je On en déduib, en procédant
comme au n° 3 du § 1, que Z a deux composantes connexes, qui se déduisent 1'une
de 1'autre & 1l'aide de la symétrie autour d'un plan horizontal. Il résulte donc
du 3° du lemme 7 qu'il suffit de vérifier la continuité de o en un point pare
ticulier de Z

Considérons la surface Fo d' équation

(x? + yz + 22)2 - (x2 + y2 + zz) - 9y2 z+2=0 .

F est un élément de 5 /K , ayant en tout deux cols ¢ et c' , tous deux
situés dans le plan {z = 1/4} ; 1'intersection da P avec ce plan se compose
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de deux cercles F0 est stable pour la symétrie d'axe Oz , qui échange c
et c', ainsi que deux sommets s et &' et Fo o Soient V wun voisinage de
Sy W un voisinage de c ; on note V' et W' les symétriques respectifs de
V et W par rapport 3 Oz « On choisit V et W assez petits pour que

Vi, V', W et W soient disjoints, et pour que les projections de V et W
sur Oz soient disjointes. On note :

F nV=2A; F nV' = A 3
o )
F nW= B3 F nW =8 H
) o
Fo..(AuA'uBuB')zH .

On considére deux chemins dens 5 O/Ro :

t»F cHUA UA'" UBUB' avec A, cV et A = A

“-e

t t t o)
et
T — it 1 —
t-*Ft..HuAuA uBtuB avec Btcw et BO_B o
On suppose que Ft a, dans V , pour singularité unique un sommet s i dont la

cote soit fonction strictement croissante de 1t 3 }3‘1 est alors un élément de
Z « On suppose que %’t a, dans W , pour unique singularité un col Cy 9 dont

la cote soit fonction strictement croissante de t o On note A' 1le synétrique

t
de At par rapport & Oz , B_'b celui de Bt e On considére les chemins sui-
vants dans 5 _/k o
t-eHuAluA'uBtuB' 3

t p'b(H Ud UuA'UB UB) (o p, désigne la rotation 4'angle
tn autour de Oz ) ;

t"H'UAtUALtUBUBi 3
? !
t+Hud vl UBUBl_t .

L'origine de chacun de ces chemins est 1'extrémité du précédent 3 leur composé
est un lacet £ de point de base F, dans § 0/360 o le lacet £ prend ses
valeurs dans (50/ 3&0)0 U (50/ Jﬁo)l , ot sauf en F, ne passe en aucun point de
(30/360)1 o1 se croisent deux colse Tout revient donc (comme on 1'a vu pour le
type I) & montrer que £ est homotope & O dans 2‘50/160 e Or ¢ est homotope
au lacet 2' , de point de base F s défini par t - pt(Fo) e Soit, pour
Ael0, 1], F) la surface d'équation 3

(x2+y2+22)2‘-(x2+y2+22)-9?\.y2z+z=0 3

il est facile de voir que pour tout A e [0, 1], Fi est un élément de 30/?‘10 .
Soit ¢} le chemin t - pt(Fa\) 3 c'est un lacet de point de base F3 5 car F}
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est symétrique par rapport & 0Oz « Or, d'une part 2! = 2' ; et d'autre part 2;
est un lacet ponctuel, car F(‘) est de révolution par rapport & Oz ; donc £°!
est homotope & O dans 50/%0 3 il en est donc de mBme de £ .

_C_}_gg 1>3e¢~-Soient 123 et j >0; supposons établie la continuité de e
en tout point de (50/ ;ao); oi se croisent deux cols, et oi la complexité est
strictement plus petite que (1, j) o Soit F un point de complexité (i, j)

o1 se croisent deux cols ; il existe une décomposition d'Alexander simplifiante
de F ; s'il en existe une qui soit séparante, on raisonne comme dans le premier
cas ci-dessus (cfe n° 1) ; sinon, on raisonne comme dans le deuxidme cas (cfe n°%)e
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