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Séminaire H. CARTAN 16 - 01
L5e année, 1962/63, n° 16 & 19 18 et 15 mars, 22 et 29 avril 1963

CLASSIFICATION DES VARIETES DIFFERENTIABLES, (n - 1)-CONNEXES,
SANS TORSION, DE DIMENSION 2n + 1

par Ttiro TAMURA ()

1, Variétés différentiables W .
"

Soit n>4 , et soit | = (M' ’ u") un élément de la somme directe des groupes

dthomotopie de groupes orthogonaux spéciaux nn_l(SO(n +1)) = nnyl(SO) (1e groupe
d'homotopie stable) et ﬂh(SO(n)) :

p=(', ) emn (80(n + 1)) @ ny(s0(n)) = m_,(50) @ m (S0(n)) .

= 1
%L 3) le ribré orienté de base S, fibre DT

(12 (n + 1)-boule), projection p , dont l'application caractéristique est ' «

. n
Désignons par (& , , 87, D

Les structures différentiables (usuelles) orientées de s® et de Dn+l donnent
une structure différentiable orientée & A , . "Différentiable" signifie toujours
indéfiniment différentiable. Le bord A , de A , est un fibré de base s*,
fibre S° , projection p ='5|BAM, : " "

n

n
(aA“,,s , S

’ P) .
On sait que l'application canonique
m,_4(80(n)) — m _,(s0{n + 1)) = m ,(s0)

est surjective. Alors ce fibré a une section s . Donc, on a

nq(&p") 0, q_=o,1,.-.,n-l 9

ﬂn(aAH,)=g+§ .

Celui-ci est engendré par les classes représentées par s et p_l(x) (x & s™) .

Soit
Dn+l N n)

W:A.‘U( D

M b
la variété différentiable compacte orientée, avec bord, obtenue par recollement de
A, et de Dn+l x D" (orientée) au moyen d'un plongement préservant les orienta-
tions :

1
g H aDn+ X Dn hed aA-pJ' }

(*) Les rectifications, qui foisaient 1l'objet d'un erratum joint au tirage ini-
tial, ont été incorporées dans le texte du présent tirage.
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les orientations de D™ x D® et de dAu, étant compatibles avee celles de
Dn+l x D% et de Ap' respectivement, tel que
g™ x 0) = p~ () (x € s7) ’
(Dml x 0) U 'E'l(x) = g+t (12 (n + 1)=-sphére usuelle) ’

g| (0™ x0)

et que 1l'application caractéristique du fibré du voisinage tubulaire (fermd de
™ . o U ETJ(x) dans W _ soit p" . W est bien définie par u

gl (307 x0) g g
et ne dépend pas du choix de g (cfe [14] (%)), wp
fibrés (&,, , %, p*t , P) avec l'application caractéristique p' et
(A“" , S, 0%, B') avec 1'application cafactéristique p" , clest-a-dire,
W est la variété différentiable compacte orientée obtenue & partir de Ap' et

de AH" en identifiant

- — - 1
SR =02 « D et O™ =0 D par (x, ) =y, %)

est le "plombage" des deux

Evidemment on a
nl(W“) =0 ’
B = q#0,n,n+l
BM) =B 0)=H,0)=2 .

Les groupes d'homologie et de cohomologie sont toujours & coefficients entiers,

sauf mention explicite du contraire.

Le bord c’)W"l est homéomorphe 2 s*m (e, [9])

oW e P ,
M

ot 6% est le groupe des structures différentiables sur S% (efe [7], [10],
[ti])e
2n 214 asops . 2n+l
Si oW, =8 , la variété différentiable W U D obtenue par recollement
2n+l B 2n+l
de wp et de D est

(n = 1)=connexe, et

2n+ly 2n+ly
Hn(prLJD )_Hm_l(wHLLJD ) =2 .

t
au moyen d'un difféomorphisme ¢ 3 GWH - S2n = oD

2e¢ Présentatione

On va démontrer la proposition suivante s

(*) Les chiffres entre crochets renvoient & la bibliographies
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1' I e rd 2 3 ’
PROPOSITIONe =~ Soit M?n* une varieéte différentiable compacte orientée, sans

bord, (n = l)=connexe, sans torsion, de dimension 2n + 1 , (n étant =4 ),

telle que
ﬂl(M?nfl) _ 0
Z qgq=0,2n+1 ,
Hq(m‘?n*l>=émg (r21)  a=n,n+l,
sinon |,

L
ou (f)z désigne la somme dire.ie de r groupes cycliques infinis. Alors M?n*

est la variété différentiable obtenue par recollement de tq W et de la boule

i=t
D2n+l au moyen d'un dlffeomorphlsme
cs oA ) -t
1—1 Hi
W (5w yupRet

it Mo r
ou t% désigne la somme connexe & bord ('boundary-connected sum") et tq W“
— i=l Mi

désigne la somme connexe & bord de W, W, «ee , W [7], [13]s
My Ha Moy

Démonstration. = D'aprés un théoréme de SMAIE [3], [15], il existe une fonce
tion différentiable £ : M [0
critiques non-dégénérés B 5 8 5 see 58,y by, by, eeey b, b tels que

s 2n + 1] qui a précisément 2r + 2 points

f(ao) = 1'indice de a =0 ,
f(ai) = 1'indice de a; =n i=1,2, eeayr ’
£(b;) = 1'indice de by =n + 1 1=1,2, ce,1r
£(b,) = 1tindice de b =2n +1 .
On notera
' 1 -l 1
W= f-l[O , I +.23 5 W' = f [n ts s 2n + 1] .
M?n+l
8y 9y 8y y see ar représente un systéme de générateurs de ) =H (W) .

b 5 by , ees , b, représente un systéme de générateurs de Hn_l_l(M.zn+ )

et, de m8me, celui de Hn(W’) :<i)§ par dualités W est une variété d'anses
("handlebody") [13] :

2n+1 n n+l

W=D u (0] x p+l

) U (0y % D37 U ees u (D] ;’*l)

(3) (2,) e



c'est-d~dire, W est la variété obtenue en
\ 2n+l
1
aD? « D;l+l 5 6D2n+

Evidemment on a

RI(W) =0 ’

4 q
W) md
H (W 7
q '@- q
0 q

2 I - l
On peut choisir des générateurs a; , 8l 5 see a; de Hn(M2n+ ) et

recollant r anses
plongements

l,2,...,r .

=n 9

#O’n L]

n+l

a%.ObS.:éij i,j:l,»z,ooo,r [ ]
Soient
£280 875U i=1,2, 0,1

des applications telles que

[fi(Sn)]=ai i:l,2,...,r ’

16 - 04

ol [fi(Sn)] désigne 1'élément de Hh(W) représenté par fi(Sn) o On peut sup=

poser, d'aprés un théoréme de WHITNEY [20], que les £, (1=1,2, eeeyr)

sont des plongements dans Int W et que
n ny _
£4(87) n £,(8%) = ¢

i#3j .

Soient N(fi) (1=1,2, eee , ) des voisinages tubulaires des fi(Sn) dans

Int W, tels que

N(fi) nN(fj) = ¢

Connectons N(fi) et N(fi+l) par un tube Di x Din plongé dans Int W

(i=1,2, 400, r=1) de fagcon que

1 2n _ 1
N(fi) n (Di x Dy ) = bN(fi) n (Di

i#] .

x Dfn) = (= 1) x Din

1 _2n ] 12 2
N(fi+1) n (Di x Dy ) = a»f(ﬁi+1) n(Di X Din) = (1) x Din

NE) o (0 %03 =g (5 A1

s 1+ 1) ,

@;xﬁﬁn(ﬁxn?)=¢ i#£3

alors on a la somme comnexe % bord W de N(£;) 5 N(E) 5 een N(f) , réalisée

dans Int W ¢
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~ I‘
W= N) cInt W .
i=1 =
N
Evidemment W est une variété d’anses :
A 1 1 1
W=D G 00 % DY) U 0F % D5T) Ueee 0 R X DB
(al) (ag) (ar)

~
Considérons la variété différentiable compacte orientée W = Int W dont les bords

sont MW et - a0 o I1 est aisé de voir que
B , =Hq(w-1nt§}9 M) = U0« Inb W, W) =0, q=0,1,2, ..
I1 en résulte que les injections

MWt

W > W o Int W

sont des homotopie-équivalences. Alors OW et OW sont h~cobordantes. Done,
d'aprés un théoréme de SMAIE [15], on a
WelIntW=0WxI=0WxlI ’

et on peut identifier W et W 3
T
e+l (0] x D n+l) u (D x D"*l) Uses U (D ;"”l) =5 &
1=l
(al) (az) (a') +

W=D

ou onaposé A},l'-—_N(fi) (i:lyzyooo, I‘) .
i
De mBme, on a

1 1 1
Wt = D2n+l U (D:;‘l n}- ) U (D X D;H- ) U eese U (D? Dn+ ) .
(o)) (b) (6)

Alors M2n+l - Int D2n+l est la variété différentiable obtenue en recollant r

by

anses b} 5, bl 5 oee bl & W par les plongements

| a nbl .
g; ¢ Dl x D% > oW 3
1 e 1 1
o e pR oy (o} ( {\ D) u ( 2*( x) Dy) U see U (Dn+ * D?) .
| b (o)
Soient s, une section différemtiablo du fibré (34 , , s, 8", 1; ) et
Hi

-l - 3 ]
1 (xi) une fibre (x, € S, i=1,2, 4sc , T o Bvidemment on a

AL
n (W) =2 ’
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qui est engendré par les classes représentées par Sy » p;l(xi)
(i=l,2,...,r) « Soient

Py
Pl
les projections dans un facteur engendré par {s;} et {pzl(xl)} respectivement.

Alors, il est aisé de voir que

1
pl({gi(aDn.l. x O)}) =0 i=2 9 3 9 oee 4 I ’

J‘tn(aff) -)Z ’

nn(aW) =2

1
pi(ef@P™ % 0)}) =0  i=2,3,..,r .
Donc, d'aprés un théoréme de WHITNEY [20], on peut supposer que

l .
8 N gi(bDn* x D) = ¢ i=2,3, 600,y ’

prGe) ngl@0™ « DM =f  1=22,3, ., .
Soit
W, =Wu (Dg"l x Dj) U (13‘31+1 X Dg) U ees U (13;‘"l x D7)
(04) (bl) (v)
la variété différentiable obtenue en recollant r = 1 anses ) bé s oos o b;
& W par g} (1=2,3, ese yr) o Alors on a,

-

Z q=0 ’

(f)g qg=n ’
Hq(wl) = < Tl

-+) 2 g=n+1 ’

0 Q#0,n,n+1 ’
et i
WO g 0P o v 2 D)
(v})

D'aprés la suite exacte

-)Hq-l-l(nl) - Hq+1(wl R awl) -»Hq(bwl) -»Hq(Wl) -

et la dualité
n+l
BoO) = B0 = Homliy, ) 2,

on vérifie facilement que OW; est (n - 1)-connexe et que
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, =1 s
qui est engendré par {s;} et {p; (%)} « Puisque a; © by = 511 s On &

+1
g (0™« 0) T pTtxy)
Donc, d'aprés un théoréme de HAEFLIGER [4], g] est difféotope au plongement
g : D™ x D" oW,

tel que
l(aDn+ X 0) = p (x]_) »

+1 — +1
(Dn x 0) U . Py (xl) = g? ’
gll (5Dn+ x0)
n n+l
5%, D

ol Ty désigne la projection du fibré (A ’ i&) o Evidemment

W’
Mzn*l 2n+1 1 s s ops L \

- Int D est la varieté différentiable obtemue en recollant une anse a
Wl par le plongement g; «

2n+l

I d ’ ’ - l o 2 »
En répétant cette opération, on peut voir que M?n* - Int D est la varieté
’ p q

différentiable obtemue en recollant r anses Dz*l x D? (1=1,2, eq0yr) 2
W par les plongements

n+l

g; ¢ 6D1 Di-éaw i=1,2, ey ’

tels que

gi(aD:L O) = P (X ) ’

n+l n+l
(D x 0) U P (x.) =3S e
n+l L 1
gil(aD XO)

Alors on a

W o P gy .

COROLIATRE. - Si O,  est difféomorphe & S ot si M, est une variété dif=
3
férentiable orientée telle que

2n+1

i

- Int D =W, (1=1,2, eeeyr) s
i

on a

M21'1+l (:‘:t. M )# S2n+]. , ~2n+l @’Zn-l-l ,
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r
o désigne la somue connexe ("comnected sumt) et My désigne la somme

i=t
En effet,
T r
(F 1) -t 0P 2 B ou .
i=t = i=L M
3+ lemmes.

Nous démontrons deux lemmes que nous allons utilisers

IEME 1. - Soient V% R Vg deux variétés différentiables compactes orientées

8ans bord de dimension q o Alors

1#39 - v9
viRst=v],

si et seulement s'il existe un diffécmorphisme

e A

9: Vi-Int D5 v]i-mep?
tel que
s¢-p%2 y »p¢ .
¢|opd
D'abord, supposons qu'il existe un difféomorphisme
(p 2 V%#Sq—)V‘g .
Parce que

viHS s - me oot
Y

gq'"'Dqﬁf ?
W ¢z DT est un difféomorphisme, on a
S ol o eV T 0V - T 0%

Inversement,. supposons qu'il existe ¢ o Alors il est aisé de veir que l'on
peut prolonger ¢ en un difféomorphisme

(v} - mt 0% U 9 » v .

9|op? |
. 4 . 2 I d - » » . »
IEMME 2o = Soit W k une varieté differentiable compacte orientée avec bord,
(2k = 1)=connexe de dimension 7= (= >2) dont le bord OW - est un élément de

Cﬁkﬁl(bn) (1e sous-groupe de é4kml formé par les bords des m=variétés [73 «
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oW

Ak o @41{"1 (or)

Alors 1'invariant A! (5W4k) do Milnor [10] est donné par

. A (6W4k) =% I(W4k) mog 27Kt (22k"l - 1), ks impair ’

,Zk"5(? - 1) Bk £ Zk( k)[ , aw4k]
(kt)?

A () =-— 1 -

nod 2 -1), ks pair .

Supposons que
Ay =¢

Soit

t
v o G (q W)
L

la variété diff%'rentiable compacte orientée sans bord obtenue par recollement de
W@& et de - (HW ) au moyen d'un dlffeomorphlsme

L ﬁ M = 5(':1 W ) ’
o W est la n-variété compacte orientée, (2k = l)w=comnexe dont le bord

o = OW_ est un générateur de gtk (dr) [10] 3 YW , Uésigne la somme connexe
t

4 bord de t exemplaires de Wo s et ~HfM° désigne la somme connexe de t eXem-
plaires de Mo « I1 est facile de voir que V4k est (2k = l)=connexe et que

vy = 1™ - tI(W )
= ( 41{) - 8t R

Dans le cas o k est impair, 1'index I(V ) est donné par
2k

2k
277 (R - 1) B 4 4
I(V k) = - = P4k(v k) [V k]
(2x) & -
et le X-gem'e
4% 4y A
(%) _-,-.-7-(-2%){-,7 Py (V v v
est entier pair [1], [2], [5], [18]. Alors on a
I(V4k) =0 mod 22k+2 (22k—1 - 1) .

Dans le cas ou k est pair, 1l'index I(V ) est donné par
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2k ,2k=1
2°%(2 - 1) B
1) = ( E (v
Pax
(2k)?
2k, k-1 2 2 2k ;. 2keL
275 (2 - 1) 2°%(2 - 1) B
1 2 o 2 4 4k
+5 2 £) 5y @) [V

(x4)2 (2x)!

et le ﬁ-genre

Ry = kg o . Bk/22 Xy 2 %)
2((2x)1) 8(k') 4((=k)4)
est entier [1], [2], [5], [12], [L8]« Alors on a
1) = 2?2k - 1) By:/z 2 0 (V] g 22LARL Ly
(k)2
Le lemme en résulte.
4e le cas n=4,
On sait que
n.);(so) X7, n,(80(4)) % Z, + B, .
Alors on a
p=@ ,pm e— @,n ,n"el+2,+ 2 .

Donc, d'aprés la proposition ¢z n® 2, on obtient

’ Y
THEOREME le = Soit M? une variété différentiable compacte orientée sans bord,

3-connexe, sans torsion de dimension 9 . Alors

q U p?
= W D
(id il ,mj!_,m'.') ’

i i L

) » a7 est un difféomorphismee

Remarques = Soit (B, , 8% , 8% , p) (resp. (B, 5 S , 0%, 7)) le £ibré

de base S° , fibre s° (respo D~ ) avec l'application caractéristique
p e Ty (so(6)) = nB(SO) o Soient s une section différentiable du f£ibré
(B . S4 s’ , p) et U(s) un voisinage tubulaire de s dans H“, « Puisque

s et la section mlle de ﬁw sont difféotopes dans Bp' s On &

U(S) = AP" .
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Donc

W(P',O’O) = U(S) v p-l(D4) ’ (D4 c S4)

:B,-In‘ng .
o

Alors on a

(G W )UD9—(§#B)#§9 e~z +2. 472 ou Z, +7Z
o Mmg,0,0 UPT =L By ’ Lo+t D Zy+Zy .

5¢ le cas n=5.
On sait que
nz(so) =0, n5(80(5)) =‘§2 .
Alors on a

p:(0,0) O'U.(O,l) [

5 x D6 et de 86 x D5 « Done

w(0,0) est le plombage de S .

s

W(O 1) est le plombage de S5 x D6 et du fibré non=trivial de base 36 s fibre
’
5

D7 .

6

. 6 . 5
Soit (all , S, ’) 1le fibré orienté, non trivial, de base S  , fibre D’ .

La variété différentiable obtenue par recollement de deux copies de All au moyen

11 ( .«
de 1'application identique A - aAll est difféomorphe & S x 85 , parce que

cette variété est un fibré de base S6 , fibre 35 , et n5(80(6)) =0 . Donc on a

86 X 35 - Int Dll .

T(0,1)

On va démontrer le lemme suivant

LEMME 3., - La relation
T6 ~11 L, 6 5 -
(T (s” ~ 57)) # S =i€~:(s «8°), on §le ot = dam,

1 ’
entraine §11 = Sll .

Supposons que

5,6 5 Sl b o5
(E (5 x 87))H ST et ki (s; x 57)

soient difféomorphes. Alors, d'aprds le lemme 1 , il existe un difféomorphisme
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1 ] 11
$ ¢ (:t:,’:(s s?))-IntDl > (Tr (sgxsi))-xntn ,
1—1 1 i:l
tel que
L _ it U ot
| 2D
Soit

2 = (F (s xD))u(t:\(S « 29))

l_'.L

la variété différentiable compacte orientée de dimension 12 , obtenue par recol-

lement de &q (D Dg) et de t:l (S x D, ) au moyen de & . Evidemment, on
i=1 1_1

a 6W12 = §11 .

D'aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris, il est aisé de voir que

( é q=0,
\
2r
12 | I
Hq<w ) =< Pz qg=6,

o
o]
8
[=}
o]
s}

et que H6(Wl2) a un systéme de générateurs

1
81 5 8p 5 see 5y By ai y 85 5 eee ar ’

tels que a; est représenté par 86 x0 (i=1,2, ... 2’ r) , et que a{ est

représenté par un cycle c; dont 1’1ntersect10n c; N (tq (S Di)) est
i=1
X % Dg (xi = Sg) (i=1,2, ¢ea , ) . La matrice des nombres d'intersection
des 81 9 85 5 eee 5 B, ai , aé y ese o a% est donnée par
fo E)
i Y = o= =
dont la signature est égale & zéro. Donc, dlaprés le lémme 2, on a
S11
A(STT) =0

Alors, d'aprés le corollaire de la proposition et le lemme 3, on obtient :

THEOREME 2, - Soit Mll une variété différentiable compacte orientée, sans bord,

4~connexe, sans torsion, de dimension 11 . Alors

r . -
it et Yyt §le gt oy
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COROLIAIRE, - La variété topologique S6 x 35

différentiables orientées.

admet exactement 992 structures

COROLLAIRE,., - Soient Mil , M;l deux variétés différentiables compactes orien-

tées, sans bord, 4-connexes, sans torsion, de dimension 11, Alors Mil et Mél

sont homéomorphes (homotopes) si, et seulement si, leurs nombres de Betti sont

dgaux.

6be le cas n=6o.

On sait que
n5(so) =0, né(so(é)) =0 .
Alors on a
p=(0,0) .
W(O 0) est le plombage de S6 x D7 et de Sf-7 X D6 « Done
b

¥(6.0) =7 ws® o mt D .
’

On va démontrer le lemme suivante

T N r . .
IEME 4. - (# (37 x 36)) ﬁTSLB =4 (37 x 86) , Si et seulement si 13 - gh2
. ~13 13 ’ &
ohn S 687 ,
Supposons que (ff (8" x SN)f 57 et H (8" xS ) soient difféomorphess Alors,

d'aprés le lemme 1, il existe un difféomorphisme

’

PS r r
5t (17 x8%) - mt 02+ @ (57 w5%) - g D
tel que
§2-p2 uy 3
olon*3
Soit
O B N oy
W= (g (" xD)) VU (5 (8" xDY))
$
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la variété dlfferentlable compacte orlentee obtenue par recollement de lq (s xlﬂs
et de = (§ (S x D )) au moyen de ¢ « Evidemment on a

a4 =5,
I1 est aisé de voir que
Hq(WM):O, Q£0,7 .

Alors les obstructions pour construire des champs de repéres tangentiels sont dans
Hq(w14 3 nq_l(SO(ig)) =0, parce que = (SO(14)) =0, Donc W+ est paralléli-
sable. Puisque ©~% Z, , ol (67:) =0 [7}, on a

§13=6W =53 .

Alors, d'aprés le corollaire de la proposition et le lemme 4, on obtient ¢

’ .
THEOREME 3. =~ Soit M13 une variété différentiable compacte orientée sans bord,

5-connexe, sans torsion de dimensicn 13 + Alors

3.7« O 53, eddxzg

Cette présentation est unique.

COROLIAIRE. =~ La variété topologique S7 x 86 edmet exactement trois structuw

res différentiables orientées.

COROLIAIRE. - Soient MiB ’ Még deux variétés différentiables compactes orien=-

4 . . I T
tées sans bord, 5~connexes, sans torsion de dimension 13 o Alors M13 et Méj

sont homéomorphes (homotopes) si et seulement si leurs nombres de Betti sont égaux.

COROLIAIRE. =~ Quel que soit 57 6667 » la variété différentiable orientée

37 « 8 est airféomorphe & S x S

En effet, d'aprés le théoréme 3, on a
S'J?xSé:(S,?xSé)#g"B, ngEQLB

Alors, d'aprés le lemme 1, il existe un difféomorphisme

0 §7xs6 6

¢ S R A L L I S

tel que
ng = Dl3 U D13
cplbD]'3
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14 ~7

Soit W =38' x p’ Ug’ x D' 1a variété différentiable compacte orientée de

~

P ~
dimension 14 , obtenue par recollement de S’ x D7 et de = (S7 x D7) au

» 1
moyen de ¢ o Alors W est une n=variété, parce que Hi(W 4) =0 (1£0, 7.

Donec on a

.

§2 ot = 83
Rerarque. = Un résultat plus fort que ce corollaire est démontré dans [15].

7e les cas n=4k -1 (k>1) ,
On sait que

(s0) =0, Mgy (80(4k = 1)) 2 2, M1y (50(4K)) 2 + 2 (k>1) ’

)
et que la suite

0 -Htk_l(SO(4k - 1)) _"_, 1\:__l(so(zuc)) »Z -0

est exacte (KERVAIRE [6]). Désignons par p un générateur de M eml (so(4k - 1))
et par >l=(p) o 0 un systéme de générateurs de TAgeml (S0(4k)) « Alors on a

p= (0, mp) me3 .

Soient (BF ’ *k » gHk-lL , p) et (—B:zkn ’ g*k , p*k » D) le fibré de base
’ s
4k . 4Kl
S, fibre S avec l'application caractéristique m. (p) + ng 4 et elui de
fibre D4k resrectivement. B sknl et ﬁkan sont des variétés différentiables
compactes orientées comme toujours. Bﬁk;l admet une section différentiable
s . S4k R B8k—1. .
m,0
Demgnons par U(s) un voisinage tubuleire de s(S4k) dans sz;l o« Parce que

“"Bk ._8]{ t4
S(S ) et la section nulle de B o sont difféotopes dans B "y U(s) est
’

difféomorphe i -ik-l, ol (BBk*l 5 S4k', Ak 1) désigne le fibré de base S k

- Akel

fibre D avec l'application caractéristique mp « Alors on a
8k—l -l , 4k 8Kkl Skl
(O'm)_U(s)up (D)..Bmo-IntD .

Donc, d'aprés le corollaire de la proposition, on en déduit le lerme suivante

IEMME 2, = Soit Mgk"l une variété différentiable compacte, orientée, sans bord,
(4k = 2)=connexe, sans torsion de dimension 8k ~ 1 (k >1) + Alors
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-+

ML - (g ey g 58kl , 8- ¢ gkl .
i=L M40
roz. 4 o 8kel
On va considérer la classification difféomorphe des variétés Bm ,0°
i=t i

On sait que les classes de Pontrjagin p4k( pok-L ) ’ 4k(B ) sont données par

P (Bpg) =em

p4k(B ) = cma ’

4k ek

ot a (respe a ) désigne un generateur de H k(BBK"J') x2Z (resps H k(Bm 0) x12),
4

et

o~

4 k=1
12 : k=2 ’

<
2((2x - 1)1) k 23 impair ’

(2k - 1)1 k >4 pair ,

(8], [16].
On va prouver le lemme suivant.
T r
I d rd . Id -L
IEMME 6. = Deux variétés différentiables orientées H Bsk"l et H# BBI,{
= 1=l T40° i=1 By0°
(k >1) sont difféomorphes, si et seulement si
Pe Z¢ de Co (ml,mz,...,mr)zp.g.d.c. (m{,mé,u.,m;) .

Démonstration. = D'abord, supposons qu'il existe un difféomorphisme

r r
Skl 8k-l
h B

ﬁl By,0 —):’ﬁl T 50

Alors on a

*(aj)—-z Eijai (1=1,2, s, ’
o a, , azl_ désignent les é1éments de H ﬁ:.t.l Bsk"'l (:I‘J,: B ) duals aux
classes d'homologie représentées par des sectlons ;e Bz:::; ’ Bmi.’-é respective-
mente Evidemment on a
(*) aet (g, ;) = 21 .

D'autre part, on a
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my S11 G2 eve G\ /m
m, a1 Egp eee S | W
() L R A 2]l
op E’rl g’rZ eee an‘ m;. ’
parce que
* T _8kel T 8kel
h(py (B By ) =pu (H B ) .
e 4% ﬁl m

Inversement, supposons qu'il existe une matrice (E;ij) satisfaisant & (%), (%*)e
On notera par a, 1'élément de H,, (h _1581,‘ ) représenté par une section de
i 4k s W

i,o

E%(i:l,Z,...,r)oSoient ’

i,o r
’ n ot 8% o 1 g B
i iml Ty g

des applications telles que
4k r — '
h, (S = Z . s . i =1 2 aee '
[ i( )] = 513 a; i ' < » T .

. r
[hi(S4k)] (1=1,2, cee , v) est un systéme de générateurs de H4k(h -Bfll,c ) .

On peut supposer que les h, (1=1,2, eee y r) sont des plongemen‘t;?:éal.r:tsi’o
r .
Int( -1321,{) tels que .
i=1 "1 4k 4k o
B (S) n by (s7) = ¢ (1 #13) .
Sofent N(h;) (i=1,2, .., r) des voisinages tubulaires des h,(S'") tels
que
N(b;) n N(n) = ¢ (1 #£3) .

Alors on a
r
* =8k
Py (N0, ) = o (p,, (B B )
aic )= Rt A, By ’
r
=c 2 ¢, miin, (s
c jd E‘.LJ mJ{ i( )} ]
= cmi{hi(84k)} ,
. I =8k . 4k .
ol L, s N(hi) - 121 Bmi:f’ es§ le plongement canonique, et {hi(S )} désigne

un générateur de Iﬁk(n(hi)) X Z « Done

) =B
m, ,0

N(hi (i=l,2,ooc,r) .
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Soit ‘h N(h; ) la somme connexe & bord des N(hy) (1=1,2, s, r)

i=L
réalisée dans Int h B 5ok o On peut vérifier que les injections
j=1 Pys©
r r T
f-el;-
= Bm, o~ 1 By -Int(H N(n)) ,
i=l 737 i=l 7i? i=l

X lq N(h ) L: 'é}?f o = Int( ; N(hi))

i=L i=l i’
r el
sont des homotopie-équivalences. Alors H B8¥-l et b(tﬁ N(h )) = ii B,
1=1 4° 1..1 Bys
N » N - 8k-l
sont hecobordantes, Donc, d'aprés un théoréme de SMAIE [13], [15], .tt B o et
r i=t i
H BSE-l sont difféomorphes. -
L'existence de la matrice satisfaisant & (%), (#*) est équivalente & la rela-
tion 3
pogodnCn (ml,ng. o.o,mr)=p.god.c. (mi,mé,...,m;) .

Ainsi le lemme est démontré.
t p. [ 2
D'apres les lemmes 5, 6, on & 3

’ “
THEOREME 4, .- Soit M8k-l une variété différentiable compacte orientée, sans

bord, (4k - 2)-connexe, sans torsion de dimension 8k =1 (k >1) . Alors

Mol Bak"lﬁ:(ﬁ (s¥ o gEhyy el | Bl e g 0
D'aprés un théoréme de THOM [17], on a
Bleal. 8lgml

COROLLAIRE: - Soient MN; s My deux variétés différentiables compactes
orientées, sans bord, (4k =~ 2)=comnexes, sans toraion de dimension &k = 1

(k >1) . Alors M%K“L et Mgk-L sont combinatoirement homéomorphes par rapport

4 des triangulations compatibles avec leurs structures différentiables, si et

seulement si leurs nombres de Betti et les plus grands entiers qui divisent leurs

classes de Pontrjagin sont égaux.

r-1 N . ~ . ~ -
8. Les somes connexes Bibglji'(ii (S4k % S4K"1)).:t:]:.88k-1 , §ek=1 o gfk=1
ty

k:lyzq

D'abord supposons que
r=1

Tl , - ‘
Lo s 4T Fedh oo o (Etns)
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soient difféomorphes. Alors, d'aprés le lemme 1 , il existe un difféomorphisme
1 T
e s T 5T HEEF (¢ .87 7
. > - g S. S. - t D
@ 2 Bm,o# (i=l (Si % Si)) Int D .’Bm,o q;l ( N 1)) In , tel que

51 - ot 7

Soit el =l
R TCRORE y (3,0 1= op))

la variété différentiable compacte orientée de dimension 8 , obtenue par recol-

-l Tl
I S i R . 4 4
lement de Bm,o Li(fik (Si x Di)) et de - (Bi’o t?(;i? (Si x Di))) au moyen de

% o Evidenment, on a S = §7

Dlaprds la suite exacte de Mayer-Vietoris, il est aisé de voir que W8 est
3-connexe, et que >
8 T

H4(w)=@§ .

H4(W8) a un systéme de générateurs 8y s 8y 3 eee y By aé y ai y ooe a;_l ’

tels que a, soit représenté par une section de Bm o » Que a; soit représenté
1

par sgxo (i=1,2, ..., r=-1), et que les a} (1=0,1, oo, r=1)

soient représentés par des cycles c; s dont les intersections,

-1
ey G (uﬁ (53 = 2D)))

1

r-1
o0 (.8 (5 (s7 = 29))) ,

sont E‘l(x) (xe 84) y X X Dj (xi € Si) respectivement (i=1,2, ceu,r=1).

On peut trouver des plongements
4

f. ¢ S

i “')"IntWB, i=0,1,.00,r"‘l

tels que [fi(S4)] =al .

Supposons que ¢ soit la classe d'homotopie contenant 1'application

ot 1 80 —» 50(4)
définie par o'(q)q' = qq' , o g et q' désignent des quaternions de norme 1 ,
et que l'application caractéristique du voisinage tubulaire de fi(S4) dans W8

0,1, ¢ee y v =1) . Alors, la matrice des nombres

. . . .
soit m! L*(p) +nf o (i

dtintersection de

a,al,coo,a

o a!, a{ y ees 4 al

r-l ? o Tl

est donnée par (cf. [16])
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(o E
— - — - nt
E S B=(5) s S=(9) 5 myy=8555 8y=0]
dont la signature est égale & zéro.
SOlt (a al 9 oo I'"l » at ) a]'- s see a;‘-l) un Systéme de générateurs

(o]
de H(w) dual & (a P8y eee 5 B

matrice de produits de ce systéme est donnée par
-S E
FE O .

) = 2(2m + n’) {S } ’

al yal , ees a;_l) o« Alors 1a

On sait que
P4(.8

ou {s*} est un générateur de H (§8

lnl

) représenté par une section [16].

l nl
Bty
Puisqu'il existe un plongement
- 8
s Bm! n!” W ’

tel que
4
"*(“i) ={s"} ’
la classe de Pontrjagin de We est donnée par

8 w5t
= 1 1) o!
p4(W ) = 4may 4+ o 2(2mi + ni) a} .

Donc, d'aprés le lemme 2, on a

n(m - 1) n!
2

mod 28 °

(%) AEN = - m! +
Ensuite, soit

=L =l 4 4

Q= (U(s) up™ (%) § (5 (] D3) U (0 x 52)))
la somme connexe & bord de

alp 4y 7 4 4 3 b3 g
U(s) up™ ") <B | etde (5 x D3) U (D) = 57) €87 x 8] (1=1,2,000,mel)

7 =l 4 3

réalisée dans B 01¢ (H (Si % S7)) + Eviderment on &
. ’ =1 i

1
7 ™ ol 3 7
Bm’o-ﬁ: (i.*;_j1 (si x Si)) - Int Q =D .

Soit

o'z Q7= Q7
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un difféomorphisme défini par

~ Tel X ,
0| (u(s) b ( %& ((Sg % D?) U (Di x Si)))) = identité ’
i—-

o'y , ¥) = (Y& v - ¥") R
or (v, 7') e p’ w8 = pml(D4) , et Y est une application

y: S - 50(4)
telle que
{y}=m, 1 p) +n o€ n3(80(4)) .
Soit
g”] = D7 U D7 ’

alors, d'aprés le lemme 1, on a
rel

3 T i (S
o (H (s = D) 4 5+ =B f (H G5

D'autre part, en vertu de (k% , on a

m(m s 1) n
2
Donc, d'aprés le lemme “. on en déduit le théoréme suivantes

X'6§’7) = ~mm + mod 28 .

rs e ol o7 oo
THEOREME 5. = B ) S €0 et B sont difféomorphes
5 (1il m, o 3 ( ) (iEi mi’o) S rphes,

”
si et seulement si AM{SYY est divisible par m mod 28 ( m impair), resp. par

m/2 mod 28 ( m pair), ot m désigne le plus grand diviseur commn de

ml,mz,coo,mro

COROLIAIRE: ~ La variété topolegique 84 x s? admet au moins 28 structures dife

férentiables orientées.

On sait que

15

eong, 42 & (om) =

4g108 T L2 0 ..8].28 *

4 1 ad
S o B ut %38‘_,7)\ Hsto (Sl € C}5) et Bl5 1¢ (4¢' (S x S )) soiat

LIO i
dlffeomorpnese Alors, d‘aprés le lemme 1, il existe un dlffeomorphlsme

9 B:ﬁo#(f‘ﬁ' (s® x 87)) = It D% 4 B ﬂ(ﬁ (s°x87) - me D,

tel que
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s _pt? y pf?
o|ont?
Soit

o _036 g (5 (° xnmur“’ (G (6 xnm

la variété différentiable orientée obtemue par recollement de B h ( h (s x]f%)
re-l
et de = (B 6 g (Y (S x D ))) au moyen de ¢ e Alors W 16 est Teconnexe .

Donc, d'apres un résultat de WALL [18], on a
S5 s awtbeo 5(6n)

Alors, d'aprés un caleul semblable & celui conduisant au théoréme 5, on a le

théoréme suivant.
FEERN r ~ ~ r
THEOREME 6. -~ (4 B> )#8° (e d?) ot ( i B> ,) sont difféomor-
03 m.,O n’
i=l i izt i
phes, si et seulement si st e C}s(anj et A'(S 5) est divisible par m
mod 8128 ( m impair), resp. par m/2 mod 8128 ( m pair), o m désigne le

plus grand diviseur comrun de My 9Ty p ese g M 0

COROLIAIRE. - La variété topologique S8 .y admet au moins 16256 structures

différentiables orientées.

D'aprés les théorémes 4 et 6, on obtient

4 “
THEOREME 7o - Soit M-° une variété différentiable compacte orientée, sans bord,

6-connexe, sans torsion de dimension 15 « Alors

Tl

#(# xsHyss, §Hedd
o
(891 e 0 m©?On) n impair
00 /m2(6°(3n)) m pair .

~ Cette présentation est unique.
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