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Séminaire Henri CARTAN 12=01
(Topologie différentielle) )
15 année, 1962/63, n° 12 ' 11 février 1963

~ ’ ' ’ ¢ ’
IE THECREME DE PREPARATION EN GEOMETRIE DIFFERENTIABIE
par Bernard IALGRANGE

II. Rappels sur les fonctions différentiables.

I, Fonctions différentiables au sens de WHITNEY,

Soit X un sous-ensemble localement fermé de Bn 3 prenons un ouvert Qc En
tel qu'on ait X c Q et que X soit fermé dans Q ; désignons par &°(Q) 1'es-
pace des fonctions m fois continfiment dérivables dans 0 et & valeurs réelles
(m entier >0 ou +o ) muni de sa topologie habituelle, i. e. la convergence
uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs dérivées jusqu'a 1l'ordre m
désignons encore par 37X ; Q) 1'idéal, évidemment fermé, da &°(Q) formé des
fonctions nulles ainsi que leursdérivées jusqu'd l'ordre m sur X o Nous pose-
rons, par définition,

gx) = QA" E 5 Q)

et nous munirons cet espace de la topologie quotient de celle de &°(Q) . Il est
imnédiat de vérifier que 1l'espace vectoriel topologique Sm(X) ne dépend pas de
l'ouvert Q choisi; & un isomorphisme canonique prés. Nous appellerons ses &1é-
ments "fonctions m fois continfment différentiables sur X " (en toute rigueur,
il vaudrait mieux dire “sur le voisinage infinitésimal dlordre m de X ", mais
cele n'aménera dans la suite aucune confusion) ; lorsque m =+ , on dira,
come d'habitude, "fonctions différentiables sur X " et 1'on éerira 5(Q) ,

S 3 Q , ete., au lieu de & (Q) , 3¥E® ; Q) . ete.

Rappelons quelques résultats relatifs & ces espaces 3
a. le dual de &(X) est {canoniquement) isomorphe & &!'™(X) » espace des dis-

_tributions d'ordre m sur R® , & support compact et contenu dans X

————t— oo

Soit en effet f wne forme lindaire continue sur &°(X) ;3 f définit une
forme lindaire continue sur &7(Q) , i. e. un é1ément de §"(Q) . Pour établir
le résultat, il suffit de prouver que les éléments de S'm(Q) qui s'annulent sur
Sm(X 3 Q) sont exactement ceux dont le support est contenu dans X . Or cela
résulte immédiatement du lemme suivant (cf. [5] s chap. 3, théoréme XXVIII)
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IEME 1. - Les fonctions de &°(Q) qui s'annulent au voisinage de X sont
denses dans 3I(X ; Q) .

bo Lorsque k= (ky , aes , k) €X', posons comme d'habitude

lkl :kr + eee + % ’ kx = kll (XX knl ’

Kk ||,
xklel ..oxlr?l’ Dk= a Y

'k k.
T n
axl XX ) axn

Soit T™(X) (espace des "champs de Taylor d'ordre m sur X ") l'ensemble des
familles

de fonctions continues sur X a valeurs réelles, indexées par les n~entiers
d'ordre <m . On obtient une application &7(Q) - T"(X) en associant & tout
fegt (Q) 1a famille des fonctions sur X

X ~~s DE £(x) (lx] £ m) .

Le noyau de cette application est évidemment 3IT(X ; Q) , d'ol une injection
Wy ERMX) - T (X) . Nous allons rappeler la caractérisation de l'image de W o
Pour cela, remarquons qu'en vertu de la formule de Taylor, tout f € im(wm) pos=

séde la propriété suivante, que nous désignerons par (Wm) :

(1) Lorsque m <+ o 3 pour tout ke.l\ln,avec x| <m, et tout aeX, on
a

lin 1 |5 x) - T £ () __rr.._(x = y)zl =0 .
x0, Y28, 7% | = I'm"k | k+2 [<m ‘

(ii) Lorsque m= +® : f vérifie (wm,) pour tout m! fini,

Cela posé, on a le théoréme suivant s

’ \
THECREME 1 (WHITNEY). - L'image de &"(X) par w" est le sous-espace W (X)
de T(X) formé des éléments qui vérifient (w ) .

Pour le cas " m fini", nous nous contenterons de renvoyer & [6] (voir aussi
[1], ou [2]), et nous indiquerons rapidement comment passer de 13 aw cas m= 4 w,
Pour cela, remarquons que pour m < m' , on a une application évidente
W' Xx) - wm(x) et que W(X) est la limite projective des W-(X) mnunies de ces
applications. D'autre part, on a éviderment
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s ol
E_mgm(Q)=s(Q), Lin 3@ 5 Q) = 3@ ; Q) .
Tout revient donc & montrer que 1l'on a
S |
l& & (X) = S(X) ’
1. e. que la suite exacte
O»fn(X ; Q) —)Sm(@)-»Sm(X) -+ 0
reste exacte par passage a4 la limite projective. Or cela se fait par le procédé
classique de Mittag-leffler (il suffit, pour pouvoir 1l'appliquer, de savoir que

Sm*l(X 3 Q) est dense dans S'(X ; Q) , ce qul résulte aussitét, par régulari-
sation, du lemme 1),
Naturellement, ce raisonnement redonne en particulier le théoréme de Borel rap-

pelé dans le précédent exposé.

Pour m fini, munissons wm(x) de la topologie définie par les semi-normes
suivantes (on laisse le lecteur vérifier qu'elles sont bien finies sur Wo(X) ) 3

2
sup |£5(x)| e su . L £ (x) - £l (y) o

xeK xekK, yek, }
( |kl <m, X w compact quelconque de X ) ; nous obtenons un espace métri-

sable (et méme normé si X est compact) dont on vérifie aussitdt qu'il est come

plet. Il résulte alors du théoréme du graphe fermé, ou directement de 1'analyse

de la démonstration du théoréme 1, que W' est un isomorphisme topologique de

&X) sur W'X) « Pour m= + o , ces résultats restent vrai si 1'on munit

W(X) de la topologie définie par les semi-normes ci-dessus, avec m remplacé
' . T

par n'importe quel entier naturel m' (7).

On remarquera que, en général, la topologie de W-(X) n'est pas induite par
la topologie naturelle de T (X) , définie par les semi-normes sup Ii‘k )|
xeK

Ia propriété en question n'est vraie que si X est "suffisamment régulier®,

2. Ensembles réguliérement séparés,

Soit Z un sous-ensemble localement fermé de K" , et soient X cZ, YcZ,
avec Z=XuY, X et Y étant fermés dans Z , Considérons la suite

(L) 0-6xu1) 380 @81 SEX 1) -0

(1) Notons d'ailleurs que W(K) est exactement le sous-espace de T(¥) pour lequel
toutes ces semi-normes sont finies, et que la propriété analogue est fausse pour
m <+ (démonstration laissée au lecteur),
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o & est l'application diagonale f ~~» (f', £"), f' (resps f" ) étant
la restriction de £ & X (resp. Y ), définie de la maniére évidente, et o

o est l'application (f , g) ~- f!' =g', £!' (resp. g' ) désignant la res=-
triction de f (resp. g )a XnVY. '

Evidemment, 00 = 0, o est surjectif (donc est un homomorphisme), et & est
injectif. De plus, im(8) est dense dans ker(oc) s soit en effet
(f, g) € ker(o) ; en prolongeant g en ge&XuUuY), oma

(£, g) = d(g) + (£*, 0) ’

avec f'=1f =g , et la restrictionde f' & X n Y est nulle ; il résulte
alors du lemme 1 que f' est adhérant & 1l'ensemble des h € §(X) nuls au voi-
sinage de X n Y ; en prolongeant h par O, on obtient un élément de &(X v ¥),
donc (£' , 0) est adhérent & im(d) .

Considérons aussi, quoique nous n'en n'ayons pas absolument besoin, la suite
transposée 3

@) o8 @ude@oes®m I e®ay) 0 .

On déduit des propriétés précédentes que O'c! = 0, que o' est injectif et
a une image fermée ; que im(c') est dense dans ker(S') , donc égal & ker(d')
(ce qu'on pourrait d'ailleurs établir directement par les propriétés du support
des distributions) ; et enfin que im(d') est dense dans &'(X U Y) .

I1 résulte de tout cela que les propriétés '"ker(o) = im(d)" et " &' est sur=-
jectif" sont équivalentes ; cela revient & dire que (L) est exacte si et seule=
ment si (L') est exacte. Par définition nous dirons avec LOJASIEWICZ que " X et

Y sont régulitrement séparés" si ces propriétés sont vraies.

L4 ~
THECREME 2 (LOJASIEWICZ)a - Pour que X et Y soient réguliérement séparés,

il faut et il suffit que X n Y=0 ou que la condition suivante soit vérifiée

(A) Pour tout compact K c X et tout compact L c Y , il existe C >0 et
@ >0 tels que, pour tout x € K, onait d(x, L) 2edlx ,X n¥)*, (4 dési-
gnant la distance cuclidienne dans R )e

On laisse au lecteur le soin de vérifier directement que cette condition est
bien symétrique par rapport & X et Y .

Ia dénonstration de JOJASIEWICZ consiste & montrer 1'équivalence de (A) avec la

surjectivité de &' (ef. [3], ou [4], exposé 21). Pour rester dans le cadre des

fonctions différentiables, nous allons en donner une autre, fondée sur le théoréme
1.
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ae (A) => "ker(o) = im(0)" « Soit f = (ik) (respe g = (gk) ) un élément
de W(X) (resps W(Y) ) ; supposons qu'on ait f =g sur X nY . On définit
h=(hk)eT(XuY) par n = £ sur X, hkzgk sur Y, et il faut montrer
que 1'ona heWE uUY).En prolongeant g en g€ WX uY) , et en rempla-
cant £ par f - g, on se raméne aussitdt au cas o g =0 (et par conséquent

£f=0 sur XnY)e

Soit alors ¥ un compact d¢ X UY¥ , et posons X n M=K, YnM=1L, Nous
devons vérifier que, pour tout m € N et tout k € gn , il existe e¢' >0 tel
qu'on ait, pour tout x € M et tout y € M

L
# - 2— n ) L i) < orlix - ol

(cola entrafnera bien h e WX U Y) : of. note (1)).

Ie cas o x et y appartiennent tous les deux & X , ou tous les dewx & Y,
est immédiat, Supposons donc x €X , yeY¥Y (lecas o x€Y, yeX se

traiterait de manidre analogue) ; dans ce cas, notre inégalité s'écrit simplement
@] <ol - 5l®

Par hypothése, on peut trouver z € X nY tel qu'on ait Hx - yH >,§-llx - z“a 3
on peut supposer que, lorsque X varie dans K et y dans L, 2z varie dans
un compact de X NY o Soit m' wun entier tel qu'on ait om < m! ;3 comme
Ik = z|| est borné, on aura |k - sz' < ok - yl®, avec o" > 0 . En appli-
quant (W) & £, on trouve

20 - = ) L < ome -l
ou, pulsque f =0 sur X nY s
1@ < ok - g™ g emertl - yIP
d'oy le résultat.

be "ker o = im " = (A) .

Par hypothese, l'image de & est fermée, donec & est un homomorphisme ; soit
alors M un compact ¢X U Y . Pour tout f € WX u Y) , il existera en particu~
lier une semi-norme p sur W(X) et une semi-~norme q sur W(Y) telles qu'on
ait, pour tout x € M et tout ye M

£°Gx) = £°49) = 2 (x; = 3;) £103)] < (p(e) + a@] flx = 3ll .

En particulier, si f est nul suwr Y, il vient, en posant X n M=K
YnM=1L-:

14



pour tout x € K , lrx)| < p(f) a(x , L) .

Soit enfin Q wn ouvert de R°, tel qu X UY soit wn fermé de Q@ . En
"remontant® & &(Q) 1'inégalité précédente, on trouve ceci g il existe un com=
pact NCQ, unentier m >0 etun C >0 tels que, pour tout F € &(Q) , nul
4 1'ordre infini sur Y, et tout x € X, on ait

76)| < ol y ate, 1)
avec
z .
I#ll, = sup =— D" Fx)| .
’ x€N |2 Km

Cela étant, soit ¢ une fonction indéfiniment dérivable dans R , & support

dans la boule unité, avec ¢(0) = 1 ; posons

lloll --supl = o)l

Pour x € K , appliquons 1'inégalité précédente & la fonct:u.on X~
avec € =inf(l1, d(x,XnY)), et x= x 3 il vient 1< -- a(x , L) H(p“
d'oh immédiatement le résultat. "

Remarque 1, = On peut se proposer une étude analogue & la précédente, dans les
espaces & avec m fini au lieude m= + » , les résultats sont les suivants g

ae Pour m= 0, la suite
0+8°% uY) »&°(X) @ 8°(Y) »8°X nY) » 0

est toujours exacte, 1, e« X et Y sont toujours "O-réguliérement séparés"
(évident!) ;

be pour 0€n <+ , X et Y sont "meréguliérement séparés" si et seulement
si la condition (A) est vérifide avec a = 1, ce qui est une condition considé=-
rablement plus restrictive que la condition (A) elleaméme!l

Remarque 2., = En fait, la notion de régulidre séparation est de caractére locals
Soient © un ouvert de En s et X, ¥ deux fermés de Q ,S5i X et Y sont
régulierement séparés, pour tout ouvert 0 cQ, OnX et OnY sont régulis-
rement séparés. Inversement, si (Q) est un recouvrement de Q tel que, V i,
Xn O et Y no wsolent régulierement séparés, X et Y sont réguliérement
séparés, Ces faits s'établissent immédiatement en utilisant une partition diffé-
rentiable de 1'unité (et sont d'ailleurs tout aussi évidents 3 vérifier sur la
condition (A)).
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Exemple ¢ Ensembles analytiques. = Si Q est un ouvert de En s Un Sous-ensem=

ble fermé X de Q est dit "analytique" si, au voisinage de tout point de X
(ou de Q , cela revient au méme), il est défini par un nombre fini d'équations
analytiques~réelles £, (x) = 0 ; il suffit méme de prendre une seule équation
3 £2(x) = 0 . Rappelons le résultat suivant [3] s

PROPOSITION 1, - Deux sous-ensembles analytiques quelconques X et Y de Q

sont régulidrement séparés.

En vertu de la remarque précédente, on peut supposer X (resp. Y ) défini par
we équation f(x) = 0 (resp. g(x) =0 ) . La proposition résulte alors du
théoréme suivant ([3], ou [4], exposé 22. Nous rappellerons aussi la démonstration
dans le prochain exposé)

LY
THEGREME 3 (LOJASIEWICZ). - Soit f wne fonction analytique dens wn ouvert
Qc ﬁn » €t X 1l'ensemble des zéros de f . Pour tout compact K cQ, il existe
C>0 et @ >0 tels que, pour tout x e K, onait |f(x)] >Cdx, x)* .

Pour démontrer la proposition 1, on applique ce théoréime a f2 + g2 3 quel que
soit M compact de Q , on aura done, pour tout x € M

) + &) 2 0dx, X n D)

e

en particulier, si x € MnX on aura @
a
) 20, xa )

Muis la formule des accroissements finis montre qu'il existe ¢! >0 tel qu'on
ait, V x eMnX, V yeMnY: |gx)] <c'llx -3l ¢« I1 en résulte aussitét
que la condition (A) est vérifide, d'ah le résultat.

3. Maltiplicateurs.

Soient Q un ouvert de En y et X un fermé de Q .

Définition, = On note M(X ; Q) 1la sous-espace de &(Q = X) formé des fonce
tions f possédant la propriété suivante

Pour tout K compact de Q, et tout k € N* , il existe C> 0 et a réel
tels qu'on ait, V xe€ K =X

DX r(x)| <cagx, x)* .
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Exemple, - Soient f une fonction amalytique dans Q, et X 3'ensemble de
ses zéros 3 ona I/fe WX ; Q) (résulte du théoréme 3 et de la formule de
I.eibn.iz).

Y
THE“:OREIE 4y -Si felX ; Q) , la multiplication par f opere continfment
dans S3(X ;3 Q) «

Autrement dit s pour tout g € S(X ; Q) , la fonction fg , définie dans
' =X , se prolonge (d'une maniére évidemment unique) en une fonction de S(X ; Q),

et 1l'application ainsi définie est continue.

Démonstration. - Soit 3'(X; Q) 1'espace des fonctions de &(Q) nulles au
voisinage de X . la multiplication par f définit une application
S1(X 3 Q) »3'(X 3 Q); grédce au leme 1, il suffit d'établir que cette applica-
tion est continue pour la topologie induite sur 3'(X ; Q) par &(Q) . Or, soit

geS'(X ;0),et kel . Par leitniz, on a (avec des notations évidentes) s
) k=2
Dk (fg) = z e’ e e ;

il suffit donc d'établir que lorsque k et £ sont fixés, et que x varic dams
un compact K cQ, il existe un compact L CQ , un entier m>0 etun C >0,
tels qu'on ait V ge3I'X ;Q), V x€KX

le f(x) pk-t gx)| < C”gnm’z (cf« notations du paragraphe 2) .

Comme g est nul au voisinage de X , la formule de Taylor montre qu'on pourra
trouver un compact L cQ , tel qu'on ait, pour tout me N

05t g(x)| < CmHgHm’ a(x , x)m"lki*lz'l (c, > 0) ;

en choisissant m assez grand, et en tenant compte de 1'hypothése £ € nE 5 Q) ’

on trouve le resultat cherché,

Soient maintenant Y et Z deux sous-ensembles fermés de Q , avec Z c Y,
Nous désignerons par S(Z 3 Y) 1'espace des f G &(Y) dont la restriction &
&(Z) est nulle (i, e. qui sont "plates sur Z "). Le théoréme 4 a le corollaire
suivant s

COROLLAIRE. - Soient X et ¥ deux sous-ensembles fermés de Q , réguliére-
ment séparés ; et soit £ € M(Q ;3 X) . Alors la multiplication par f opére
dans (XnY;Y) .
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En effet, coome X et Y sont régulitrement séparés, la projection
Q) » 5(Y) envole 3I(X ; Q) sw SE nY; Y) .D'ch le résultat,

Bemargue. -~ I1 serait possible de définir un espace de multiplicateurs
Tz 3 ¥Y) c8(Y ~2Z) lorsque Y et Z sont des fermés de Q savec 2 cY, et
de démontrer déans ce cas un analogue du théoréme 4. Comme nous n'aurons pas 2

utiliser de tels espaces, nous laisserons au lecteur le soin dlexaminer cette
question.
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