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LE THÉORÈME DE PRÉPARATION EN GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIABLE

par Bernard MALGRANGE

Séminaire Henri CARTAN
(Topologie différentielle)
15e année, 1962/63, n° 12 11 février 1963

II. Rappels s ur les fonctions différentiables.

1. Fonctions différentiables au sens de WHITNEY.

Soit X un sous-ensemble localement fermé de prenons un ouvert 0 c Rn’
tel qu’on ait X c Q et que X soit fermé dans Q ; désignons par l’es-

pace des fonctions m fois continûment dérivables dans Q et à valeurs réelles

( m entier  0 ou + ~ ) muni de sa topologie habituelle, ï, e. la convergence
uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs dérivées jusqu1à l’ ordre m ;

désignons encore par ~’~~ ; Q) l’iàéal, évidemment fermée da formé des

fonctions nulles ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre m sur X . Nous pose-

rons, par définition,

e t nous munirons cet espace de la topol ogie quotient de ce lle de Il est

immédiat de vérifier que l’espace vectoriel topologique ë~(X) ne dépend pas de
l’ouvert Q choisi, à un isomorphisme canonique près. Nous appellerons ses élé-
ments "fonctions m fois continûment différentiables sur X " (en toute rigueur,
il vaudrait mieux dire "sur le voisinage infinitésimal d’ ordre m de X ", mais
cela n’amènera dans la suite aucune confusion) 3 lorsque m ~ ~ ~ t on dira
comme d ’habitude, "fonctions différentiables sur X " et l’on écrira f;(0),
3(X ; ~) ~ etc., au lieu de ~ ~~~) ~ ~, , etc.

Rappelons quelques résultats relatifs à ces espaces :

a. le dual de Em(X) est (canoniquement) isomorphe à espace des dis-
. tributi ons d’ ordre m à support compact e t c ontenu dans X .

Soit en effet f une forme linéaire continue sur ~m(X) ? ~ définit une
forme linéaire continue sur ë~(0) , i . e , un élément de ~ ~ m ~ , Pour établir
le résultat;, il suffit de prouver que les éléments de qui s’annulent sur
~m(X ; Q) sont exactement ceux dont le support est contenu dans X , Or cela
résulte immédiatement du lemme suivant (cf. chap. 3, théorème XXVIII) :



LEMME 1. - les fonctions de qui s’annulent au voisinage de X sont

denses 0) . 
~~ ~’ ~ ’ 

b. Lorsque k = ... , k) ~ N~ ~ posons comme d’habitude

Soit (espace des "champs de Taylor d’ordre m sur X ~~ ) l’enaemble des
familles

de fonctions continues sur X à valeurs réelles, indexées par les n-entiers

d’ordre $ m , On obtient une application ~m t~~ ~ en associant à tout

f ~ la famille des fonctions sur X

Le noyau de cette application est évidemment Jm(X ; 03A9) , d’où une injection
w : ~(X ~ .~ Nous allons rappeler la caractérisation de l’image de W
Pour cela, remarquons qu’en vertu de la formule de Taylor, tout f E pos-

sède la propriété suivante, que nous désignerons par (W ) :

(i) Lorsque m  + oo : pour tout k avec |k|  m , e t tout 

a

Pour le cas " m fini", nous nous contenterons de renvoyer à [6J (voir aussi
ou [2])~ et nous indiquerons rapidement comment passer de HA au cas nL== ~ co,

Pour cela, remarquons que pour m ~ on a une application évidente
W~ (X) i et que W(X) est la limite projective des munies de ces

applications. D’autre part, on a évidemment



Tout revient donc à montrer que l’on a

i. e. que la suite exacte

reste exacte par passage à la limite projective. Or cela se fait par le procédé
classique de Mittag-Leffler (il suffit, pour pouvoir l’appliquer de savoir que
Jm+1(X ; Q) est dense dans Jm(X ; 03A9) , ce qui résulte aussitôt, par régulari-
sati on, du lemme 1).

Naturellement, ce raisonnement redonne en particulier le théorème de Borel rap-
pelé dans le précédent exposée

Pour m fini, munissons de la topologie définie par les semi-normes
suivantes (on laisse le lecteur vérifier qu’elles sont bien finies sur ï

sup 1 et sup ~20142014201420142014~- Z201420142014 ~(y) ~ T/~{ xeK ~~’

( K un compact quelconque de X ) ; nous obtenons un espace métri-
sable (et même normé si X est compact) dont on vérifie aussitôt qu’il est com-
plet. Il résulte alors du théorème du graphe fermée ou directement de l’analyse
de la démonstration du théorème 1, que il est un isomorphisme topologique de
6~(X) sur Pour m = + ces résultats restent vrai si l’on munit

M(X) de la topologie définie par les semi-normes ci-dessus, avec m remplacé
par n’importe quel entier naturel m’ (~).

On remarquera que, en générale la topologie de n’est pas induite par
la topologie naturelle de définie par les semi-normes sup |fk(x)| .

. xeK
la propriété en question n’est vraie que si X est "suffisamment régulier",

2. Ensembles régulièrement séparés.
Soit Z un sous-ensemble localement fermé de R~ ~ et soient X c Z , Y c Z ,

avec X et Y étant fermés dans Z . Considérons la suite

( ) Notons d’ailleurs que W(X) est exactement le sous-espace de T(X) pour lequeltoutes ces semi-normes sont finies, et que la propriété analogue est fausse pour
m  + ce (démonstration laissée au lecteur).



où à est l’application diagonale f ~ (f ’ ~ f ~’ } ~ i ~ (resp. étant

la restriction de f à X (resp. Y ~~ définie de la manière évidente, et on
o est l’application (f 9 g) ’~^~ f’ -. g ’ , f ’ (resp. g’ ) désignant la res-

triction de f (resp. g ) à X n Y ~

Evidemment, 03C303B4 = 4 9 6 est surjectif (donc est un homomorphisme ) , et à est

injectif. De plus, im(ô) est dense dans ker (a) : soit en effet

g) E ker(a) ; en prolongeant g en g E ~ (X u Y) , on a

avec f ~ = f - g ~ et la restriction de f ’ à X n Y est nulle ; il résulte

alors du lemme 1 que f’ est adhérant à l’ensemble des h nuls au voi-

sinage de X n Y ; en prolongeant h par 0 , on obtient un élément de &#x26;(X u Y) ,
donc (f’ ~ 0~ est adhérent à 

Considérons aussi, quoique nous n’en n’ayons pas absolument besoin, la suite

transposée :

On déduit des propriétés précédentes que 0 , que a’ est injectif et

a une image fermée ; que est dense dans donc égal à 
(ce qu’ on pourrait d’ailleurs établir directement par les propriétés du support
des distributions ) ; et enfin que im(~ ~ ~ est dense dans ~t (X u Y~ .

Il résulte de tout cela que les propriétés im(by" et " 03B4’ est sur-

jectif" sont équivalentes 9 cela revient à dire que (L) est exacte si et seule-
ment si (L’ ) est exacte. Par définition nous dirons avec OJASIEWICZ que " X . et

Y sont régulièrement séparés" si ces propriétés sont vraies.

THEOREME 2 Pour que X et Y soient régulièrement séparés,
il faut et il suffit que X n ou que la condition suivante soit vérifiée :

(A) Pour tout compact K c X et tout compact L c Y , il existe C > 0 et

a > 0 tels que, pour tout x ~ K , on ait d(x , L)  cd(x , X n Y)03B1 , ( d dési-
gnant la distance euclidienne dans R?) .

On laisse au lecteur le soin de vérifier directement que cette condition est
bien symétrique par rapport à X et Y ~

La démonstration de OJASIEWICZ consiste à montrer l’équivalence de (A) avec la
surjectivité de ô’ ~3~ ~ ou ~4~ f exposé 21). Pour rester dans le cadre des
fonctions différentiables, nous allons en donner une autre, fondée sur le théorème
1.



a. (A) ==> f = (resp. g = élément

de W(X) (resp. W (Y) ~ ; suppos ons qu’on ait f=g sur X n Y . On définit

h= e T (X u Y) par h = fk sur X, hk = ~ sur Y, et il faut montrer

que l’on a h E W(X u Y) . En prolongeant g en W(X u Y) ~ e t en rempla-

çant f par f - g ~ on se ramène aussitôt au cas où g = 0 (et par conséquent
f =0 sur X nY ).

Soit alors ~f un compact de X u Y , et posons X n M ~ X ! Y nM= L .Nous

devons vérifier que, pour tout m E N et tout il existe c’ > 0 tel

qu’on ait, pour tout x ~ M et tout y E M :

(cela entraînera bien h E W(X u Y) : cf. note ( y ) ~ .

Le cas eu x et y appartiennent tous les deux à X , ou tous les deux à Y f
est immédiat. Supposons donc Y E Y (le cas eu x E Y, se

traiterait de manière analogue) ; dans ce, cas, notre inégalité s’écrit simplement

Par hypothèse, on peut trouver z e X n Y tel qu’on ait {~ ~ y)t zf) ;
on peut supposer que, lorsque x varie dans K et y dans L~ z varie dans

un compact de X n Y ,. Soit m’ un entier tel qu’on ait 03B1m  m’ ; comme

~x - zjj est bornée on aura ))x - $ c"ttx - avec 0 . En appli-

quant (W) à f , on trouve

Par hypothèse, l ’image de 03B4 est fermée, donc à est un homomorphisme ; soit
alors ~i un compact cX u Y . Pour tout f e W(X u il existera en parties
lier une semi-norme p sur et une semi..norme q sur W(Y) telles qu’on
ait, pour tout xeM et tout y E M :

En particulier, si f est nul sur Y , il vient, en posant X n M = K ,
YnM=L:



S oit enfin 0 un ouvert de Rn, tel que X u Y s oit un formé de 03A9 . En
"remontant" à E(03A9) l’inégalité précédente! on trouve ceci : il existe un com-

pact un entier m z 0 et un C > 0 tels que, pour tout F E ~ ~~~ ~ nt~.

à l’ ordre infini s ur Y ~ e t t out on ai t

Cela étant, soit (p une fonction indéfiniment dérivable dans R?, à support
dans la boule unité, ave c 03C6(0)) = 1 ; posons

est toujours exacte, i, e. X et Y sont toujours "0-régulièrement séparés"

(évident!) ; .

b. pour 0m+~ , X et Y sont "m-régulièrement séparés" si et seulement
si la condition (A) est vérifiée avec a = 1 , ce qui est une condition considé-

rablement plus restrictive que la condition (~) elle-même!

Remarque 2. - En fait, la notion de régulière séparation est de caractère local.
Soient (2 un ouvert de et X , Y deux fermés Si X et Y sont

régulièrement séparés , pour tout ouvert 0 ~ 03A9 , O n X et O n Y sont réguliè-
rement séparés. Inversement, si ~0. ~ est un recouvrement de Q tel que, 
X n di et Y n ~i soient régulièrement séparés, X et Y sont régulièrement
séparés. Ces faits s’établissent immédiatement en utilisant une partition diffé-
rentiable de l’unité (et sont d’ailleurs tout aussi évidents à vérifier sur la
condition ~tl~ ~ .



Exemple : Ensemble s analyti que s ... Si Q est-un ouvert de un sous-ensem-

ble fermé X de ~î est dit "analytique" si, au voisinage de tout point de X

(ou de 03A9 , cela revient au il est défini par un nombre f ini d’équations
analytiques-réelles fi(x) = 0 ; il suffit même de prendre une seule équation
,~ f . 1 (x~ ~ 0 . Rappelons le résultat suivant [3] :

PROPOSITION 1. - Deux sous-ensembles analytiques quelconques X et Y de Q

sont régulièrement séparés.

En vertu de la remarque précédente~ on peut supposer X (resp. Y ) défini par
une équation f (x~ ~ C (resp, g(x) = 0 ) . La proposition résulte alors du
théorème suivant ([3~ ? ou [~~ ~ exposé 22. Nous rappellerons aussi la démonstration
dans le prochain exposé) :

THÉORÈME 3 Soit f une f onction analytique dans un ouvert

et X 1 ~ensemble des zéros de f . Pour tout compact il existe

C > 0 e t a > 0 tels que, pour tout x e K , on ait f (x > Cd (x , 
Pour démontrer la proposition 1, on applique ce théorème à f~ + g ; quel que

soit M compact de 0 s on aura donc, pour tout x E M

Mais la formule des accroissements finis montre qu’il existe 0 tel qu’on
ait, V x ~ M V y e M n Y : |g(x)|  c’~x - yj) . H en résulte aussitôt
que la condition (A) est vérifiée~ d’ou le résultat..

3. Multiplicateurs.
Soient Q un ouvert de R~ ~ et X un fermé de Q ,

Définition. - On note Q) le sous-espace de ê(Q - X) formé des fonc-
tions f possédant la propriété suivante :

. Pour tout K compact de 03A9 , et tout k e Nn , il existe C > 0 et 03B1 réel
tels qu’on ait, V x e K - X



Exemple . - Soient f une fonction analytique dans ~ ~ et X l’ensemble de

ses zéros ; on a 1/f E m(x ; Q) (résulte du théorème 3 at de la formule de

Leibniz).

THEOREME 4.-Si 0) , la multiplication par f opère continûment

dans 3(X ;Q) ~

Autrement dit i pour tout g E ~(~ ; ~~ ~ la fonction fg , définie dans

~ ~Z » ~ , se prolonge (d’une manière évidemment unique) en une fonction de (X; ~~~
et l’application ainsi définie est continue.

Démonstration. » Soit ~’ (~ ; Q) l’espace des fonctions de &#x26;(0) nulles au

voisinage de X . La multiplication par f définit une application

J’(X ; 03A9) ~ J’(X ; Q) ; grâce au lemme 1, il suffit d’établir que cette applica-

tion est continue pour la topologie induite sur ~’ (X ; Q) Or, soit

~’ (~ ; Q) ~ et k E Par Leibniz, on a (avec des notations évidentes) :

il suffit donc d’établir que lorsque k et 1 sont fixés, et que x varie dans

un compact ~ ~ ~ ~ il existe un compact ~ ~ ~ ~ un entier m > 0 et un C > 0 ,
tels qui on ait V g ~ ~ i ~X ; ~ ~~ ~ V 

Comme g est nul au voisinage de x ~ la formule de Taylor montre qu’on pourra
trouver un compact tel qu’on ait, pour tout 

en choisissant m assez grand, et en tenant compte de l’hypothèse f E J~(X ; 0) ,
on trouve le résultat cherché ,

Soient maintenant Y et Z deux sous-ensembles fermés avec Z c Y .

Nous désignerons Y) l’espace des f c ~ (Y) dont la restriction à

~ tZ ) est nulle e. qui sont "plates sur Z " ). Le théorème 4 a le corollaire

suivant :

COROLLAIRE. - Soient X et Y deux sous-ensembles fermés régulière-
ment séparés ; et soit f ~ Alors la multiplication par f opère
dans (X n Y ; Y) .



En effet, comme X et Y sont régulièrement séparés, la projection
E(03A9) ~ E(Y) envoie J(X ; Q) Y ; Y) . le résultat.

Il serait possible de définir un espace de multiplicateurs

lorsque Y et Z sont des fermés de 03A9 , avec Z c Y , et
de démontrer d’ans ce cas un analogue du théorème 4. Comme nous n’aurons pas à
utiliser de tels espaces, nous laisserons au lecteur le soin d’examiner cette

question.
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