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Séminaire Ho CARTAN 6-01
15¢ année, 1962 /63, n° 6 26 novembre 1962

CLASSES D'APPLICATIONS D'UN ESPACE
DANS UN GROUPE TOPOLOGIQUE, D'APRES SHIH WEISHU

par Henri CARTAN

1. Fibratiors attachées au probléme.

Soient X wun espace topologique, et G un groupe topologique. On se propose
d'étudier llensemble [X , G] des classes d'applications continues X -G ; il
porte évidemment une structure de groupe.

Pour des raisons techniques, on se placera dans le cadre simplicial : G sera
un groupe simplicial, X un ensemble simplicial ; on notera Hom(X , G) le groupe
simplicial suivant : le groupe Hom(X , G)n des n-simplexes de Hom(X , G) est
le groupe des applications simpliciables du produilt An x X dans G (rappelons,
cfe [5]; que A désigne 1'ensemble simplicial dont les p-simplexes sont les
applications croissantes (au sens large) de la suite (0, L , ees , p) dans la
suite (0, 1 , coe , n) , les opérations de face et de dégénérescence Stant défi-
nies de manidre évidente)e Pour achever de définir la collection des Hom(X ’ G)n
corme un groupe simplicial, on doit associer a chaque application croissante
p: (0,1, ees ,p) »(0,1, ses , q) un homomorphisme du groupe
Hom(X , G) - Hom(X , G)p ; c'est celui qui, & chaque application simpliciale
£ Aq x X » G , associe 1l'application composée Ap «x X, Aq «Xx e s O

VY est induite par ¢ .

Le groupe [X , G] que l'on se propose d'étudier n'est autre que ) Hom(X , G) ,
O-iéme groupe d'homotopie du groupe simplicial Hom(X , G) : c'est le groupe de
ses composantes comne: . Plus généralement, on va considérer tous les groupes d'ho-
motopie 7 Hon(X , G) , qui sont abéliens pour n =1 .

Pour G ., comme pour tout ensemble simplicial (qu'il soit ou non un groupe sim-
plicial), considérons G_ , le sous-ensemble simplicial formé des simplexes dont
le (p - l)~squelette est au point-bases Ici, on prend comme point=base 1'élément
neutre du groupe, et Gp est un sous-groupe invariant de G (i. e. : dans chaque
dimension n , les n-simplexes de G_ forment un sous-groupe invariant du groupe
des n-simplexes de G ). Le groupe-quotient G/G_ est un groupe simplicial :
clest le p-iéme systéme Qe Postnikov de G (cf. [4]). la suite exacte de groupes

simpliciaux et d?homomorphismes



(1) -)Gp -G -.G/Gp - (1)

définit G comme fibré principal de groupe Gp « On a donc une suite exacte d'ho=
motopie

I1 est immédiat que
= 1 <
ni(Gp) O pour i<p,
ni(Gp) N ni(G) est un isomorphisme pour i >p

(c'est 13 un fait général pour les ensembles simpliciaux, non nécessairement des

groupes) ; autrement dit, Gp -G "tue" les groupes d'homotopie Jti(G) pour
i< P e

Alors la suite exacte d'homotopie montre que

ni(G/Gp) =0 pour i >p ,

ni(G) - ﬂ:i(G/Gp) est un isomorphisme pour i <p

Soit p <gq j remplagant G par Gp et Gp par Gq » On voit que

i

ni(Gp/Gq) O pour i <p etpour i>q

2

fci(Gp/Gq) rti(G) pour p <i<g .

En particulier, le groupe G p/Gp_"1 est un groupe K(np(G) s D) s clest=d-dire

dont tous les .groupes d'homotopie . sont nuls, sauf m_ qui est isomorphe &
JTP(G) .

Considérons trois entiers p <q <r ; on a un fibré principal

Gq/Gr -+G r/Gr - Gp/Gq ’

de fibre Gq/Gr , de base Gp/Gq o I1 en résulte que la suite de groupes simpli-
ciaux et d'homomorphismes



(1) ~ Hon(X , G./G,) L, Bon® , G /%) £, Hon(x , G /6,)

est un fibré au sens de KAN (cf. [5], exposé 3, théoréme 1) ; cela signifie, en

fait, que la suite (1) est une suite exacte, et que f est injectif j; 1'homomor-
phisme g n'est peut=8tre pas surjectif, mais son image se compose d'un certain
nombre de composantes connexes (cf. relévement des homotopies dens un fibré). On

a donc la suite exacte d'homotople

A) e = T Hom(X , Gq/Gr) > T Hon(X , G p/Gr) s Hom(X , Gp/Gq)

)
— Hom(Gq/Gr) > eee BT Hom(X , Gp/Gr) » 7 Hom(X , Gp/Gq) ’

la derniére application n'étant peut-8tre pas surjective.

Toutefois, on peut compléter cette suite par un terme complémentaire & droite,

dans le cas ou r =q + L « En effet, le fibré

(2) Gq/Gq+l - CTP/Gq+l N Gp/Gq

a pour fibre un groupe K(n (G) , @) 3 il est donc (voir par exemple [5], exposé
4) isomorphe & 1l'image rec1proque du fibré universel, de base K(n (G 5 q+ 1)
et de fibre K(nq((}) , @) , pour une application simpliciale

£ Gp/Gq »K(nq(G) , q+ L) o

Je dis @e f est homotopiquement un homomorphisme de groupes simpliclaux, clest-

a~-dire que le diagramme

G/Gpr/G K(n(G),q+l)xK(n(G),q+l)
\, i
¢,/% £ > K(ry(0) 5 g+ 1)

‘est homotopiquement commtetif. En effet, désignons, pour tout groupe simplicial
I, par W(I') 1le classifiant (simplicial) de I, base du fibré universel (cfe
par exemple [5], exposé 4). Le fibré (2) donne lieu & un fibré



WG o) W(GP/GQ+1) > ﬁ(Gp/Gq)

(cfe [7], Chap. III, § 5) ; ici, ﬁqu/Gq*l) = K(nq(G) , g +2) , et le fibré est

défini par une classe d'applications
W(GF/Gq) N K(nq(G) s q+2) ,

c'est-é-dire par un élément de la cohomologie Hqﬁzdz(Gp/Gq) iy (G)) (observer
que q > ’ puisque p <q 3 donc T« (G) est abélien), dont 1a suspension, é1lé-
ment de Hq+ (G /G 3 n (G)) , @éfinit la classe de 1l'application f « L'asser-
tion relative a f en résulte. Ainsi f induit un homomorphisme de groupes

(3) m Hom(X , Gp/Gq) - 7 Hom(X , K(nq(G) s q+ 1)) .

Rajoutons~le & droite de la suite exacte (&) (pour r =gq + 1) 3 cela donne une

suite exacte (A') . se terminant ainsi :

m Hom(X , Gp/Gq+1) ~ 7 Hom(X , Gp/Gq) > 7 Hom(X , K(nq(G) sy q+ 1) .
Ainsi complétée, la suite (A') est exacte : tout revient & montrer que, pour que
ge m Hom(X , G /Gq) ait une image nulle dans 7 Hom(X , K(n (G) , g + 1)) ,
il faut et il suffit qu'il provienne d'un élément de 4 Hom(X , Gp/qul) o En
effet, dire que 1'inage de & est nulle, c'est dire que le fibré principal de
base X , de fibre Gq/G Wl = K(ﬂ (@) , q) aéfini par & est trivial, autrement
dit que l'application X -G /G qul est dans la classe de & se releve en une
application X = G /Gq+l H cec1 81gnifie exactement que & est dans 1l'image de
n Hom(X , Gp/(}q+l .

2+ La suite spectrale de Shih.

On va filtrer le groupe 7 Hom(X , G) par des sous-groupes invariants. Posons
FP n Hom(X , G) = Im(no Hom(X , Gp) > 7 Hon(X , G))

= Ker(nb Hom(X , G) - ) Hom(X , G/Gp))

“we

1'égalité résulte de la suite exacte d'homotopie du fibré



Hom(X , Gp) - Hom(X , G) - Hom(X , G/Gp) .

FP L Hom(X , G) est bien un sous-groupe invariant de m, Hom(X , G) , puisque

ctest le noyau d'un homomorphisme. On a évidemment
P+l m Hom(X , G) < FP m Hom(X , G) ,
donc la filtration est décroissante. Observons que

F° m Hom(X , G) = g Hon(X , G) .

p+l

On peut former les groupes quotients Fp/F s pour tout entier p 20 , et méme

pour tout entier p 20 ou <O, en convenant que, pour p <O , P =7, Il
groupe gradué associé est

DrP n_ Hom(X , G) /eet n Hom(X , G) .
P

On verra que c'est un groupe abélien, sauf peut-8tre pour p =0 (si G n'est

pas commexe) s

Plus généralement, on peut filtrer les 4N Hom(X , G) pour tout entier n >0 ;

par définition, le gradué associé

@rP n Hon(X , G) /PPt L . Hon(X , G)
P

. sera la composante "de degré total" n du gradué associé

DrP Hon(X , G)/Fp+l n Hom(X , G) .
1Y

Corme d'habitude, les éléments de

@ FP 1 Hom(X , G)/Fp"l n_ Hom(X , G)
>0 n n

red

sont ceux de degré filtrant p .

On va voir que ce gradué associé est canoniquement isomorphe au terme E, d'une

suite spectralee.
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Auparavant, introduisons les notations suivantes : pour tout couple dlentiers
(p,q tels que 0g pg< qg + =, posons

Hn(p , Q) = . Hon(X , Gp/(}q) pour n entier >0

(en convenant que, pour g = + o , Gq est réduit & 1'é1lément neutre). Posons

en outre, pour p>1,
H,(p,p+1)= m Hon(X , K(np(G) , D+ 1)) .

Si on se rappelle que le groupe des classes d'applications continues d'un espace
X dans un groupe K(IT, q) (ob II est abélien) est en correspondance bijective

naturelle avec le groupe de cohomologie Hq(X s 1) s on voit que

e

L
Hy(p,p+1) =87 (X ; n(0) pour p>i ’

HPR(x

“we

H(,p+1) 7,(G) pour n20, p20 ’

en convenant que le groupe de cohomologie HP™®  est réduit & 1'élément neutre
si n>p, et que, pour n=0, p =0, il désigne le groupe (non nécessaire-
ment abélien) Hom(X , no(G)) des applications continues de X dans le groupe
discret des comnposantes connexes de G « On observera que Hn(p s D+ 1) est
un groupe abélien, sauf pour n=0, p=0.,

Cela étant, nous pouvons décrire la situation abstraite dans laquelle nous nous

trouvons ici

(1) Pour tout couple d'entiers (p , q) tels que 0<p<q <+ », et pour
tout entier n >0 , on a des groupes Hn(p s @ snuls si p=gq 3} et ona aussi
un groupe abélien H ,(p, p+1) pour p >! . On peut convenir de définir
B(,q pur n>20, p<0, q30, en posant alors H (p , Q) =H (0,9,

(11) Chaque fois que p < p' et g<q' (avec p<q, p'<q' )y onaun

homomorphisme de groupes
H (', q") 2 H (b, q) (pour n 3> 0) ,

ces homomorphismes satisfaisant & une condition de transitivité évidente. Pour

p=p', a=qg" , ¢ est l'identité,



(iii) Pour p < g <r , on a des homomorphismes

H,a 5H (q,r)  (sour n3t)
)
HO(P, Q) ""’H_l(Q,q+1) .

Les données (i), (ii) et (iii) satisfont aux axiomes suivants (outre ceux qui
ont déja été formlés) :

Sr' (avec pgqggr, pgadgr)

~

AXIOME (I)s - Lorsque p <p', gq<q', r
le diagramme suivant est commutatif (pour n >1) :

Hn(pc , q') LHn_l(qt , )
o, L
H(p' ) ——H _;(a, 7 .

~N -,

De plus, pour p <p'< g, q >1, le diagramme suivant est commtatif

S
By(p' 5 @) — H_(q, g+ 1)
s id.’
v v
Ho(p?q)———»H_l(q,qae-l) .

AXIOME (II)s = Pour p <q <T , la suite

: ) ;
vee »H (q, r) -g—»Hn(p s T) LHn(p ,y Q) —H (g, r) AR

)
L H(p,q —H(q, ) LH1k,n) i, q
est exactes De plus, lorsque r=q+ 1, q 21 » on peut rajouter, & droite
de H (p, q) , 1'hononorphisme 'Ho(p s a —H (qa, q+1), et la suite

ainsi complétée est encore exacte.

3e La suite spectrale (suite).

Un systeme de dommées (i), (ii) et (iii), avec les axiomes (I) et (II) précé-
dents, nous place dans la situation habituelle donnant naissance 3 une suite
spectrale (cfe [2], Chap. XV, § 7), sauf que, contrairement 3 1'habitude :
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1© Ies groupes Hn(p » @) ne sont pas nécessairenent abéliens (toutefois les

H__l(p , D+ 1) le sont) 3

2° La suite exacte de l'axiome (II) s'interrompt & droite (éventuellement pro-

longée par un terme de degré -1 lorsque r=q+1l, q>1).

On va voir que la théorie de la suite spectrale est encore applicable. On s'ine

téresse au calcul du groupe Hn(O s + ) , qu'on notera simplement H (dans 1e
cas présent, c'est 7 Hon(X , G) ). On filtre H , pour n >0, en posant :

FP gt

In (Hn(P y + ) LHn(O y +))

I

Ker (H (0, +«) 2580 (0, p) ;

FP Hn est un sous-groupe invariant de Hn -« Posons, pour tout entier r tel

que lSr+ o,
IZ£’-n=1m (Hn(p s D+ T) ~(—P—->Hn(p y D+ 1)) si n>0 ’

1 ()
125’ =H_l(p sy D+ 1) si p>1 .

(On éerit = n en indice supérieur, parce que n figure en indice inférieur
dans H , et doit donc 8tre compté comme un degré "négatif",} Posons aussi,

pour n >~ 1,
B - Im(H (p=r+1, p) o H ( +1)) 1
T - n+]_p ,p —> np’p poul‘ p)

B - o
r

Tous les groupes Bﬁ’"n sont des sous=-groupes invariants de Hn(p s P+ 1)
de plus, il est irmédiat que Bg,-n c ZE’-n s donc on peut considérer le groupe
quotient

Efj’n = Zf."'n/Bi’"n mn>203et n==1, p31) .

On notera que Elf"'n = Hn(p y D+ 1)
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PROPOSITION 1. = Pour tout entier n >0 , on a un isomorphisme naturel de
groupes

Py—n1 o~ p p+l
E> F Hn/F H

En effet, écrivons le diagramme commutatif

Hn+l(0 ’ p) \61
, PN
1
Hn(p + L, 4 ®) —— Hn(p y + @) AN Hn(p sy P+ 1)
¢
6\\\H \l,

L0+

~dont les lignes et les colonnes sont exactes. Il définit, comme bien conmu, un
isomorphisme

Tng/In & % In ¢'/Im &'

C. Q. F. D.

PROPOSITION 2+ - On a, pour tout entier n >0, et pour r <+ « , un isomor-
phisme naturel

z7 /a0 Boil /8%

En effet, écrivons le diagramme commutatif

Hn(p+l'yp+r)
| AN
v 5 3
Hpyp+r+l) — Hl,p+2) — H _ (p+r,p+r+1l)

LP\ Lo

Hn(p 2 p+l)

dont les lignes et les colomnes sort exactes. Il montre d'abord que 1'image de

Hn(p s P+ + 1) > Hn(p » P+ T) estun sous-groupe invariant 3 donc Im ¢! est
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un sous-groupe invaeriant de Im ¢ ; cela permet de considérer le groupe quotient
Zg"n/Zf‘iIn « Puis le diagramme définit un isomorphisme de groupes

In ¢/In ¢ = In &/In & .

Ce Qo Fe D_o

Définition, pour n >0 (et r <+ ) de 1'homomorphisme

a Ep,--n__),Elp+r,--1f1+l
T r r

C'est, par définition, le composé des trois homomorphismes

Zp,--m /Bp,-n — Zp,--n /Zp,-n ~ Bﬁf"ml /B£+r,-n+l —_ Z£+r,-n+l /Bg-l-r,-ml

dont le premier est surjectif, le second est 1'isomorphisme de la proposition 2,

et le troisiéme est injectif.

PROPOSITION 3. - Powr n >0 , le moyaude d_: EB*™ 5 EP"Te™l oo

22y T7/B5 ™ 5 1'image de 4 3 Elli“r' " S EDTY oot BDITR/BDY™ L Done Imq

est un sous—groupe invariant de Ker d, » et

~ gDy P"“n Py-n R .
Ker dr/Im d, X 277 /B =E%]

Ces assertions sont évidentese.

Ainsi le groupe Er+1 s'identifie au "groupe d'homologie de Er pour 1!'opéra~
teur différentiel d, s du moins pour n >0 . Mais il en est encore ainsi pour
n=~1: verlflcatlon immédiate, & condition de convenir que d s'annule sur
EP"‘l =H,(p,p+1).

4+ Quelques explicitations.

Lyant ainsi exposé la théorie générale de la suite spectrale attachée 3 des
données du type (i), (ii), (iii), nous allons maintenant expliciter les choses

dans le cas qui nous intéresse. On a vu que

Ef’-n = Hn(p s D+ l) = Hp-n(x 3 T[p(G)) ’
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en convenant que c'est 0 si p <n, et que c'est Hom(X , no(G)) si n=0,
p =0 . Tous ces groupes sont abéliens, excepté peut=-8tre pour (n, p) = (0, 0) «
Par suite, pour (n , p) # (0, 0) , tous les groupes Ei’—n (dont chacun est
un quotient d'un sous-groupe de Ellj"'n ) sont abéliens. On vérifie facilement que,

pour tout r , E;’o = Hom(X , nO(G)) .

On va expliciter 1l'opérateur différentiel d; du terme E]. .
THEOREME. - Soit

P _ PR .

g e H (K(Ttp(('x) ) p) H np+l(G))

1'invariant de Postnikov du fibré

Gp+1 /Gp o Gp/Gp+2 - Gp/Gp+l .

Alors, pour p >n >0, 1l'application

dy ¢ Pl (x , J'Cp(G)) L gPnHR (X 3 T el ()

du terme El de la suite Speétrale est 1'opération cohomologique (de degré 2 )

définie par 1'é1ément de
p-1+2 .
B (K(np(G) , P=n); T el (G))

que 1l'on dé@ui’c par suspension itérée n fois de 1'é1lérent €p+2 .

(Remarque : 1'application d; estnullesi p=n, mme pour p=n=03 si
p >0, l'invariant de Postnikov F,p+2 est dans 1'image de la suspension (cf.
n° 1), et par suite d; est un houomorphisme de groupes abéliens, méme pour
n=~0 c)

Démonstration. - Etudions d'abord le cas ot n = O o D'aprés le n® 1 s 1l'applica=

tion d; n'est autre que 1l'homomorphisme (3) (relatif au cas o g =p+ 1)
qu'on rajoute & droite de la suite exacte (L). Cet homomorphisme

(3) n, Hon(X , (}p/Gp+l) ~» 1 Hom(X , K(np+1 (G) , p +2))

est défini par 1l'application



fs Gp/Gp+l - K(np+l(G) y D+ 2)
qui définit le fibré

Gp+l/G o2 Gp/Gp+2 -+ G p/Gp+1 3

la classe de f est 1'é1lément de HP+2(G /G ol np+1(G)) s invariant de Postnikov
de ce fibré (par définition de l'lnvarlant de Postnikov)e Compte temu du fait que
Gp/(}p+l est un espace K(np(G) , D) , la classe de f est définie par 1'élément

Ep*z de 1'énoncé. Llors 1l'application (3) associe, & chaque classe d'applications
gs X-G /G el ? la classe de l'application composée f o g §3 or une classe

d'appllcatlons X-G /h est définie par un 4lément de HP(X ; np(G)) ; et
(3) est done l'appllcatlon

PR ) - ERE @),

opération cohomologique définie par 1'élément §p+2' (ceci, en vertu méme de la

définition d'une telle opération cohomologique) .

Le théoréme est donc prouvé dans le cas ot n =0 ¢ Le cas o n >0 g'y raméne
en remplagant le groupe G par l'espace des lacets e $ on doit alors tout

suspendre n fois. D'ol le théoréme dans le cas général.

En fait, nous nous intéressons surtout au calcul des Ep,—n lorsque n =0 .
Pour passer de Ei’o a Ep’l s on prend d'abord le noyau de d : ngo »ZE£+r’1 R

N l .
oh EPF?T st un quotient de Ell*r’ = Py Moup(®) o Alors ED2Y est

isomorphe au quotient de ce noyau par 1l'image de 1l'homomorphisme

d._ : Ep—r’-l - EP»©
T r r ’

lequel provient d'un homomorphisme

Zp—l‘,-l - gPs°
r Ir

. -l .
Le noyau de ce dernier est précisément Zﬁ:{’ o On voit que, pour calculer les

0 . . .
termes Eg’ s tout se passe comme si 1l'on avait une suite spectrale que nous

A

noterons 'Ef’-n y OU



f
'Eg"'n.—_o si n est distinctde -1 ,0 ou +1 |,

- 1
,Eg,-l = ij 1 , Sous~groupe de HY (X ; ﬁp(G)) ’
'Ef"c = Eg’o s quotient d'un sous-groupe de HP(X H ﬂp((})) ’

'Eﬁ’l =E§’1 , quotient de HP*l(x ; np(G)) .

\

Pour r=1, ona
-l
Pt o Pt n@)
wP = WP 5 n(0))
'Ef”' = np(G)) ,
et le terme 'Eg’ ° est le groupe d'homologie de la suite
P2 dl P dl P+l
B L @) e P (@) e P @),
les homomorphismes d, étant définis par les invariants de Postnikov du groupe G.

5« Convergence de la suite spectrale.

Comme pour toute suite spectrale, il y a deux problémes de "convergence" 3

1° Dans la filtration décroissante de o Hom(X , G) , 1l'intersection des
F* n_ Hom(X , G) est-elle réduite & O ?

20 Le terme Ez 2 est-il 1a Minite", lorsque r fini tend vers + « , du terme
Eg’o ? D'une fagon plus précise, dans le cas présent, il est évident, d'aprés les

définitions du n® 3, que
Bfo’o = B?"O dés que r >p + 1 ,

et que par suite Ef‘ilo est un sous=-groupe de Ef.’o pour r grand (en fait, pour
r>p+ 1) ; la question est alors 3 Ez’o est=il 1l'intersection des Ef.’o quand
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r (suffisarment grand) tend vers + « ? (Dans tous les cas, Ezfo est contem

dans cette intersection.)

Si la réponse aux deux questions précédentes est affirmative, on dit que la
suite spectrale est convergente (au moins dans le degré n =0 , le seul qui nous
intéresse).

Analysons la question 1° : on considére une application f ¢ X 5 G, et on sup-

pose que, pour tout p , l'application composée
x -6 — o/a,

est homotope & 1'application neutre (constante); il s'agit de savoir si cela ime

by

plique que l'application f elle-méme est homotope & 1l'application neutree

Lnalysons la question 2° : il s'agit de savoir si 1'intersection (quand r

varie) des images des applications

)

n, Hom(X , Gp/Gp+r) > n_ Hon(X , Gp/Gerl

se réduit & 1'inage de
n, Hom(X , Gp) > n Hom(X , Gp /Gp+l) .
En d'autres termes, si une application g : X - Gp/Gp+L‘ peut, pour tout r ,

se relever en une application X - G /Gp ip ? peut~elle se relever en une applica-
tion X - Gp ? On peut encore transformer cette question : considérons le fibré

G, = G, c;p/(}p+l ;

ptl

il est induit par une application

9 : Gp/Gp-l-l _>W(Gp+l)

=0

soit hs X ~9W(Gp+l) 1'application composée ¢ o g « On suppose que, pour tout
r , l'application composée

RN E l)~>W(G 1/C )
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est homotope & une application constante ; et il s'agit de savoir si on peut en
conclure que h est elle-méme honotope & une application constante. Si(on posqe
o _ b ' N . pir+l
W(Gp+l) =Y, W(Gp+1/Gp+r) n'est autre que le systéme de Postnikov Y ,
quotient de Y (on identifie deux simplexes qui ont néne squelette de dimension
P+T )e

Finalement, on voit que les questions 1° et 2° se résolvent affirmativement

chaque fois que X jouit de la propriété suivante @

(C) étant donnéune application simpliciale f ¢ X >Y (o0 Y est un ensem=
ble simplicial quelconque, muni d'un point-base), si 1'application composée
x L. Y(r*l) est, pour r grand, homotope & l'application constante (2 va-
leur au point-base), il s'ensuit que f es$t homotope & 1l'application constante.

On peut formmler la propriété (C) d'une maniére dquivalentes Notons X[r] le
squelette de dimension r -1 de X , clest-a-dire le sous—ensemble simplicial
de X engendré par les simplexes de dimension < r = 1 o Il est évident qu'on a
une bijection naturelle '

(r)

Homo(X[r] y I) <> Homo(X , T)
quels que soient les ensembles simpliciaux X et Y (on note Homo 1'ensemble
des applications simpliciales). En d'autres termes, les foncteurs X M’X[r] et
Y ~» TV sont "adjoints" au sens de KiNe La propriété (C), pour X , se formule

alors

(C') pour tout ensemble simplicial Y runi d'un point-base, si une application
simpliciale f ¢ X - Y joult de la propriété que la composée X[r] SxLhy
est, pour r grand, homotope & l'application constante, alors f est homotope &

1'application constante.

Il est vraisemblable que la propriété (C') n'est pas vraie en général, quoique
le conférencier ne sache pas donner de contre~exemple. Mais si X est de dimen-
sion finie (i. e. si X = X[r] pour r grand), la propriété est évidemment vraie.
Linsi s

Si X est de dimension finie, la suite spectrale de Shih est convergente.




6e Premiére application : suite spectrale d'AtiyaheHirzebruch [1].

Soit U 1le groupe, linite inductive des groupes unitaires U(n) ; le classifiamt
BU est linite inductive des classifiants BU(n) « Ie groupe de Grothendieck K(X)
des fibrés vectoriels complexes de base X s'identifie au groupe 7 Hom(X , BU xﬁ)
des classes d'applications de X dans BU x 2 (cf. [L])e Ia structure de groupe
de 4R Hom(X , BU x E) provient de la loi de composition de 1l'espace de Hopf BU
et de l'addition du groupe des entiers Z o Or, d'aprés le théoréme de périodicité
de Bott (voir notamment [6]), BU x Z a mfme type d'homotopie faible (comme esw
pace de Hopf) que l'espace des lacets QU ; ce dernier posséde une structure de

groupe (provenant de la structure de groupe de U )e Ainsi

K(X) = n Hom(X , QU) ’

ni(QU) =2 si i est pair |,

avec
ni(QU) =0 si i est impair .

Dans la suite spectrale de Shih, on a donc
ED»™R = PRy Z) si p est pair
[Elf"'n =0 s8i p est inpair .

1l en résulte que les gifférentielles d_ sont nulles pour impaire Donc
Eg,-n = Ef"'n 3 et, par exenple, Eg’o = Eﬁ’o est, pour p =2k , 1l'homologie de
la suite '

#5205 2) - PR 5 8) - B 5 )

ol les homomorphisnmes sont des opérations cohomologiques de degré 3 o On peut

3

nontrer que c'est 1'opération Sq” de Steenrod.

Cette suite spectrale n'est pas tout & fait la néme que celle d'Atiyah-Hirzebruch
(dans cette dernidre, les d,, sont nulles pour p pair) ; toutefois, il est trés
facile de voir que les deux filtrations de e Hon(X , QU) sont les mfmes. Les
éléments de filtration p de n Hon(X , QU) sont, ches Atiyah-Hirzebruch, de
filtration p - n . Compte tenu de ce décalage, il semble probable que le terme
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Er de Shih s'identifie au terme Er+l d'A=H, la différentielle d, devenant

dr"'l *

On peut procéder pour le groupe orthogonal corme pour le groupe unitaire : le

groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels rdels est cette fois

n Hom(X , BO x 2) = n Hon(X Q7(o)) ’

compte tenu de la périodicité de Bott. Les groupes d'homotopie nb(BO x E) sont

égaux respectivenment 2
Z 4%, 9%, 0,%4,0,0,0

suivant que p est congru, mod 8,4 0,1 ,2,3,4,5,6,7.0mnen
déduit notarment Eg"‘n =0 si p estcongru, nod 8 , & l'un des entiers

.0

3,5,6,7.«Et1'n a, par exenple
2
E,50° = Ker Ho(X 3 2) 244 5% (x ; 7,)

8k+l 40

B

1

2 2
homologie de k-t X ;5 2) —-S—q—-> Hak*l(X H ..ZJZ) ~§g—>H8k+3(X H ’%2)

2
Bice2 i S B2
B, "% = Coker H (X 5 Z,) —3H (X ; Z,)

&+4 ,0 8k+4
E2 ’” = H (X H .Z.) .

7. Deuxiéme application : groupes de cohomotopie.

Rappelons (cfe par ex. [3]) que tout espace Y tel que
JR(Y) =0 pour i<n=-=1 et i>2n=1

a méme type d'homotopie qu'un espace de Hopf, et par conséquent a méme type d'ho-
notopie qu'un groupe topologique. Appliquons ce résultat & l'espace Y = (Sn)2n~l ’
(Rn - 1)~idme systéme de Postnikov de la sphére S . Pour tout CWecomplexe X

de dimension £2n -2 , l'ensemble [X , S"] des classes d'applications conti-
nues de X dans la sphére S" s'identifie 3 l'ensemble [X s Y] des classes

d'applications continues de X dans un groupe topologique Y 3 il posséde donc
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une structure de groupe : c'est, par définition, le groupe de cohomotopie nn(X) .

La suite spectrale de Shih s'applique : [X , 8] = n_ Hom(X , Y) est filtré,
et le gradué associé est le terme EE’O d'une suite spectrale dont le terme El
est

wPt o B R (sT)
P
BP0 = B 5 n(57)

S TRl O n (™) .

La convergence est assurée, sans nouvelle hypothése sur X .

Le terme ,Eg,o est 1'homologie de la suite
= nyy 91 p nyy 4 P+ (o n
i (X H ﬂip_l(S )) — 1 (X H JIp(S )) — I (X— H np+l‘(S )) ’

les homomorphismes d; étant les opérations cohomologiques définies par les ine
variants de Postnikov de la sphére s" . En particulier, pour p=n+ 1, 1'ho~
momorphisme

d

L T ™) - B o, (7))

n'est autre gue 1'opération de Steenrod

s+ T8 L@y .

COROLLAIRE. - Si X est un OW-complexe de dimension n + 1 , on a une suite
exacte

2
S
Hn"'l(x 5 2) ._E..) H‘n"'l(X ;Z:Z) j—» ™ (X) -E—)Hn(X ;E) —s 0 ’

ol 1l'homomorphisme p associe & chaque classe d'applications £ ¢ X - 8" 1'i=
- mage de la classe fondamentale de st par l'homomorphisme f£* 3 Hn(Sn; E) - I-ln(X;.Z‘) .
L'homomorphisme q est le composé |
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) =X, K@, ,ne D)= [x, O] ox, s =P

ot la fléche du milieu est induite par 1l'injection de la fibre K(Z2 ,n+ 1) du
fibré  (SP) (n+R) + (sP) (n+l)

8¢ Remarque finale.

Soit SX la suspension de X o On a
n Hom(SX , W(G)) = 7, Hon(X , W(G)) = n_ Hon(X , G)

comme le montre la suite exacte d'homotopie du fibré principal W(G) - ;I-(G) y de
groupe G . Autrement dit, le groupe n Hom(X , G) =[X , G] qu'on a étudié au
moyen de la suite spectrale de Shih n'est autre que le groupe des classes de fi-
brés principaux de groupe G et de base SX (suspension de X ).

La classification des fibrés principaux de groupe G et de base X est un pro=

bléme beaucoup plus difficile, qu'on n'abordera pas icie
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