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OPE}ATIONS COHOMOLOGIQUES

par Adrien DOUADY

CONVEI'T1ON, Régle de Koszul : Si 4 et B sont des algébres gradudes, on défi-
nit sur & ® B une structure d'algdbre, associative si A et B le sont, en

posant s

@b cgd) = (-1)[43/. ac & bd

si b est de degre B et c de degre Y .

Si A et B opérent respectivement sur des modules gradués E et F , on
foit opérer 4@ B sur E&F en posant :

a o~
iz

(@ b)le® ) = (-1) ae @ bf ,

ou B et ¢ désignent les digrés de b et e .

1. Opérations cohomologiques.

Ae Définition. - Une opération cohomologique L) de type (n,T; q, G) , est

un morphisme de foucteurs

n .
B 5T) — 83 5 0)
considéres comme fopeteurs & valeurs dans le categorie des ensembles.

£ est done 1s donnde, pour toute paire X d'ensembles simpliciaux, d'une

application ensembliste

Do 8@ ;T — rl(x 5 o),

. de fagon que, pour toute epplication simpliciale
fi+@ X'—>X,

on ait le diagramme commutatif :
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n

PE,T) —2 5 14X, 6)

f*\\, ]
o,

B M) e 1%, a) .

{1 est aite additive si c'est un morphisme de foncteurs & valeurs dans la caté-
gorie des groupes abéliens et homomorphismes ; autrement dit, si
0 (u+v) = Q) + & (v) pour tout X
X X X ’
et pour tous u, v dans Hn(X ;10 .

I > de - v o 13
THEOREME, - Pour tout w ¢ H“l( l, n; G), il existe une epérction cohomologique
Q de type (n,T; q, G) et une seule telle que :

N ("gn) = ,

3, désignant la classe fondamentale de ﬁn('ﬂ", ni;W) .,

i
DEMONSTRATION,

a) Unicité : 8i y € B (@ ;T) , ona Vi X—(&T, n),e), et y= @),
dloh Q(§) = (@) .

b) Existence s Posons -(Y) =Y*(OJ) » qui ne depend pas du représentant Yy choisi
dans X , car, si on le change, }7 est remplacée par une application homotope.

Y

I1 reste & verifier la fonctorialité : ou a £ (y) =?o £, dou

DEE) = 7 (@) = (Fo )7 = 7 () = £ (2 ()
COROLLAIRE., - Les opérations cohomologiques de type (n ,W;3; q, G) , ob q<d n,
sont toutes nulles. Pour g = n , elles sont données par les homomorphismes de
T dans G .

B. Suspension. - kappelons qu'on 2ppelle suspension
s+ E¥N(T, ne1 5 0) — EYT, 0 5 0)
-1
1'homomorphisme composé o = & P de

P* o HUNR(T, nel) , e 3 G) — B (L(T, n) , X(TT, n) ; G)

et de l'inverse de §: ?I/q(ﬂ, n;G) —> HQ+1(L(‘\T, n) , XK(00, n) ; G) ;
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$ est un isomorphisme puisque L(Tl, n) est acyclique. C'sst aussi le composé

3+1,0 o~% 29,9

E¥H (T, net 5 0) = Eq+1 0 — B2

3 EZ,Q_ HQ(n,n, G)

o © désigne la transgression dans la suite spectrale du fibré L(TW, n) , qui
est un isomorphisme (suite exacte de 1l'exposé 3 , 1% 4).

/ ~ ~ o
THEOREME. - Soient W € H(T, n; 6), o e E¥N(W, nel 5 0), -0 et

3
£l 1les opérations cohomologiques associces.

Pour qu'on ait, pour toute paire (X , Y) , le diagramme commutatif

T ;T —E 5 i ;o)
s LS
?‘1"'1 r — K\Ll Nq+1 .
®, ;M) —— " @x,vs30),
il faut et il suffit que wo = g (W),
/
DEMONSTRATION, -
a. Il suffit : Supposons W = o W', soit P*(eo') = §W, Soit

Y € H*y ;M) , /2 € ¢™X ;T1) une cochafne qui induit sur Y 1le cocycle

. - n+1 T S as e . _ p
Y » et \7 6/362 X, Y0 . 0na, pardeflnltlon,gx— 7 . Ona
dtautre part le diagramme commutatif
~; _
Y — K(TT, n)
l I

(X ,~Y) —_/3_—‘") (L (T‘—, n) [} K(—\Ty n))

‘i
9
(K(Tr’ n"'l) ’ e) ’
d'ou s
Qo) =2 @) = T (w) = BHE () = B (5w) = 6(FH(®)) = 6 (N(¥)) .

b, Il faut ¢ On a in = (3 .,) « 5n efiet %m’l n'est autre que l'identité
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de K(TT, n+l) , et P*(gml) =7 ,, 0P=P.8iy estle cocyele fondamen-

n+l
tcl sur K(T, n) , et ¥ la cochafne fondamentale sur L(T, n) , qui induit
Y osur K(T, n) , § est 1'identité de L(T, n) , et T =P, d'on

P*(§n+l) =¢ %n .

On a alors ¢

@= NG = NEHF (0 =TT EN G, ) = 5T ENA (@, ) =0

n+l n+l
]

DEFINITION, - Si J1' est une opération cohomologique de type (n+l , T3 g+l , G) ,
on appelle suspension de 1! 1'opération cohomologique 2 = T e type
(n,MTs; q, G), telle que le diagramme suivant soit commutatif

—_ n
(K 3T e HY(x , ©)

élk gLQ
n+1(

EON
E,XVe ;M — i@, xve;a),

H

H
E désiznant le clne de base X et de somiet e , clest-a-dire X x /_Sl/io(X) .
. AN

I1 ressort du théoréme précident que, si (L est assomide a w , WL est

associée & o (W) .
t \

C. THEOREME, - Toute opération cohomologique -} de la forme 9 L' est additive.

Ce théoreme sera une conséquence du
IEMME (Frank PETERSON et E. THOMAS) : Pour toute opiration cohomologique JL,
de type (n ,M35 q, G), ona

DLu+dv) = L@+ (s

si u e H'(X y Y5T) et v € Hn-l(Y ;Y.

DEMONSTRATION du lemme (voir aussi 1l'appendice pour une démonstration dans un
cadre plus général). - Soient Y et © deux cocycles sur (X, ¥) , © étant

cohomologue 3 0 sur X , mais pas nécessairement mod Y ., Definissons les

cocycles [ et ® sur ¥ x Al par [ = P*(X) , ou P est la projection
de X x{0, sur I, et i’l* ®) =0, iZ(@) = 0 (Expos¢ 8, Théordme 2 D,

démanstretion b).
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i e 29T : = & dadfini n
Soit Y € Z*(M, n 3 G) tel que = \y définisse .

Considérons le cocycle sur X x O 3
SN

T & oy o) o @* (U
T ® - Ty - @)

I1 est nul sur Y x {.'31 , ob | est nul.

I1 est nul sur iO(X) , o @ est nul,

Sur il(X) , 11 induit un cocycle de lo classe
ﬂ(}s/,,_@)_ﬂ(y)_dﬁl.(@) € B, ¥ ; G)

Ce dernier cocycle est cohomologue & O sur X mod Y . D'olu le lemme en posant

u= Yy, szé.

!
DEMONSTRATION du théordme s Soient 1= T | u, v ¢ (X ,VW), E le cone
Ge base X, &: H'(@E =S H'@E,Zve). Ona

$@+v) = Viu+v) = Q' (Su+8v) = Q8u+ NWov= 8N u+80v= §(Qu+Qdv)

s

dtod N(u+v) = Nu+ Qv puisque S est biunivoque,

D. Applications diacgoncles.

IEME s $i T est un groupe abélien de type fini et G un corps, H(T, n ; G)

est un espace vectoriel de dimension finie sur G pour tous n, g> 0.
/
DEMONSTRATION par récurrence sur n 3

a. pour n=1:C'est vrai si M =2, car K(Z, 1) a méme type d'homotopie

————

gu'un cercle, C'est vrai si || = Zn , en vertu de la coproposition 3. C. de

1'exposé 3, car K(Zn , 1) est base d'un fibré dont l'espace et la fibre sont
K(z , 1) (Exposé 8, paragraphe 3, A). Si TT est un groupe abélien de type
fini quelconque, TV est produit de groupes 17, cycliques, et K(W, 1) est
produit des K(Tri , 1) correspondants.

b, Si le lemme est démontré pour n , on le demontre pour (n + 1) en appliquant
la coproposition 3. C. de l'exposé 3 au fibré L(T, n) de fibre K(WW, n) , sur
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K(7T, n+l) simplement connexe.

I1 résulte du lemme que :

C s @" B (1,0 5 6) @5 (Tr,0" 5 6) =A@, n') , ) x (K(TT, n"),e) ; G)
q'+q"=y

est un isomorphisme.
[aY) —— .
Notons 02 = Hq(!!, n 3 G) 1'espace vectoriel sur G des opcrations cohomo=

logiques de type (n ,W; q, G) , auquel nous accorderons le degré i=qg=n.
Supposons T muni d'une structure d'anneau. slors pour toute Jl€ Og , et tout

couple n' , n" tel que (n' + n")=n , il existe un c¢lément unique

'
Dn',n" S q ﬁl%"q nl &0 nn tel que,

si D ’ ﬂ:Zﬂ'j(@ _Q"j,onaitz

n'i

oG, @80 =00 (1 02535, 00" %, .

n“

' '
Les applicaticns D Og'-—é» <3 o§,<g>o§" sont Gelinéaires et seront

1 N 8
n',n
appelécs diagonalcs. On a 3
n’iﬂ

0 cwen =0 (CEn 30 aod v

' . : "
pour tous u € i X W), v e 1” (¥ ;M) , X et Y étant des paires quel-

conques d'ensembles simpliciaux.

E. Compatibilité des applications diagonales s7ec la suspension.

/ N —
THEOREME s Soit W un anneau de type fini en tent que greupe abelien, G un
corps, {1 une opération cohomologique de type (n ,T;q9,G) . 4lors, si

Dyt o 1 =5 2 @y, ma
i
" a) Dy, T =T (= 1) "fﬂs ® ﬁ’:’j
i yh
b) L TN =T (-1) Y __Q'j @"iﬂ.j

/
DEMONSTRATION. - Soient X et Y deux ensembles simpliciaux.

a. Soit E le cbne de base X .
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Plongeons X dans (E , Xve) et XxY dans (E , XV e) xY .,

Pour tous u € Hn’-l(X) , V€ Hn"(Y) , ona s
6 N cev) =Nsc@y = dosugy) = o "0 Sue R v) =

= C(@_ (~1) n'ingo Q0! ® Ny = ,CE (_1)n'i" T ued v) , donc

n'ill

TRCRv) =cQ (1) I ‘Vﬂ‘j u@ﬁ; v)

puisque § est biunivoque, d'ol (a) en remarquant que u est de degré n' - 1 .
b. Soit E 1le cdne de base Y .Plongeons Y dans (E, Yue) et X x Y dans

' "o
Xx (E,Yve).Pour tous ué€H (X), ved Y1), onas

§TNcev) =cuev) =0 b (D) v) =
=0 @ MO w® 6T ()P v) = e IR (L w570 v)

car 9 )" est nécessairement additive (Théoréme 1. C.).

Donc

19151 {
TACev) =c( () A wgy T v,
d'ot (b) en remarquant que " est de degré i" comme L,
COROLLAIRE., - En posant, pour toute opération cohomologique O

20 = (7o,

ot i=gqg=n estle degrc de L , le théoréme s'cnonce, sous les mémes hypo-
theses

( FEH =T « Q3)ehy

Dn'-l’n"

Dn|,nn_1 é\" (ﬂ) =Z ..Q.; @ 0':(—0-;) .
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2. Upérations cohomologiques stables:

A. Définition. - On appelle opération cohomologique stable de type (i, T, G)
une suite P = (Pn) d'opérations cohomologiques, P étant de type
‘ n, T;n+ei, G),

telles qu'on ait, pour toute prire (X , Y) d'ensembles simpliciaux et pour

tout n , le diagrumme onticommutatif si i1 est impair, commutatif si 1 est

pair
n, Pn n+i
HE ;T ——s H (Y3 0)
LS
16 v
n+l Pn+l n+i+l
FrE, ¥y M) ———— H x, Y;0)
. o~ _ (o1
I1 revient au méme de dire que P= o P = (=1)" o P .4 Dour tout n .

les P_ sont donc necessairement additives (Theoréme 1. C.) . La somme directe
des espaces ST des opérations cohomologiques stables de type (i ,T7,T) pourra
étre considéré comme une algébre pour la composition, qui opére sur H* (X ;)

pour tout ensemble simplicial X .

EXEMPIE : 1l'opération de Bockstein. - Soit O =3 G = A —3> T —3 0 une

suite exacte de groupes abéliens. On a2, pour tout n et pour tout ensemble
, 1

simplicial X , un opérateur cobord ﬂ s H(x , ) —> B (x ; G) , naturel en X

Si Y CX, on e le dicgramme commutatif exact

0 0 0
T 1 T
0—=C"(Y ;6) =T ;5 4) — 0”@ ;T) — 0
T il 1
0—=Cc"X ;06) —mc®; 4) —c”x;T)—0
1 T T
0 — C™(¥,¥30) —> ¢™(X,¥;4) —3 CP(X,Y;W) — 0
1 1 1
0 0 0

qui donne lieu, ainsi qu'il est bien connu, su diagramme anticommutatif g

B Y 5T —-/f--s g+l (Y 3 @)

Vs Vs

B (x, ;) B R x , Ys0) .
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A est donc une opdration cohomologique stable de type (1 ,T; G) . Pour tout

nombre premier 1'opiration c¢e la suite exacte
b Py 1%

0 —> 7 57 0 ey 5 0
p P p

est cppelée opération de Bockstein modulc p .
B.Proposition. -

a. Si Ll est une opération cohomologique de type (n ,M;n+i,G) , o i4n,
, 1,

il existe une opération cochomologique stable P = (Pk) de type (i G) et

une seule telle que Pn = .

b. Soit L une opéretion cohomologique de type (i ,M 3 21 ; G) . Pour qu'il
existe une opération cohomologique steble P = (P ) de type (i ,W, G) telle
que P, = fL, il faut ot il suffit que Lielinent o € BT 15 6) qui

définit L) soit transgressif dans la suite spectrale de cohomologie du fibré
L(T, i) 5 ou, ce qui est dquivalent, que di+1(CU) = 0 . L'opération cohomolo=

gique stable P est alors unique.

/
DEMONGTRATION, = On pose Pn = Jﬁ-; Pk est definie par récurrence descendante
pour k ¢ 1 mrI%:TP+1.

a. Pk est défini par récurrence ascendante pour k > i par Pk = 5;_1 Pk.l .

En effet la'transgression

6+ B LT, k-1 ;5 0) — BT, k5 o)

o

st un isomorphisme (Exposé - , coproposition 5 ; A) , et le suspension o— est

k+1 1

. . . k+1 . .
1l'isomorphisme invcrse., & — 0, est donc un isomorphisme.

b. La suspension o : 4l+1(TT, i+l ; G) -Q.HZl(TT, i3 G) est injective et
son image se compose des <¢lements transgressifs, comme il ressert du diagramme

(avec les notations de 1'Exposé 3)

21 0,21 B 2i+1,0 i+l
B0 =B = By —EF )
0 | 0

linj Tk

i (r) < 12t (p)
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C. L'application dicgonale : Soit T un anneau de type fini en tant que groupe

ebélien, G un corps. L'espace vectoriel Sl('ﬂ', G) des opérations cohomologiques

stables de type (i ,T, G) n'est autre que la limite projective des oﬁ“(w, G)

et des o— , limite d'ailleurs at einte en un temps fini puisque les o sont des

isomorphismes pour n > i . On 2 donc

i' i" . . n'+i! n!‘+i"

ST ®9¢° = lim proj (Op, @0, ) .
gn' —> 0 )
n“ -3 0

Les applications diagonales Dn' an s qui verifient les relations de commutation
, _
avec g du Corollaire de 1,8 derinissent prr passage aux limites projectives

une application s

: o an
b st B gst",

1t4iv=i

(&

: . . . . . * . i
appelée application diagonale, qui munit S = & S~ d'une structure de co=
algébre. Cette structure est anticommutative et associative comme 1'opération

C d'ou elle provient.

PROPOSITION, = avec la regle de Koszul, on 2, pour toute opération cohomologique

stable P de degré i

fie Co N P=PoC
b. (§®1) 0 AP= (-1)" D Po(6&1)
co (18%) o0 A P=(-1)" APo1®SE)

o

/
DEMONSTRATION, - Soient X et Y des ensembles simpliciaux quelconques, P une
opération cohomologique stable. Soit A P=Y P'@P".

— .. . n' n'
2. on a Dn' o Pnzz_P;l, Py si n=n'w" . 81 ueH X), vEH (Y),
s
on a s ‘

PCu® v) =P Clu® v)=C(x -LP! ug P, V)= C(ZP;I, ® Ply) uU® v)=U(LF) (ugv)

b. Si X*'CX,etsi & : H(@X') —> H*QX , X') est 1'opérateur cobord, on a :

($@1) o (B PN = §o0p @b = (1) 1 08 @rn= (1) " prgpn (Sa 1) .



e. De méne, en considurant Y'<€ Y .

3. Les opérations de Steenrod modulo 2 .

4. sppliquons le proposition 2 = B - (b) aucas T =G =12, (ce qui nous

délivre de toute préoccupation de signe).

L'element §i2 de H21(22 , 1 ZZ) est transgres.if car
(83 =a,,,(8) - %, +%. . d, ., (5)=0.
i+l 21 i+1t°1 i gi i+1t01

L'opération cohomologique qu'il definit est le cup-carré des éléments de degré i .
PROPOSITICN et DiFINITION., - Il existe unc opcération cohomologique stable de type
(i, Z2 , 22) et une secule qui donne le cup-carré en dimension 1 . On 1l'appelle

1'operation Sql de Steenrod.
]
PROPRIETES.
a. 8q° est 1'identité
1 A
b. Sq = /3 est 1'opérction de Bockstein moculo 2

i n+i
(

c. Sqts HY( s 22)-9 H : 22) est nulle pour n (i

d. Sq& est la seule opérotion cohomologique stoble de type (1, Z, 22) , non

identiguement nulle, qui s'annule sur la classe fondamentele g1

, ,
DENONSTRATI N, -

e. Les opérations cohomologiques de degre O sont donnees par les homomorphismes
Z? — Z2 ¢ i1 y = donc deux onérstions cohomologiques strbles, l'identite et O o

0 w . . - . . .
Sq~ coincide avec 1?identité en dimension O , c'sst donc 1'identité.

b. L'espace vectoriel S1 des opérations cohomologiques stobles de type
(1, 2y, %)
2 * 2 .

H(Zz,lgzz).Or H(Z2,1;Z2)=Z2[§1],et H(Zz,l;ZZ) a deux

est isomorphe & l'ensemble d s éléments tronsgressifs de

¢léments s 512 et 0, tous deux transgressifs. Il sufi'it donc de montrer que
#3 v'est pas nulle sur §1 . leis 1'identité I : Z, — Z,nese fectorise pas
. 1 1
per Z, , et ¢, n'est pas dans l'image de H™(Z, , 1 ; Z4) —> H (2, , 1;2,),

donc pa2s dens le noyau de B .
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ce 11 suffit de montrer que = (?id) = 0 dons lo suite spectrale du fibré

L(Z, , 1=1) «dais §,=d; £, ,d'od

2 2
dy %5 « Ry Y& =Ty -

1]

d; & 35.9)

. P 21,0 o . s 2
L'image de %i dans EZ” e-t donc nulle, et a fortiori G—({& Y=0.
- 21 . 2i=1,. . o .
de Ie noyau de og~: H (%, , 1 ; ZZ) —>H (42 , i-1 3 Az) cst le méme que
colul do H (s, , i 5 3,) — 500 crest 1'insge do d;’l"l .
i,i-1 i,i-1 i, . . S T .
Or Ejf = L’ =H (42 , 1 &2) 81 (02 , 1-1 Zz)

7 ¥ ” A 2
-_-lHom (Z2 , u2) %02 Hom(z:2 , ZZ) = 22 = {O , gi gi—-lg . D'ol Ker 5*:%0 ,Ei i.

B, Formule du produit.

THIORDME. - 0n 2 ASq =S S ®sd¢
j+k=1
c'est-a=dire
sat Cluwv) =05 qu' u@qu v
j+k=1

chaque fois que u ¢ HpC( 5 22) , VE gy : Z2) , X et Y étant des ensembles
simpliciasux yuelconquss, p et ¢ des entiers quelconqgues,

L{‘_uMONSTRATION. -

a. 51 p+g (i, tout est nul (Propriité A. c)

b. Si p+q= i, la formule se réduit &

. 2 2, R
Clupv) =Ccl @v")
(Exposé 8 , fin du prragraphe 1).

v

ce Si p+qg i, il suffit dv le démontrer pour u = gp y V = Eq , car
u:gk*gp, v =p% gq’ C_(u@v):(;(,ﬁ)*C(%p@gq) si u=o , v= B,

La démonstration se fait par récurrence sur p+q .

La proposition 2 = C(b) et la fonctorialité des opérations cohomologiques

stebles montrent que A 5q° comute & S &1 eta PP®1, dmca o®1,
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-1 .
o= & o P* ddsignant la suspension dans le fibré 'L(Z;2 sy P=1) . On & donc :

) = (hsa) (o 1) (£, ® ) = (ASa) (£, ® ) =

(c®1) (Asah) (§,8 &

q = (o ®l) 2 5! §p®sqk§'q .
j k=1 j+k=1i

. i _ — o J k
(1g) (& sq )(gp(.& gq)— 1®s) 2 5" 3, ®8q ‘gq.
J+k=1
o e i - nj k - 4
Les c¢léments (4 8q )(‘§p® il) et E.k.oq gpégSq g, de
J+:1

j . j+k R
jfl?:i gP* (Z2 , D3 52)@) i (22 y Q3 Z2) ont méme image par S ® 1 .

Ils ont cussi méme image par 1&® o Or s ® 1 (resp 1@o—) est injectif sur

les facteurs de la somme cirecte correspondent & j < p (resp k < q) . Mais,

pour tout couple (j , k) telyue j +k=14 p+tq,ona Jj<p ou k<q , et les

deux ¢léments en question sont égaux.

. 1 . Sql+1 si 1 est pair

C. THEOREME. - SqvSqT =
: O si i est impair

1 . Sq:L est une opcération cohomologique nulle en dimension

/
TEMONSTRATION, = Sq
. i 1,2 1 1
i s en effet pour ue€¢ H (X ; 22) oma Sq (W) =(S¢g u) su+u.Sq u)=0
d'aprés la rormule du produit.

I1 en résulte que Sq,1 0oSq est proportionnel & SqlJ'1 (Propriéte 3-A . d) .

Tout revient & savoir si le coefficient de proportionnelité est 1 ou O . Pour

cela il suffit de regarder un exemple, en calculant Sql o Sqi () pour un u
de degré i+ 1 tel que u2 #0 . Pr.nons X = K(Z2 , 1) , et soit u-= §11+1 ,
§, Stent lo classe fondamentale de H* (Zy, 152,) =4,[ £,] . Dlapres la

formule du produit , on a (puisque qu §1 =0 pour k >1, et Sql g, = {12) :

. . ) 24
Sql(s.‘.ll'l-l) - (1 + 1) gl i+1
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2142 ; 2i+2
=7,

or sql §12“1 = {2141) €, .
Donc ‘Sql o Sql(u) = (1+1) '§121+2 = (1+1) u2 .
< s 1 1 . fex o 1
En particulier Sq o Sq° = 0, ce qu'on suvait déja puisque Sq° = S

APPENDICE

Opérations cohomologiques & plusieurs variables.

Soit (X , 4) un couple d'espaces simpliciaux, soit G un groupe abélien, et
soit n un entier. On scit que la donuce d'un ¢lément de B (X , & 3 G) &quivaut
& la donnée d'une classe d'applicctions homotopes (X, 4) = (K(G , n) , @) ,‘oh
e désigne l'unique sommet de K(G , n) . On vérifie de la méme fagon que le donnée
d'un ¢lément de H(a 3 G) équivaut & la donnde d'une classe d'applications
homotopes (X , 4) == (L(G , n+l) , K(G , n)) . En forment un produit, on voit
donc que H™(X , 43 G) x Hn'(A ; G) est en corres.ondance bijective canoniqué
avec les classes d'applicaticns homotopes de (X , 4) dans le couple produit
(Y, 2) = (K(G, n) x L(G' , n' +1), e x L(G' , n')) .

Considérons alors lcs opérations cohomologiques & deux variables T(x , y) , avec :
1 n " ! v d "
xeHX,A;0G), yeH 4,G), T(x,y) €6¢H*X, 4;0G") .,

Par le raisonnement usuel, ces opérations correspondent aux éléments t € Hq(Y,Z;G")

oun (Y, Z) est le couple éerit ci-de.sus.

Mais les groupes de cohomologie de (Y , Z) se laissent immediatement déterminer ;

on o ¢

H4y , z) = 534G , n) x g1 (g , n') .

En explicitant, on voit alors que T est Géfini par la donnée de deux opérations

cohomologiques T € HYG , n ;3 G") et T, (3 qul(G' , n' 5 G"), et que 1'on a

1'identite
(x) e, y) = T, + §T,() =T, 0) + 700, 3) .

Cas particulier : Soit f(x) une operstion cohomclogique ¢ (e , 03 G, et
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définissons T por la fornule s
T(x, y) =fx+ 5y) .

S5i 1'on feit y = O dans la formule (%) , on voit que T,=f, etsi 1l'on

fait x =0, on voit que Tr est 1o suspension f' de f. On obtient donc le

theoréne d'additivité
(% =) Flx+ 6§y)=f(x) + 88'(y) =£(x) + £( § y) .

‘ . . . . . * .
Généralisations. On pourrait prendre plusieurs variables xié H (X, A) , plusieurs

veriables yje,H(A) , et mdme a priori des verisbles t, € H*(X) . On trouverait

chaque fols un couple (Y , Z) universel comme ci-dessus. S'il n'y a aucun Yoy

la cohomologie relative de ce couple se decompose en somme directe de cohomologies
de produits d'espzces «'Eilenberg-liaclane et l'operation
T(X) 5 vee s X5 5 Ty g ooe yj)

s'éerit sous lo forme

T(Xl 9 cee Xi ’ yl 9 esee yj) = Ta(Xl y eee Xi) + (‘STr(yl g oo ; yj) .




