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12 janvier 1959

INVARIANT DE HOPF (Fin)

par Henri CARTAN

- 1T . . .
5+ Sur la structure de 2n+1(Sn+1) pour n impair.

Rappelons d'abord le résultat classique de SERIE [6] : pour n impair, le
groupe ‘ﬁ&(sn) est fini si 1> n . Indiquons trés briévement le principe d'une

démonstration

a. Soit X un espace conrexe et simplement connexe ; si les Hi(X) sont de
type fini (resp. de torsion) poar i » 0, il en est de méme des ﬂTi(X) . Pour le
voir, supposons que ‘H;(X) soit le premier groupe d'homotopie # 0 (n»2) ; on
construit (d1l'aide d'un espace de chemins) un espace Y ayant le méme type
d'homotopie que X , et une application fibréde f 3 ¥ — K(ﬂh(X), n) , de fibre
Y' , telle que f définisse un isomorphisme ﬂTn(Y) -—é‘WL(X) ; l'espace Y' a
les mémes groupes d'homotopie que Y , sauf QTh(Y') = 0 . Les groupes d'homologie
de K(ﬁTn(X) , 1) sont de type fini (resp. de torsion) ; la suite spectrale du
fibré montre alors que les H (Y') (pour & > 0) sont de type fini (resp. de

torsion), et il en est notamment ainsi de GF£+1(Y');:‘WT£+1(X) « D'ou le principe
d'une démonstration récurrente.

b, Dans la construction précédente, supposons que X = Sn y, n impair, et
calculons les groupes d'homologie & coefficients rationnels. On a

Hi(Z , 03 Q) =0 pour i> 0, sauf pour i=n,

et Hn(Z y 03 Q) x Q (cf. la suite spectrale de la fibration de base K(Z,n+l) et
fibre K(Z, n)) « La suite spectrale du fibré Y montre aussit8t que H,(¥Y' 5Q) =0
pour tout i > 0 ., Il s'ensuit que les Hi(Y') a coeificients entiers sont des
groupes de torsion pour i > O ; et comme ils sont de type fini d'aprés (a) , ce
sont des groupes finis. En appliquant (a) & 1lfespace Y' , on voit que les ﬁTiCV')

sont finis. Or'mi(sn) ~ ‘sTi(Y') pour i> n .

Signalons que des raisonnements analogues (mais un peu plus compliqués) permettent
de montrer que, pour n pair, les U, (S)) , pour i> n, sont finis sauf si

i = 2n-1 . Nous n'utiliserons pas ce résultat.
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. il 3 ‘T . A'
On va maintenant préciser la structure de 73 2n+1(8n+1) pour n dimpair, en

utilisant les résultats de 1'txposé 5. Tout d'abord, le noyau de H est le

sous-groupe de torsion de i n+1( n+1) ; car il contient évidemment lc sous=groupe

de torsion ; ot ce noyau, image de lu suspension E , est fini, puisque T, (S))

est fini,

Premier cas : n impair non exceptionnel. - On = donc [in , in] # 0 . alors

1'image de H

f(T‘ N 7 T o 3 - 4 ) 1 s 3
'2n+1(sn+1) —> 7 se compose des entiers pairs, autrement dit,

elle est engendree par H[i (cf. théoréme 2 de 1'Exposé 5). Dans le

n+l ? 1n+1]

diagramme (7) de 1'Exposé 5 , remplagons n par n+l , et considérons 1l'application

. VAR Q T
d3: 2 ~ Mo ¢ (Sn+2) ’ Sn+1)'_—; J‘2n+1(Sn+1) *

On voit que 1':pplication composée

7 95 @ (S)zﬂz
2n+1 n+1 >

est égale & I 1'identité. Autrement dit, le groupe ) est somme

n+l ? n+1] » et du
sous-groupe de torsion (Hoyau de H) . Ce dernier,isomorphe au conoyau de O ,

2n+1(
directe du -sous-groupe (isomorphe & Z) engendré par [i

est, par la suspension E ¢ 'jTén+1(Sn+1) ~_9‘?én+2(sn+2) , isomecrphe &

i

2n+2(sn+2) 3 ainsi 412n+2(sn+2) est canoniquement igsomorphe au sous-groupe de

torsion de ﬁ12n+1(sn+1) . De plus, la suspension double

2 . N o \ e aQ
B s §'2n(bn) ? j)2n+2(‘)n+2)

est surjective ; en eriet, E ¢ (Sn+2) est surjective,

ar Q \
J!2n+1(“’n+1) ’ qTén+2

son noyau est l'image de O 3 Z = ﬂén+1(8 ) , qui admet pour supplémentaire

n+l

le sous-groupe de torsion, c'est-i-dire 1'image de E (S ) —T 2n+1( n+1) .

Deuxieme cas : n impair exceptionnel (en fait, n=1, 3 ou7)s = On a

alors [in »y 1,]=0, et ona une suite exacte

i?‘ a E P H\ . N
2n(°n) > '2n+1(sn+1) — Z > 0,

et d'ailleurs on peut mettre un zéro & gauche, car on verra que la suspension

(S ) —— 1+1( nll) est injective pour tout i, lorsque n est exceptionnel,

I1 est naturel de se demander si est somme directe de son groupe de

a
qrén+1(°n+l)
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net * ipyqd e Le réponse est

torsion et d'un relévement de H contenant [i
évidemment affirmative pour n =1 , En fait, la réoonse est négative pour n
exceptionnel # 1 , comme 1'a montré JAMES [4] : en effet, 1'élément [ln+1 , ln+1]

n'est pas divisible par 2 dans ﬂr2n+1(3n+1) , lorsque n est exceptionnel et # 1 .

En d'autres termes, si ™ € 2n+1(S ) est tel que H(A) = 1, alors

r-[ J+20 A0

n+l ? ‘1+l

JAMES le prouve en montrant que p est la suspension d'un B e :Kén(sn) dont
1'image dans qTZn—l(Sl(Sn) > Spo1) est #£0, ce qui implique B # 0, et comme

la suspension E est injective, on obtient W # O . JAMES don.e aussi une inter-
prétation de ce résultat (cf. ci-dessous, fin du paragraphe 9) : il gignifie que

la sphere S, pour n# 1, ne posséde aucune loi de H-espace qui soit

homotopiquement comutative (en fait, ce résultat s'applique pour n =3 et n = 7).

Supposant toujours n impair et exceptionnel, et admettant, ce qui sera démontré

ci-dessous (coroliaire de la proposition 5), que E TTZH(SH) —_— 3‘2n+1(sn+1)

est injective, on va voir qu'on a une suite exacte

2
(1) 0 — ,@Zn(sn) — 0 2n+2(sn+2) —_— 22 —_— 0 .

)

) , qui ne rencontre pas le noyau de

2 e : o .
Que E™ soit injective reésulte du fait que 1'imege de Wzn(Sn) — T 1 (SIl+l

est le sous-groupe de torsion de (s

2n+l YV n+l

e AT ore a 3 - .
E . 5'2n+1(sn+1)'""%“2n+2(”n+2) » pulsque ce noyau se compose des multiples de
[i nel 9 ln+1] o I1 reste a voir que le comoyau de B2 est Z, 3 or 1r2n+2(sn+2)

) __;'vgn+2(s +q) qui est surjective ; un élément

13 ~ *
'.est 1l'image de E 3 TT2n+1(Sn+1

de Ty 408,
n+l *

entier de [1i
de E2 . Par contre, 1o double de tout é1ément de T,

de E° , car le double de tout élément de 1T2n+1(°n+1) est la somme d'un multiple

) , dont 1'invariant de Hopf est un, n'est pas la some d'un multiple

1] et d'un élément de torsion, donc n'est pag dans 1'image
2(Sn+2) est dans 1'image

de l:ln+1 ’

n+1] et d'un élément de torsion.
En particulier, pour n =1, on trouve T (83)»\ Zo s C& quil est bien connu.
Pour n # 1, il n'y a pas de factorisation dans la suite exacte (1) , sinon

WV2n+1(Sn+1) contiendrait un élément dont le double serait égal a [in+1 , in+1] ,
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contrairement & ce qu'on a dit plus haut. (En fait, la valeur connus de
; ~ ] s e W ~ -4 e a ‘vidence 13 ‘v a pa
7V8(55),. Z,, et celie de 16(89),v Z540 mettent en dvidence qu'il n'y a pas
de facteur direct Z, , pour n=3 et n=7) .

6. Calcul homologique de 1l'invariant de Hopf.

Soit f une application continue S2n~1 — Sn « Soit Xf 1'espace obtenu
en attachant une boule fermee BZn 4 la sphere Sn au moyen de l'epplicetion
f de la frontiere 82n-1 de B2n . Comme on 1'a vu dans un cas particulisr dans

1'Exposé 5 (n° 3) , les groupes de cohomologie Hl(Xf 3 2) sont nuls pour

i#0,n,2n; H'(X ; 2) — Hn(Sn ; 2) est un isomorphisme, ainsi que

2N n 2n
H (Xf 3 Z) &= H° (Xf s S, 3 ) —> H (B2n , SZn—l 5 2)

Done HnCXf 3 Z) et Hzn(Xf ; 2) sont canoniquement isomorphes & Z o Définissons

un entier k(f) comme suit : le cup-carré du générateur de Hn(Xf ; 2) est égal

& k(f) fois le générateur de H2n(Xf'; Z) .

’ ~

THEOREME 5. - L'entier k(f) ne dépend que de la classe u de f dans

@Tzn_l(sn) » 6t k(f) est opposé & l'invariant de Hopf H(u) .

DéMONSTRATION. - Montrons d'abord que le¢ type d'homotopie de l'espace Xf ne
dépend que de la classe d'homotopie u de l'application f . Soient fo et fl
deux applications homotopes SZn—l —_— Sn , et solt g I x SZn—l -—€>Sn une
deformation de fo en f1 . Attachons I x B2n a Sn au moyer de l'application
g de IxS, , . 0On obtient un espace Y j pour chaque t ¢ I, on a un sous-
espace Yt 3 il est clair que YO = Xf s Yl = Xf o Il suffit maintenant de

montrer que l'injection Y, = Y est? pour chaqué t , une homotople-équivelence ;

t
comme les espaces sont simplement connexes (on a supposé n > 2) , 1l suffit de
montrer que les applications Hi(Yt) —_— Hi(Y) sont des isomorphismes j; clest
immédiat.

Ainsi k(f) ne dépend que de la classe u de f ; on le motera k(u) . Voici
la marche de la suite de ‘la demonstr:tion : on prouvera quc¢ k(u) est une fonction
aduitive de u G’Wén—l
groupe Cﬁén—l(sn) est fini ; done k(u) + H(u) = 0 » Pour n peir, les deux

(Sn) . Pour n impair, k(u) est donc nul, puisque le

homomorphismes k et H définissent chacun,par passage au quotient, un homo-
morphisme dans 2 du quotient de ‘ﬂén_l(sn) por son sous-groupe de torsion,
quotient dont tous les éléments sont proportionnels & la classe de [in , in] .
Pour prouver que k + H = 0, il suffit donc de prouver que k et H prennent des
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valeurs opposées sur 1'¢lément [in s in] . Or il en est bien ainsi : il suffit
de confronter le théoréme 2 et la proposition 4 de 1'Exposé 5 ,

Tout revient finalement & prouver que k(u) est une fonction additive de
u € T&n—l(sn) » le seul cas intéressant €tant celui od n est pair. Soient
u, v, w trois clements de WTQn_l(Sn) , tels que w = u+v , On peut supposer
que u est défini par une application f Szn_l.-;-sn qui est constante sur
1'hémisphére infeéricur, et que v est définie par une application g qui est
constante sur 1l'hémisphére supérieur. Soit h 82n~1 —_— Sn 1'application
égale & f sur 1'hémisphére supérieur, & g sur 1l'hémisphére inférieur ; w est

dans la classe de h . On constate alors immédiztement les faits suivants

L'espace X, est réunion de deux sous-espaces fermés A et B, dont 1l'inter-
section AN B est réunion d'une sphére S2n~1 et d'une sphere S, ayant tout

juste un point commun. Contractons S en un point a 3 soit Y 1le guotient

2n-1
de X, ainsi obtenu ; alors le quotient de A est précisément Xo , celui de

B est Xg y et ona X.N Xg =5, . On a le disgrame commutatif suivant (o

tous les groupes de cohomologie sont & coefricients entiers)

H (R,) = B (Y) 2 B (K,)
v
HZn(x ) — H2nfv> > B (X )
Tr }“~‘ T~
Flep, S = E, 8) =N, 8)

4

ou les trois premieres fléches verticales désignent les applications de cup=carré.
De plus, les homomorphismes de la derniére ligne identifient Hzn(Y s Sn) & la

somme directe de Hzn(X Sn) et Hzn(X , Sn) . Soit e 1le générateur de

f’
n . PPN . .L . ,
H (Y) , identifié & ses images dans gt CX ) et CXg) ; son carré est un é1é-
ment de ’2n(Y)r~ Hzn(X ) @;H?p(X ), donc est égal & la somme k(u)e' + k(v)e" ,
en notant e! et e" les genergteurs de 2n(Xf) et H2n(y ) .

Or on a le diagramme commutatif

H2n(Y , Sn) ')H2n(Y) carre Hn(Y)

b= v I=

KR, , & OB) — B (x,) garze H (X))
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dont les homomorphismes verticaux sont définis par 1'application de- X, sur

- h

son quotient Y , L'image de e' (resp. de e") dans Hzn(Y) est envoyée par

N dans le génerateur de Hzn(Xh) . Donc le carré du générateur e € Hn(Y) est
o

~

envoyé par » dans k(u) + k(v) fois le générateur de (Xh) , Ceé qui prouve

que
k(w) = k(u) + k(v) ,

et achéve enfin la démonstration.

COROLLAIRE du thc¢oréeme 5. - Pour qu'une apnlication f 3 SZn—l -—9~Sn 2it un

inveriant de Hopf égal & Z 1 (n pair) , il faut et il suffit que le cup-carré

H [y
H \Xf 5 22) — H2n(xf 5 Z2)

ne soit pas nul,

Observons que le cup-carré n'est pas autre chose ici que 1l'opération de Steenrod
Sq? s Hn'—-é H2n (dans la cohomologie & coefficients modulo 2) 3 cf. un exposé
ultérieur (Exposé 9) . D'autre part on a ici Hi(Xf H Z2) =0 pour n<i<2n,
Voici alors comment ADAMS démontre que les seuls entiers "exceptionnels" (cf,

Exposé 5 , th. 4) sont 1, 3 ou 7 ; il prouve :

! ~
THEOREME de Adams [1]..~ Soit X un espace, et solent m et n deux entiers

tels que Hl(X 3 ZZ) =0 pour m ¢ i < mtn . Alors l'opération de Steenrod

wo

sq” ¢ H'(X Z,) —_ R Z,)

est nulle, sauf peut-étre si n=1,2 ,4 oy &

[

La suite de ce Séminaire sera en grande partie consacree & la théorie des
opérations cohomologiques secondaires, ce qui permetira d'établir le théoréme

ci~dessus.

i A S ‘s . ]
7. Etude d'une application 82n+1 —_ Sn+1 dont 1l'invariant de Hopf est un,

- On aura besoin du

i o ) Yol e ¢ s
IEMME 1, - Soit f 3 82n+1~—-9 Sn+31 , d'ol une application

ﬂ(f) H ~Q (82n+1) __}""O“(Sn_',l) >

qul induit un homomorphisme

H2n(51(82n+l)) —> H2n(jl(sn+1)) *

Chacun de ces groupes est isomorphe & 7Z , et 1'image du générateur canonique de
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H2n(il(82n+l)) est égale & H(f) fois le générateur canonique de Hzn(fl(S

))

n+l

H(f) étant 1'invariant de Hopf de l'application f .

/
DEMONSTRATION : considérons le diagrrmme commutatif

(“én(§1(82n+1)) — H2n(f1(82n+1))
WV N

v, Qe )) —E (e )

ot les homomorphismes verticaux sont définis par f , les homomorphismes hori-

n+1

zontaux étant ceux de Hurewicz. L'homomorphisme de la premitére ligne est un isomor-
phisme, celui de la seconde ligne n'est autre que H , en vertu de la définition
de H . Alors H(f) est 1'image, dans H2n(fl(sn+i))¢u Z , du génépateur de
T (L (s ot
2n( 1(02n+1)) , d'ou le lemme.

Considérons alors l'inclusion 1 : Sn -—$-§1(8n+1) et 1l'application
. - D (s
A(f) - Fl(s2n+l) — (bn+l) *

Gréce & la structure multiplicative de 1)(8n+1) , on en déduit une applicetion

g : S x 'q(82n+1)_‘; Q(S ) ’

n n+l

définie par g(x, y) = i(x). L)) .

PROPOSITION 5. - Si H(f) =1, l'application g définit des isomorphismes des

groupes d'homotopie

iy T ~ . ‘ i .
)i(sn) X Ji+1(82n+1) wﬁ+1(sn+1) pour tout 1

Ces isomorphismes sont obtenus en faisant le produit de l'application de sus-

. e < S \ i _l- . P ( \\“
pension 1li(Sn) —_ “i+1( n+1) et de liapplication “i+1‘82n+1)'-"€71+1(Sn+1)

définie par f .

COROLIAIRE, - S1 n est exceptionnel, les homomorphismes de suspension
ar N ’
Vi) — T, 6

DEMONSTRATION de la proposition 5 ¢ d'aprés le théoreme 5 de 1'Exposé 4 , il

suffit de montrer que g définit un isomorphisme des groupes d'homologie., Or
' . . (s K ' .
1'homologie du produit S x rl(°2n+1) est H#(Sn)‘X>H*('l(Szn+1)) , qu'on envoie

) sont injectifs.
n+l

dans 1l'algebre d'homologie H*(Il(8n+1)) par les deux applications
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H*(Sn) —_— H*(ﬁl(sn+1)) et H*(fl(82n+l)) —_— H*(51(3n+1)) . La premiére envoie

le générateur de Hn(Sn) sur le générateur de Hn(fl(s )) , puisqu'il s'agit de

n+l
1l'application définie par 1l'inclusion Sn-—->~i2(8n+l)) (Exposé 5 , paragraphe 1) ;
la seconde, en vertu du lemme 1 , envoie le générateur de H2n(jl(s2n+1)) sur

celui de H2n(51(8 )) , qui est le carré du générateur de Hn(fl(S )) « Vu

n+1 n+l1

les structures d'algdbres de polynfmes de H*(31(82n+1)) et de H*(Jl(sn+l)), on

constate que l'application H_ (S ) QH (L(s ) —>H (R (S_,)) est bijective
* ' n * 2n+1 * n+1 J

dans tous les degrés.

CeQeFaDe

8. Fibrés de base S et de fibre S _ .
n+l “—m——n

Rappelons d'abord les fibrations classiques : S3 fibré sur 82 , de fibre
° < ° , a . ° 3 S =) )
S, 3 Sy fibre sur S5, , de fibre S3 H 815 fibré sur S, de fibre S7 . Ces
fibrations sont déduites de la multiplication des nombres complexes (resp. des
quaternions, resp., des octaves) de norme 1 , compte tenu de 1'identité (valable
dans ces trois cas) x_l(xy) =y .

n+1

Explicitons s soit n = 1 (resp. 3, resp. 7) ; identifions K aux nombres

complexes (resp. quaternions, resp. octaves), et 82n+1 a4 l'espace des couples

(x , y) tels que lxlz + |y|2 =1, Identifions S aux é1léments de R ge
norme 1 , et faisons opérer S = dans S, ., Ppar
(x, y) =3 (=x , zy) (ze¢s) .
Gréce a 1'identité précédente, on obtient un fibré S, , de
fibre Sn , 6t il est immédiat que la base est homéomorphe & & (R2* complété

par un "point & 1'infini").

Dans ces trois cas, l'application S2n+1 —_— Sn+1 du fibré sur sa base a un
invarkant de Hopf égel a ¥ 1 ¢ clest un cas particulier d'un rdésultat plus générol
‘qu'on va établir maintenant.

PROPOSITION 6. - Soit X un fibré de Serre, de base S ., , de fibre S, s

tel que Hn(X) =0 . Alors l'entier n est exceptionnel ; il existe une opplica=

tion continue f : S —> X définissant des isomorphismes <Hk(82n+1) -—é‘nk(x)

2n+1
, T . .
s . :
pour tout k , et l'application composee 82n+1 —_— X — Sn+1 a un invariant

de Hopf égal 3 = 1 .

/ ~ .
DEMONSTRATION s la suite exacte d'homotopie du fibré montre que 'Wk(X) = 0 pour

k<n, et que STh(X) est un quotient de ‘ﬂ;(sn) , donc est ébélien ; puisque
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CX) 0 per hypothése, le théoréme de Hurewicz montre que ‘ﬂ'(X) =03 la
n+1(8 ) —vcy (S ) est
surjectif ; c'est donc un isomorphisme. Utilisons le :

su;te exacte d'homotopie montre alors que O :

LEMME 2, = Soit X un fibré de Serre, de base S et de fibre S ;3 si

n+l
1l'application O : qtn+1( n+1) -—-,v‘T (S ) de la sulte exacte d'honotople est un
isomorphisme, alors, pour tout k , l' ppllcatlon composée

0\ er
) "——h} “k(sn)

~ B o~
] ;
k8 —> T,

ést < 1'identité.

n+1

Montrons d'abord ce lemme., On peut supposer (en changeant au besoin 1'orientation
de Sn+1 au moyen d'un automorphisme convenable), que O (s...) -->J‘ (S )

est 1'inverse de l'isomorphisme de suspension. D'aprés 1'Exposé 1 (paragraphe 7),

—
J'n+1 n+l

1l'application o est induite par

T (s b)) e—T (L&, 8 ,x))—3 T (),

n+l ?

1'espace des chemins fl(X , S , x) Stant fibré sur £ , et dtant aussi fibré
sur IL(Sn+1 ’ n+l °

cette deuxiéme fibration a une fibre contractile et définit des isomorphismes des
bo) dans la

bo) par 1'application induite par la projection X = S

groupes d'hamotopie. L'ap lication d'injection 1 : S/ -—;32(Sn+1 ,

base du fibré O (X , S, xo) se reléve en une application j Sn-—-> Q(ann’xo)i

si on compose j avec l'application de projection {1 (X , S , x)) —>S_, on
obtient une application Sn--; Sn qui, d'aprés 1l'hypothese faite sur
O (8 ) —>T () ’

n+l  n+l

induit l’application identique de fﬁ;(sn) . Donc p o j est homotope & 1l'identité,

et il s'ensuit que l'application composée

o~ i P
T 6E) —= 7 (26 ,,)) =T, (6)

n+l
est 1l'identité, ce qui établit le lemme. .

Achevons maintenant la démonstration de la proposition 6. lLe lemme 2 entrafne que

la suspension E : gt (S ) ) est injective ; donc (Exposé 5 ,

S,
k 1
théoréme 4 , (iv)) n est exceptlonnel. De plus, O est surjectif, donc la suite

exacte d'homotopie du fibré se coupe en petites suites exactes
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\ ¢ ~ - a —~—
0 =71 &) —>7 6 ) —= 7T, 6) —>0,

dans lesquelles on a une factorisation directe canonique, puisque la suspension

E ﬂTk(Sn) --eﬁﬁk+1(s ) reldve O ., Autrement dit, 1'application fibrée

n+l

X —>§ ., définit des injections ‘ﬁ£+l(X)-——;‘F (5_ .) qui, jointes aux

k+1 ' n+l
applications de suspension qu(Sn) -——>ﬁjk+1(sn+1) , définissent des isomorphismes

rasd = ~ o
TGy %y K> T LGB .

Comparant avec la proposition 5 , on trouve des isomorphismes fﬁk+l(82n+1)asﬁrk+l(x).
En particulier, au générateur canonique de qrén+1(82n+1) cor_espond un élément de
7T2n+1CX) » Soit f Sope1 —> X une application appartenant & la classe de

d 2 . rd f . Pe Id
) ' i © N ~
cet elément. L'application composée 82n+1 > X > Sn+1 envoie le générateur
o : 3 " ~ ' ’ . - ]
de Gr2n+1(82n+1) sur un generateur d'un supplémentaire du sous-groupe de torsion

‘ 514 e T 15 :
de ‘}én+1(sn+1) , donc sur un élément de .A2n+1(3 ) dont l'invariant de Hopf

n+l
est - 1 . La proposition 5 montre que cette ap:lication composée envoie
w : ; 113 s \ .
k+1(S2n+1) sur un supplementaire de 1l'image de la suspension qvk(sn)'-”'k+1(sn+1)’
'. o a 3 " 3 . 3 . 1 P~ ; Q’N { .
donc l'application f induit un isomorphisme )‘k+1(s2n+1) hk+1(y) La propo-

sition 6 est entidrement démontrée.

Elle implique que si un espace X admet une fibration sur Sn+1 , de fibre Sn ,

et si Hh(X) =0, alors X a le type d'homotopie de la sphére Soel *

9« Compléments.,

On indique ici quelques résultats sans démonstrations.

Rappelons d'abord la construction de Hopf [27 qui & toute application d'espaces

avec points-base
f s+ S S —— X
F %p ¥ g

associe une spplication g s Sp+q+1 —~——3S(X) dans la suspension de X .

Considérons S comme le "joint réduit" de Sp et de Sq s clestma-dire

p+a+l

comme le quotient de I x Sp x Sq par la relation d'équivalence suivante
0, x,y)~(O, x, y') pour x€ Sp , JC Sq , y'E Sq ,
(1’X9Y)N(1,X',)’) pour xéSp, X'GSp, yESq’

t, =, vV (e, x , y) pour t €I, A étant
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les points=base de Sp et Sq . D'autre part S(X) est un quotient de I x X
(Exposé 5 , n°l) . L'application produit

Ixf ¢ Ix Sp X Sq-——y I xX

passe aux quotients, et induit 1'applicetion cherchée g .

Deux applications homotopes fl et f2 induisent des applications g; et g,
, la construction de Hopf associe a chaque classe
—_ 5

homotopes. Dans le cas ou X = Sn

d'applications Sp x Sq ----;Sn une classe d'applications S

p+q+l n+l

‘En particulier, soit une application f : S x 8 —=3 admettant le point-

base de Sn comme ¢élément neutre (ce qui suppose l'entier n exceptionnel).

f définit, par la construction de Hopf, un élément de ‘Tr2n+l (S..,) , dont on

n+l
montre qu'il a un invariant de Hopf égal & 1 . On le notera c(f) .

Considérons maintenant deux structures dc H-espacc sur Sn :

£

Sn x Sn _— S

f, 3 S xS ~—>S5 ,

n’? 2 n n n

le point~base étant 1ément neutre. Alors f1 et f2

si on concentre Sn\/ Sn en un point, on obtient une epplication S211 —_— 5

coIncident sur S_V S_ ;
n n
n ’
dont la classe ok € ‘TTZn(Sn) ne dépend que des classes de f; et f, ; notons
la K (fl , fz) . Pour que fl et f,
que o (f1 , f2) = 0 . On montre que, f, et o étant arbitrairement donnés, il

soient homotopes, il faut et il suffit

existe une loi f, telle que o((fl , f2) =k, (cfe [5]) o On peut interpréter

S (f1 , f2) comme suit s considérons la suite exacte

Yy E gy H .
03T, (5,) —> W, (6,,)) =37 —30 ;

n+l
la différence c(fl) - c(f2) est dans l'image de o((f1 , f2) par E .

On voit ‘qu'il existe 12 classes de lois de H=-espace sur S3 , et 120 classes
de lois de H-eSpace sur S,7 (car -ﬂ’6(83) = 212 et ‘7714(37) = Z120) .

Considérons en particulier le cas n = 3 . Le crochet des quaternions de
norme 1 g |

1 -1

x, y) —>xyx 'y

est une application Sj x S, —3 S, qui envoie 55V 8’3 dans le quaternion
unité, donc définit par passage au quotient une application S, —_ S3 o I1 est

connu que 1'élément correspondant de ’?‘”6(83) est un générateur de rJ‘T'é(SB) ’
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groupe cyclique d'ordre 12. De la on déduit toutes les classes de lois de
H-espace sur S3 : on obtient des représentants de ces classes en prenant les

lois de composition
-1 =1k
(x, ) = xy&yxy7) gy pour k=0, 1, oo, 11,

D'aprés ce qui précdéde, tout slément <~ e‘?"’2ml(sn+l) tel que H(™*) = 1 est
de la forme c(f) pour une loi convenable f Sn x Sn —-;~Sn admettant le
point-base comme élément neutre. Il serait intéressant de donper un procédé de
construction d'une telle f & partir d'unc application 82n+1-—f> Sn+1 appar-

tenant a la classe de A ,

Signalons encore ce resultat de James ([3] et [4]) :si F s S, xS —3 S,
est l'application déduite de f par F(x y ¥) =y, x),
on a _
c(f) + c(f) = - [in+1 , in+1j .
Dire que f est homotopiquement commutative revient a dire que f et f sont
homotopes, ce qui équivaut & c(f) = ¢(F) , ou encore & 2 ¢(f) = - [in+1 , in+1] .
Comme on 1'a dit plus haut, ceci est impossible si n est exceptionnel et £1.
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