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Séminaire H. CARTAN 12-01

E.N.S., 1957/58
3 mars 1958

COMPACTIFICATION DIS ESPACZS QUOTIENTS DE SLEGEL, I.

par Ichiro SATAKE
. 'L" . u . .

Soient ‘Jn 1l'espace de Siegel, Ln le groupe modulaire de Siegel ; on se pro-
pose de construire une compactification de 1'espace quotient :ﬁ\£%1° Bien
entendu, il y aurait plusieurs possibilités de compactification ; mais, comme
on le verra dans ce qui suit, il serait naturel de considérer une compactification

de la forme

v — - -~ AN e
TN CYF o & { 0 , N
(ln\ "jn) - Ln\”h hd ”n—l\Nn—l Ve v ro\’Jo ’

oli i;o désigne un espace composé d'un seul point, et E; un groupe composé
seulement de 1'é1lément neutre. Le but de cet exposé est de donner la construction
topologique de cette compactification. On montrere ensuite, dans les exposds
sﬁivants, que (fh\\fi)* s muni d'une structure d'espace annelé définie canoni-
quement, est un espace analytique normal qui est réalisable comme une sous-varidtd
algébrique normale dans un espace projectif ; on considdrera en méme temps les
problémes correspondants pour tous les groupes commensurables au groupe EL .

Pour mettre en évidence notre méthode, rappelons le cas n = 1 ; dans ce cas,
il est bien connu que le domaine fondamental classique pour fl posséde un seul
point " parabolique" (point & 1'infini), de sorte que 1'espace quotient .fa\\fi
se compactifie par 1l'adjonction d'un seul point Poo correspondant & ce point,
ou plus précisément & la classe de ce point ; 1'esvace compactifié, (YHN\E&)*

est une surface de Riemann compacte, dont un paramdtre local au point Poo est

donné par e2ﬂlz qui applique la partie y >c¢ du demi-plan fa sur un voisina-
ge de P__ dans (fl\,ﬁl)* . Or les transformés du point & 1'infini par li

ne sont autres que les points rationnels sur 1l'axe réel et les transformés de la
partie y > c sont des horicycles (i.e. des cycles tangents & 1'axe rdel) & ces
points. Donc la compactification (Fl\ ﬁa)* s'obtiendra par le procédé suivant @
considérer d'abord 1'espace fgi qui est une somme directe du demi-plan ;5

et de tous les points rationnels, y introduire une topologie en prenant les
horicycles comme voisinages des points rationnels, et prendre 1'espace quotiént
ri\fﬁt de ﬁij par Pl . Notre but est de montrer que cette méthode se généralise
au cas de n quelconque.
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1, Considérations préliminaires.

<

Soit fSh l'esvace de Siegel ; on désignera toujours un élément de &, par
Z=X+ﬂ, X:&”),Y=(MJ, Y:%W,amcmemtheﬁ%mﬂe

D= ( .) et une matrice triangulairc-au sens strict W = (w ) . Désignons

di ij
par e;n(u) (u >0) 1'ensemble des Z‘ijgn satisfaisant aux conditions suivantes :

] <
(i) lxij' u,
(i1) Iwijl-< u (1si<js<n),
_ (iii) 1<ud; , d;< ud, (l<ign-=-1),

On sait déja (fxposé 3, n° 5) que la famille des iln(u) avec u >0 assez
grand est une familled' 'buverts fondamentaux" pour le groupe modulaire f; .

(On s'écarte ici de la définition donnée dans 1'exposé 3 ; mais en posant

0 e’ = ( 1,n+1 J) y, i1 est facile de voir que la famille définie

dans 1'exposé 3 est équivalente & la famille f!. L (u) dans la présente nota-

tion.)

Soit O ¢<r <n ; on Aécomposera les matricas en blocs (r , n —r) :
2, T\ p, 0 W, W

7 = ; s D= ’ W= 9 eeo

212 %2/ ° D 0 W

Alors Zc¢ fln(u) entraine Z,¢ §) (u) , vu la relation

tw D, W, Nlnlwz

t, % ¥
0 Wyp Dy W, + Wy Dy, |

(1.1) Y DW=

Dans ce qui suit, on fixera une fois pour toutes un nombre u tel que An-(u)
soit un ouvert fondamental de (; nour tout r £n et on écrira Slr au lieu
de L) (u)

Considérons 1'ensemble

. y * ) Q)

(1 2) Qn—'un\/.‘. lu...u&~o

(somme au sens abstrait), ié. désignant 1'adhérence de §2 dans S% et

o =5 (un epsemble composé d'un seul p01nt) On y 1ntrodu1ra une topologie

0 )
"naturelle" : soient U un voisinage de Z, ‘ifr dans L’ s K un nombre
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positif ; on désignera par V(S) (U, K) (resen) 1'cnsomblc des 2 éff%

telles que Z, < U ot 4 >K, Z1 désignant la matrice de degré r dans la

décompositionlde Z cn bigis (r , s -r) comme ci-dessus ct doq le (r =+ 1)-
ieme coefficient diagonal de D tellcque Z =X+ 1i¥Y, Y= WOW 3 alors un
voisinage de Z dans Df; sera donné par la réunion r{}}sgn V(s_)_(U , K)

§} contenue dans ilé converge

l:\L i [$] i 1 =
vers Zo de » ? si et seulement si Zv,l —€>ZO et dv, 4] 7 0 . 11 est

cela revient au méme dc dire qu'une suite <iZ

clair que ces définitions donnent une topologic séparée de g‘n qui induit dans

8 . . . (
chaque 5wi la topologie initiale., I1 est aussi clair quec toute suite izﬁ}
contenue dans ;% vosséde une suite vartieclle convergente dans notre sens (pour un

« s o ¥
r convenablement choisi) ; donc e est un esnace séparé, compact.

Soit encore 0 <r £n ; on décompossra M = &AC D) € Sp(n , ) comme suit ¢

A, A {B B\
! 12 N b =y

A1 By \B2, B,
en blocs (r , n - r) . On considerera le sous—groupe d;? de Sp(n , R) composé

des matrices de la forme

(1.3) M= | -

I1 est trivial que le sous-ensemble de toutes les matrices de cette forme est

1279 Cp=0,

€, =0 (ou la condition C54=0, C,=0, 021=O) ost suffidante pour qu'un é1ément

en fait un sous-groupe ; an notera que la seule condition A

M de Sp(n ,JB)’ appartiennc & {fg a cause de la condition de symplecticité.
I1 résulte aussi de 1la que M = ¢ D e(];r entrafne M = c. p/€ Sp(r , B)
et que 1'application ’ L

(1.4) @ o+ Medh — o = ﬁcl 1) ¢ Sp(r , R)
D el

est un homomorphisme de ﬂ;? dans Sp(r , g) . D'autre part, soit bn 1'injection
canonique de Sp(r , R) dans Sp(n , R) définie per
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L, /&, O B, O
(1.5) g Ml=< L 1\—9 e (O 200
¢, D, 6, D, ©

\0 0 C E

On a alors 7?5r o b = 1 (1'identitéd), cc qui exprime que . est surjective et

. - n . .
qu'en désignant par ’]‘u,r le noyau de ’u‘; ’ (‘Cr sc décompose en prodult semi-
direct comme suit :

SN 1
(1.6) £ = (Sl R)) AL .
On remarquera que pour le groupe modulaire :‘b\n on a la relation
(1 ) g ’(\n = A (P ) (! ~n
07 Ln [a} \_J d ' .

. s s . ~n .
La signification du groune -".’fl)r sera montréec dans le lemme suivant :

LEMME 1 (GODEMENT). - Soisnt §Z _(\Z")} des suites contenues dans )71 ;
1° pour que \}} converge vers ZO e ?\;‘r , 11 faut et il suffit que Z;l
A Z-l a
converge vers ° cu sens usuel ;
0 0

20 si {Z } , {Z\'}} convergent respectivement vers 2 & Qr y Lle Ei.r, et
si 2y = MZ, W=1,2, ...) avec une matrice M e Sp(n, R) , alorsona

- ! \ rn e A Vi
r=r', Med}r ot 2! =gz .
Z P
DEMONSTRATION. - Supposons d'abord que \Z } converge vers Zo et posons

2, =X +1%Y, o,

A W N
¥, = M, Do, s
NEEC
D, = ,
S N
X X,
5,0 K,
X, = N ,
5,2 K,2
Woo.oW
g oMt 9,12\ .
As
0y, /
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Z =X +1%Y ,
0 o o)
Yo = two DO wo H
W
alors X\),l —> Xo ’ "‘0,1 — wo s D\),l — Do .
"En prenant une suite partielle, on peut supposer de plus que {X\)} ’ {N\} }
4

(et pas seulement ;‘"X\) 1}2 s LW ) sont convergentes, parce que tous les
(N b

1
\"1 j -
coefficients de X , W pour Z ¢ ’\?:1 sont bornés ; on a alors

-1 _ -1 ~1/2,. _1/2 4, -1 , -1 =1/2y-1 -1/2 % -1
2t =t D3R B ) twv x, 0t g AT g

Wl o« Y2 o\ Al V2 Wl o\
— <° > (" >,g‘{iE+Mo} © ) °
0 * \0 0 \ 0 0 * *

Y2 0 et o\ Ao Tl /2 g
N fs o Lo o o) o)
ou M désigne \
° 0 0 * - * % 0 * 0 0

Ceci est égal a :

-1 D-1/2 J D—l/z L D~1/2 o ~1/2 twgl o

o o o o "o o o o)
iE+ . }
0 0 0 0 0

W
0

(w"l p1/2 (i g oo V2 4l gyl prl/2 0y -1 prl/2 el )
"o Yo T o o j o o

[e] Q (o]
(z"l' o)
(o]
0 o

0 0
d'ol la premidre assertion de 1° . La réciproque suit immédiatement de 1a et du

1

fait que chaque suite contenue dans ,L"?.n posséde une suite partielle convergente.

Soit maintenant {Z\')\ une autre suite qui converge vers Zéeﬂr, , et soit

. A i B
Z\'? = (A Z\_\, + B)(C Z‘) + D) avec M= (C o) € So(n , R) ; on peut supposer

que r'< r ., Alors on a

Zl"'l -

-1 -1 -1
S = (D A c)(B z, o+ A)

et, par passage a la limite, on a
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-1

-1 =1
(Zo O) /{31 B12> (Zo O A AR\ (Pt P (Zo O) +(01
0 0 \\321 B, 0 0 L A, / Dyy D2' 0 O \Cs; c,

les blocs , «.. désignant la décomposition des matrices A, «u0

en blocs (» , n - r) . En comparant les cocfficients correspondants; on obtient

les relations

S »
(1.8) . 0) (B, 2"+ A) =D 27 +Cp
A
(1.9) ° b, =Cpy
0 0 12 12
(1.10) 0=0, 2t +c
* ' 21 “o 21 7
Comme la partie imaginaire Y de 2, est >>0 , il résulte de (1.10) que
C‘,21 = D21 =0 , ce qui, avec (1.11) , prouve déja que Mé& 3 on a donc
A, By fzi-t o
M) = < Sp(r , R) et par suite (1.8) montre que est de rang
¢, Dy - 0 0
r 3 donc r=r1r' et Zé = M1 Zo , ce qui achéve la démonstration.

A oo*
2. Construction de 1'espace f}n .

. . . * . )

On va maintenant passer a la construction de 1'espace fﬁn qui est une généra-
. . * . .

lisation, pour le cas de n quelconque, de fﬁl énoncé plus haut. On pourrait

pour cela se servir du moddle borné de l'esrace de Siegel, i.e. 1'espace des

matrices symétriques complexes W de degré n telles que W W B, - Mais on

va construire ici directement l'espace correspondant au demi-plan ‘ﬁ% .

soit [ = [; le groupe modulaire de Siegel ; considérons 1l'ensemhle des couples

(M, 2) avec Me [ s 2 e.ik. (0 £r<n) ; introduisons-y une relation

d'équivalence définie par

(M, z) v ,.Z') ’ Z';—r{ir ’. z'e &,

& r=rt, Wl Medf, 2= m’r(M'-l %)z .

C

12).
)
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I1 est immédiat que cette relation est cn fait unc relation d'équivalence ; on

note M.Z 1la classe de (¥, Z) , et on désignec par SZ 1'ensemble des classes
éin'si obtenues. On peut ccnsidérer Sr comme un sous-ensemble de %: par l'injection
naturelle 2 — 1.Z 3 de méme on peut faire opérer [ sur ;\;; par la formule
dvidente Ml.(M.Z) = (MlM).Z , parco que (M, Z) ~(M' , Z') entraine évidemment

(M1 M, Z)w~ (Ml M!' , Z') . Ces notations sont bien entendu d'accord avec les

notations usuelles lorsque n=r .

On a donc

£ % i\) o~

(2.1) 7:’n=0$‘rsn" Ap *

oo

3 - ' by 3 l‘—-’ n
Plus précisément, si on décomposc [ 3 groite par 1 nlo

R v

(2.2) T - i IVIr,i(r/ xg) 3

on a une décomposition directe de 5; comme suit ¢
* _ | ) &

(2.3) 5n - rL{i Mr,i o

e -~
D'ailleurs on peut considérer comme Q:C ':}n eton ohtient S: = \_.Q:

Cela posé, on va définir une topologie dans ﬁ: ; on s'intérossera A une
topologie ‘Z sur ’?:1 satisfaisent aux conditions suivantes @

1° ¥ induit dans Q; sa topologic "naturclle".

2° Les opérotions de Me [' dans ,3: sont continues.

3° Si deux points x , x' de fvz ne sont pas équivalents par rapport a [ s
i1 existe des voisinages U de x et U' de x' telsque 'UnU'=¢g.

4° Chaque point x e Z possede un systeme fondamental de voisinages {U}
tels que ’:'x U=U ectque MU nU#Z@ entraine M é %"x , l“}'{ désignant le sta-
bilisateur de x dans L.

Or notre résultat principal consiste dans les théorémes suivants

THAOREME 1. — Parmi lecs topologies satisfaisant aux conditions 19, 2° , il en
@ ’

existe une plus fine (notde elle satisfait aussi & la condition 3° .

; \ : -
THEOREME 2. — Il existe une tooologic ot une seule (notée Cé) satisfaisant

aux conditions 1° , 20 , 3° , 4° .

Avant de passer & la démonstration, donnons les conséquences de ces théorémes.
gy ' . i L7 ¥ . . s . '
Considérons d'abord 1'espace quotient L'\ muni de la topologie induite par

s

"‘61—': les ouverts de E’\S)Z sont des images des % —~ouverts de 5;:1 par la
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. . . * ol o 4
prOJectlon canonique ,lTn H i‘)n — ?\ "Dn . Alors on a @

THIOREMZ 3. - L'espace quoticnt T\;Z cst séparé et compact.

I1 est séparé, grice & la condition 3° ; il cst compact, parcc qu'il est une

image continuc de 1'cspace compact D:Z

{"‘\ o 3 ] (2} B =Y t’
Cela -gtant, on a \7} Oér; nL\& 9 p:?r (2n1) or le stabilisateur de 3,
dans ! étant ['A d;ur :,t 1'opération de . . sur 5. étant dgale a celle

_ ~p

Loy _ (7T e L T~

de fﬁr([ A iEr) = Xr , & \L"} s'identifie canonlqux,ment 3 lr\ Ay 3 donc ona
PN

!
O{:rsn ety

.

(2.4) OS], =
I1 existe plusieurs topologies satisfaisant aux conditions 1° , 2° ; mais cha-

cune d'elles induit la méme topologie dans la réunion d'un nombre fini de

M, .Q;; (M &) . Si elle satisfait de plus & la condition 3° , elle induit la méme

/""’*

topologlc dans 1'ecspace quotient L[ N\NGY , de sorte qu'on pout considérer dans le

théoréme 3 que la tooologie ['\ %) ;gn est définie par n'importe quelle topologie de

Z\r

24 satisfuoisant aux conditions 1°© , 20, 30 |

3. Démonstration des théorémecs 1 ct 2.

Définissons d'abord la topologic 74} dc la manidre suivante : on dit qu'un
sous-cnsemble F de ’5; cst fermé au sens de §' si et seulement si M Fa :2:;
est fermé au sens de la topologic "naturelle" de f}.: , pour tout M el ., I1
est clair qu'alors les conditions pour les sous-cnsembles fermés d'une topologie
sont remplics ; il est aussi clair que la topologie %F ainsi définic satisfait
a4 la condition 2° . Pour vérifisr la condition 1°© , il suffira de montrer que
st F est un fermé dans iﬂf'.z (au sens do la topologie naturelle), alors
MF 'Lk'ﬁn 1'cst aussi pour tout Me r ; mais c'est unc conséquence immédiate
du lemme 1 . I1 est clair que ¢ Foest 1a plus fine des topologies satisfaisant

aux conditions 1° , 2° ,
Pour démontrer la derniére assertion du théoreme 1, on va donner quelques

lemmes

LEMME 2., - Pour chaque r 1l existe un nombre fini de M(r)a (En telles que

les rclations MQ »_ £¢ , Me [ (donc necessalrement Me&?), entrainent

@ (IT) =8 (M( )) pour un indice i .

C'est une conséquence immédiate du fait que ‘Qr est un "ouvert fondamental de
['r + On notera d'allleurs que, si r «<n., il cxiste un nombre infini de M €T
telles quc M.EL n Q £ .
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LEMME 3., - Pour chaque 72 *‘*ﬁr , il exlstc un voisinage U de Z relatifs &

.ﬁn ct jouissant des propriétés suivantcs ;

10 si Me[" et MU OO0 £¢ ,ona 1Meb® et MT éQ

20 Me [ et MUANU#P entratnent Méfz

n o

r 9

(1le stablllsateur de Z dans
DEVONSTRATION. - I1 est clair que, si M U » = * £ ¢ pour tous les voisinages

U de Z (dens Qn) , M étant fixée, on a MZ z .,Z ct donc M« g&, ’

MZze

U even

(r é <n) (en nombrec fini) énoncées dans le lemme 2 . On va montrer qu‘alors

« Par conséquent, on peut prendre un voisinage U de Z tel que

(‘g et que 1l'asscrtion du lemme soit vraiec pour toutes les M:.ES)

/'\ o !

1'assertion du lemmo est vraic pour toute Mé U . Enoffet, si MU ns) £,
ona MUn® -\/ £ @ pour un indice s (r « s < n) ; d'aprés le lemme 2 on a

alors M4 ;'s et ZDS(M) = ;r(i (S)) . Donc Mi(s) U n Fs # @ ot par notrc choix

w(8) ~n (s) . . ~ () S

de U ona M™edll, i( ? € O’r ; par suite (c§(M) = (’é(Mi ) e e
Lo n _ s ‘ , V) P . A

d'od Medi , "')r(M) = {’L%_(Mi ) et donc MZ = M7’z € 1, ce qui prouve la

premiére assertion du lemme. La deuxiéme assertion du lemne peut se montrer tout

pareillement.

LEMME 4. ~ Soit Z un élément de ’O'r 3 81 U eost un voisinage de Z relatif

3

.

a ()h , alors U= Lz U est un voisinage de Z au sens de 7L,

DEMONSTRATION, — On peut supposer que U vérifie la propriété 1° énoncée dans
le lemme 3 ; alors M U n ‘Q; £¢, Mel entratne M=« ej},? , MZ e.('?.r . Donc
il n'existe qu'un nombre fini de vossibilités de M (mogulo addroite f’z) telles
que M Un J # @ . I1 suffira donc de démontr r que M Un Q* est un voisina-

ge de M Z relatlf a Sl: pour ces representanto M modulo L'L en nombre fini.

3 ] P — E i o l
Soient r ¢ s<n, US_U.\Q.S 3 alors MLIM.) rcjs‘ MPUf\Q .
Or comme 1o, 21 n ”!'_;1 et ['= bn(f‘r) : (U'n ‘,‘s{‘.r) ,on peut prendre M telle

que M € hn({"r)a,’ﬂors MFZ Usr, ﬁs contient toutes les matrices Z(S)’c D’s

‘ 2r) g
telles que .z(s)=,&l 2 .17, vy=%oDw, D= (a, &), avec
212 %) !
Z§r) assez voisine de M Z et d.iq suffisamment grand. (Ceci résulte de la

propogition démontrde dans 1'Appendice). Done MT n.Q.: est un voisinage de M Z

dans .ﬁ: s
CquFoD'
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laintenant on va démontrer la derniére assertion du théoréme 1 . Soient x ,
x' deux points de q , non équivalents par rapport a " ; i1 s'agit de construire
des voisinages U s U‘ de x 4 x' respectivement, qui soient [ —saturds et
disjoints ; il suffira de le faire pour doux points Z , Z' appartenant &

L f% . Soient U, U' des voisinages de 2 , Z' respactivement, relatifs

«Tr"'¢n
a Q; » tels que Mér) UnU'=¢g pour toutes les M( r) dans le lemme 2 ; il
est clair qu'alors MU " U' = @ pour toute Me [ . SOl'b U= (u, T ="[v ;

. . . . ot
d'apres le lemme 4 ils sont des voisinages de 2 , Z' respectivement, dans S

au sens de 4% , et ils sont VU-saturds et ne se rencontrent pas, ce qui démontre

notre assertion.

by 4 . 1 \ ’c’c s ‘
Passons & la démonstration du théoreme 2 . Définissons la topologie { de

la maniére suivante : on dit que U est un voisinage de x &fﬁ au sens de 5'

si et seulement si U est un voisinage §x~satur~ de x au sens de 571 . Pour

Ze .. U
Cir«n
donné dans le lemme 4 ; en y prenant U suffisamment petit tel que la condition

(% un tel voisinage contient toujours un voisinage U= Yi U

2° du lemme 3 soit remplie, U= f% U sera un %g;voisinage de Z satisfaisant

4 la condition 4° ; d'ou résulte immédiatement que les conditions pour les systé-
"‘l

‘mes de voisinages sont remplies pour fl 3 alors il est clair que ﬁg* est une

topologie satisfaisant aux conditions 1° ’ s 3°, 4° ; la condition 1° est
remplie, parce que pour U = 1" U, on peut faire ﬁ/\}}% = k) Mgs) uvn G
% n M(S):f% i n

aussi petit qu'on veut en orenant U suffisamment petit.

Finalement, démontrons 1'unicité de la topologie satisfaisant aux conditions

19,20, 30 | 49 , Pour cela soit % une telle topologie et soit U, un

1

F s , 4 *

6;v0181nage de Zeg ilr qutlsfalsant a 1q condition 4° ; en posant U = Ulf\ilh ’
: A

= l U, on obtlent un ?’ ,~voisinage T de 2 , contenu évidemment dans Ul H
re01prooucment soit U .fU' un ‘fglv0181nago de Z¢& C%. 3 on peut supposer que

T ost contenu dans un 5f—v0181nage de ﬁl dec Z satisfaisant & la condition

4° 5 soit d'autre part Ué = ;U U2 est un “~~v01s1nage de Z , parce qu'il
est un %2—v0131nage de Z , f—saturé et que 7 et C} définissent la méme

topologie dans 1! esoace quotient f\‘~n en vertu des conditions 1° , 2° , 3° ;

alors on a Ul n U2 Ul 0 ;M;J{Vyﬁz Ml U = U1 U = , donc T est un

“h~voisinage de Z , ce qui prouve notre assertion.

A ﬁ.j
La topologie classique de ;n* cst {% ; on voit facilement que les deux

L T 1 l
topologies 'Z:r at ‘Eg gont en fait différentes ; on remarquera aussi que ces
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topologiesue sont pas localement compactes. On remarquera d'ailleurs que les
topologies L et ”Gg induiscent la méme topologie dans 'Sr (0 <£r<n), i.e.

.

la topologie initiale de br .

APPENDICE

On va ici compléter la fin de la démonstration du lémme 4 . En changeant de
notations, il s'agit de ceci : soient Ur et UI'_ des voisinages de Zoé Qr
dans D’r ; soient K et KXK' des nombres positifs, U, = V(S) (Ur , K) 1'ensemble
[ 2 Z12\ ’
de toutes les matrices 7Z € .Q.S telles qua Z = " =X+1iY, Y= tw DW ,
\le Z,/

- ~ ISP ] ' S o8
D= (cli §ij) , avec. le—_ Ur s dr+1 > K . Soit Ug 1'ensemble défini de maniere

analogue & U_ , mais en remplagant Qs » U, et K par M;lﬂs , U et K'

respectivement (Mo désigne un élément de L-s(f;_)). Alors il s'agit de démontrer

que, Ur , K et Mo étant donnés, on peut choisir Ux'- et K' de maniére que

' M
(1) . vy, o
0
Ensuite il suffira de prendre K" tel que M;l V(S)(MO LA K") ¢ Ué , ce qui
~1 A=

ost possible grdce & la continuité de Mgl dans —Q: V) Mo 'Qs .

On va utiliser le résultat suivant

PROPOSITION. - Avec les notations précédentes, supposons donnés Ur'- et Mo

(Ur" étant borné). Alers on peut choisir K' de maniére que Ué soit contenu

dans (T‘s n 30:)9‘3 *

L'assertion & démontrer en résulters : on aurs en effet un nombre fini de
s
Mi € Fs N fmr tels que |
1
UL ¢ \f M, Qs
et done, en modifiant U:(" et KXK' de maniére que
-1
M7 U A QS cu, pour tout i
(ce qui est possible gréce & la continuité de M;_l dans Q:) , en ebtiéndra

1
Usc(i) M U,



d'ot (1) .

Ainsi tout reviant & prouver la proposition. Soit 2! =

'

(»Zl

\72
Zl2
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'
Zl2

& UL . On
1) 8
ZQ*

. . iy S
va montrer, en prenant K' assez grand, 1l'existence d'une M € Tsn A telle

que M 2'e 0. Or lo grompe I wY)

forme suivante @

VS
r

est engendré par les transformations de la

Y oo B0\
(1) M= ) , avec U= j U8 étant entidre et unimodulaire ;
WO U W T
t 2
U 0 \ T U,
(i11) M= ) avee U = \ » Ups entidre ;
0 U 0 E
E T 0 le‘-
(iii) M= s avec T = > o T, ot T, sont entidres, et
0 E \le T2
t .
T2 = T2 .
Si 1'cn pose
| X W
Z!le_,_in’ Y':tW'D'W’, Xt:(tl 12 , W'f—f(l 12) s
- Xia 5 0 W
Di 0 3
D' = ( ) s alors ces transformations opérent comme suit
]
0 D2
, t
: T 1 ' 1 Dot t gt .
(1) Wi, = W, UL, th Dy Wy —> ‘U, By DYWL U,
(11) Wy = Wl e WU, tw‘,[3 D} WY inchangé ;
(iii) Xy => Xiz + Ty s xé — X+ T, 5 Y' inchangé ;
et ces transformations ne changent pas Xi ’ WE et Di . Donc on peut, en faisant

Z" = M 2!
(notation des Exposés 1 et 2), i.e. que

(ol M est du type (i)), faire cn sorte que

By on

" o Qt
. w2 €S'(u)

n ) s s . 1 1 ' 3
]wij,<u (pour r+l<i<j«s), di<udi+l (pour r+1\<1<s).

Ensuite, en faisant une transformation du type (ii) , on peut faire en sorte
que ‘

ing l

<1/2 (pour 1<i<r, r+1<j<s).
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Enfin, en faisant une transformation du type (iii) , on peut faire en sorte que

lx;il < 1/2 pour r+ 1<j<s, quel que soit i .

Dans toutes cus transformations Zg = Zi n> change pas. Finalement, on voit qu'on
3 s b “‘,S . f . Py
peut choisir M € Y;f\jﬁr de manidére que Z" = MZ' satisfasse & toutes les

"“‘ N » . .
conditions pour appartenir a LLS , & la seule sxcention de la condition

a" « ud"
T T+l

Or d; = d; ast borné lorsque Z! parcourt U; . Dc plus, les transformations

1
. PR ’ . ] "'l
(1) utilisées ci~dessus sont en nombre fini lorsque Z' parcourt M "0, avec

: ~1 ~1 . s
Zi & U; (cn effet, pour 2Z' = Mb Z|£IQ) Q% ot Zi 3 U; , tous les coefficients

de Yé - Y2 sont bornés). On peut donc choisir X' nc dépendant que de U; ’

u et Mb s de fagon que, pour tout Z'«E‘Ué y 2" =M2Z' satisfassc aussi

5 " " Voot 5_A4 $ e 171 €5}
a dr <:udr+1 , c'ecst-a~-dirc finalement M Z g

Ceci achéve de prouver la vproposition.

BIBLIOGRAPHIE

La compactification ci-dessus a été donnée dans :

[1] SATKKE (Ichirc). — On the compactification of the Siegel space, J. Indian
nath, Soc., new Series, t. 20, 1956, p. 259-281.

(mais on n'utilisant pas 1'espace > ). Le lerme 2 de co mémoire correspond au
lemme 1 de notrs exposé, mais la démonstration est begucoup simplifiée” par 1'idée
de GODEMENT, D'ailleurs 1'introduction dc 1'esvace 55 est préférable surtout en
raison de son utilité dans la considération des groupés commensurables au groupe [ .

On trouvera d'autrcs méthodes de compactification dans
[2] SATAKE (Ichiro), - On Siegel's modular functions, Proceedings of the inter-

national Symposium on algebraic number theory, Tokyo and Nikko 1955. -~ Tokyo,
Science council of Japan, 1956 3 p. 107-129.

[3] SIEGEL (Carl Ludwig). — Zur Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades, Comm,




