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 Sérinaire E.N.S., 1955/56 6-01
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

LES SCHEMAS (II)
(Exposé dc C. CHEVALLEY, le 19.12.1955)

Nous supposons toujours fixés un corps K c¢t un surcorps L de K , de

type fini sur K .

1.- Quelgues lemmes.

Lerme 1 ¢ Soient A unc algébre affine et 8 son schéma. Pour gqu'un

anneau local contenu dans L dominc au moins une localité de 1'ensemble S ,

il faut et suffit qu'il conticnne A .

La condition est manifestement nécessaire. Rxclnroquoment si l'anneau
local V conticnt 4 , il domine l'anncau local do 1'idéal premier A N (V)
de A,

Lemme 2 ¢ 81 M et N sont des localités d'un schéma S , une condition

nécessaire et suffisante pour quc 1 soit une spécialisation de N est que
MCN .,

La condition est‘manifestcment néccssaire, Si clle est satisfaite, N
domine 1l'anneau local N' de 1'idéal premier M N ;(N) de M : comme M est
spécialisation de N' , ona N'<€ 8 (cf. cxp. 5, proposition 2) ; comme N

domine N' et appartient & S, ona N = N' ,

Lemme 3 : Soit S un schéma affinc ; si U ost une partie non vide de

S , ouverte dans la topologic de Zariski, U est un schéma.

Il suffit de montrer que U est une réunion finie de schémas affines.
Soit x wun élément # 0 de l'algébre 4 de S . Si p est un idéal premier
de A ne contenant pas x , ona AC A [x—1]<i Ap ;s ot AP est 1l'anneau

local de 1'idéal premier pApf\ A[x?l] de A[x—l] (exposé 1, proposition 2).

Reclproquement, ona A[x™ 1] = AX , ou X se corpose des puissances xk de

; tout anneau local d'un idéal premier de A [x ] est donec anneau local
d'un idéal premier de A ne contenant pas x (exposé 1, proposition 2) :
1'ensemble U des anneaux locaux des idéaux premiers ne contenant pas x est
donc le schema affine d'algdbre A [x 17, soit a un idéal quelconque # O ;
si (X; 5 ven xh) est un systéme de géniratcurs # 0 de a , 1'ensemble des
anneaux locaux des idéaux premiers ne contenant pas 2 est la réunion des

Ux : c'est done un schéma,
i
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2.~ Topologie de Zariski dans 1'ensemble des localités du corps L .

Soit f. 1'ensemble de toutes les localités du corps L . Désignons par
ﬂL 1'ensemble des parties U de T telles que, pour tout schéma affine S
de L , Un 8 soit ouvert dang la topologie de Zariski de S . Il est clair
que ‘L est 1'cnsemble des ouverts d'unc topologie ‘G sur I . On 1l'appelle
la topologie de Zariski de % . Los fermés de la topologie % sont les par-
ties F de ¢ tolles que, pour tout schéma affine S, F/ S soit fermé pour

la topologie de Zariski de S .

Proposition 1.~ Scit P une localité du corps L . L'adhérence de P,

dang la topologie ¢ , est l'ensemble % (P) de toutes les spéeialisations

de P (Exposé 5, page 2).

Démonstration : G’ (P) est fermé, car si S c¢st un schéma affine qui ren-
contre Y (P) , ona P € S (en vertu de la proposition 2 de 1'Exposé 5), donc
@(P) N S est l'cnsenble des localités dc S qui sont spécialisations de P ,
ensemble qui est fermé pour la topologie de Zariski de S (Exposé 5, proposi-

o~

tion 5). Reste & montrer que si un fermé F < ) est tel que P € F , alors
toute spécialisation M de P appartient & F; or, si A est une algdbre
de définition de M , A est aussi une algdbre de définition de P (exposé 5,
proposition 2), et si S désigne le schéma affine de A , ona P& FAS ’
ensemble qui est fermé pour la topologie de Zariski de S ; donc Me FN§S,

Propogition 2.~ La topologic  induit, sur chaque schéma affine S c§ ,

la topologie de Zariski de S.

En effct, s1 E ost un fermé de S (pour la topologic de 8 ), il existe
des localités Pi*E S en nombre fini, telles que E se compose des localités
de S qui sont spéeialisation de 1'une au moins des Pi (Exposé 5, lignes
suivant la proposition 5). Donc E est induit sur S par la réunion des

‘E(Pi) » qui est un ensemble fermé duns la topologie T

Nous nous proposons de montrer que tout schéma dc L est ouvert (pour 1la
. B o . 2 e
topologic ¢ de { ). Pour ccla, nous aurons besoin du résultat que voici

Proposition 3.~ S8i S et S' sont deux schémas affincs, S N S est
ouvert dans S et dans S' .

Pour le démontrer, on utilise lc

Lemme 4 : Soit S un schéma ; l'cnscmble U des localités de L qui

dominent au moins une localité appartenant & S est ouvert.
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Démonstration du lemme 4 : il suffit de le prouver quand S est le schéma

d'une algdbro affine A . On doit montrer que, pour toute algébre affine BCL
de schéma T , UNT est ouvert dans T , Or soit D 1tensemble des y € B
tels que yA € B ; b est un idéal de B . 8i p est un idéal premier de

l'algébre B , la condition Bp € U équivaut & Bp:D.A (Lemme 1), ce qui

équivaut & p P b ; or l'ensemble des idéaux premlers p de B tels que

p b ost ouvert dans le schéma T de B,

Le lemmc 4 étant démontré, démontrons maintenant la proposition 3 s il
suffit de prouver que S NS' est ouvert dans S' . Supposons SN S8' non vide
ot notons U 1'cnsemble dos localités de 8 qui dominent au moins une localité
de 8' ; d'oprés lec lemmc 4 , U est ouvert dans S ; comme U n'est pas vide
(car UDXS8 n8'), U est un schéma (lemmc 3). Soit U' 1'cnsemble des locali-
tés dc 8" qui dominent au moins unc localité de U ; d'aprés lc lemme 4 , U’
est ouvert dens S' ; on va voir que U' = S N8' , ce qui achdvera la démons-
tration. Il est clair que U' > S n S' ; réciproquement, soit M!' € U' ; alors
M'e &' et M' domine une localité M € U ; M domine une localité M} €8 ;
done M' domine Mj , et par suite M' =M} , d'oh M' =M€ S8, st M ESANS.

Théoréme 1.~ Tout schéma S de L est ouvert dans la topologie % .

Les parties ouvertcs non vides d'un schéma S ne sont autres que les schémas

contenus dans S . L'intersection de deux schémas, si elle n'cst pas vide, est

un schéma,

Démonstration : soit S un schéma ; pour montrer que S est ouvert, il

suffit de le faire quand S c¢st un schéma affinec ; pour cela, on doit prouver
que, pour tout schéma affine S' , SN S' cst ouvert dans S' ; or c'est ce
qu'affirme la proposition 4.- Si U est un ouvert non vide d'un schéma S , U
est un schéma : cela résulte du lemme 3 . Réciproguement, tout schéma §' conte-
nu dans S est ouvert pour la topologie T . Enfin; 1l'intersection de deux
schémas S et 8' est ouverte (d'aprés la proposition 3), et si clle n'est pas

vide, c'est un schéma, puisque c'cst un ouvert de S .

3.- Topologie de Zariski d'un schéma.

Si S est un schéma de L , la topologic de Zariski de S ost, par défi-
nition, la topologie induite sur S par la topologie 5, Lorsque S est un
schéma affine, on retrouve bien la topologie de Zariski de ce schéma affine, cn
vertu de la proposition 2 .
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’ . . 2
Proposition 4.- Dans un schéma S , toute suite décroissante de fermés est

stationnaire (ou, ce qui revient au mime : tout enscmble non vide de parties

fermées contient un élément minimal).

En effet, on a vu qu'il en est ainsi quand S est un schéma affine
(Exposé 5, page 4). Dans le cas général, soit (Fn) unc suite décroissante de

fermés de S , et soient S, des schémas offines, en nombre fini, dont la

J
réunion soit S . Pour chaque j , la suite dcs szﬂ Fn est stationnaire pour

n Zn(j) : donc la suite (Fn) est stationnaire pour n = sup n(j) .
J

Proposition 5.- Dans un schéma S , soit F un cnsemble fermé, Il existe

des localités Pif' F , en nombre fini, telles quc F sec compose des localités

de S qui sont spécialisation de 1'une au moins des Pi (c'est-a-dire qui

sont contenus dans 1l'une des P; ¢ of. lomme 2).

Démonstration : c'ost vrai si S est un schéma affine (Exposé 5, fin du

paragraphe 2). Si S est réunion d'unc famille finie des schémas affines Sj s
il y a des localités Pij (1£ise hi) telles que F ~ sj soit la réunion

(pour i wariable) des @7(Pij)r\ Sj : puisque Pij ¢ F fermé, 1l'adhérence

@E(Pij)" S ost contenue dans F , et par suite F ost la réunion (pour i
et j variables) des @z(Pij) ns.
Corollaire : la topologie de S est déterminée par la relation d'inelu-

sion entre localités de S .

D'aprés la proposition 4, on peut appliquer lc lemme de 1'Exposé 2 (page
2-07) & 1'ensemble des ouverts d'un schéma 8 . Par passagc aux complémentaires,

on obtient ceci : disons qu'un fermé F de S est irréductible si F ne peut

pas s'derire sous la forme F, v F2 s avee F, et F2 fermés et #£ F . Alors

Théordme 2.- (a) Si F est un formé d'un schéma S s 1'ensemble des fermés

irréductibles contenus dans F possdde des éléments maximaux F; , en nombre

fini, et F est la réunion des Fs .

(b) Pour que F soit irréductible, il faut et il suffit que F goit

1'adhérence d'unc localité P (i.e: que F sc compose de toutes les spéeiali-

sations de P ) .

Démonstration : l'assertion (a) résulte aussitdt du lemme cité de 1'Exposé
2. Les Fi s'appellent les composantes irrdductibles de F . Quant & (b), il
est trivial que 1l'adhérence d'un point P est irréductible ; réciproquement,
si F est un fermé irrdductible, F cst 1'adhérence d'un point P , en vertu
de la proposition 5 .
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Soit maintenant E une partic guelconque de S ; soit & 1'ensemble des
partics de E qui sont relativement fcrmées dans E . On peut encore appliquer
le lemme de 1'Exposé 2 (page 2-07) & 1'ensomble des complémentaires (dans E )
des éléments de & . Ainsi E sera dit irréductible si E ne peut pas se

mettre sous la forme E, v E, , avee E; ot E, relativement fermés (dans E )
et £ZE ., Le lemme cité donnec alors une décomposition de E comme réunion finie
de E; irréductibles ; les E; s'appellent encore lcs composantes irréducti-
bles de E . En fait :

Proposition 6.~ Pour que E soit irréductible (dans 1l'cnsemble % des

parties rclativement fermfes de E ), il faut et il suffit quc 1l'adhérence E

soit irréductible (dans 1'cnscmble des parties formées du schéma S ).

En cffet, si E = EIVEZS_.#E Ez;éE,ul_E‘*El,n.z_EhEz,
ona &L= Eltg i& EE E 5 réciproqucment, si E = FyvF,, F1 et
F2 fermés, Fy £E s Fé #£E , et si on pose E,=E"F, E2 = E r\Fé , On a

E:EluEz,El;éE,Ez#E,

De 13 résulte que los composantes irréductibles de E ne sont autres que

los intersections de E avec les composantes irréductibles de E .

D'aprés lc thdordme 2, (b) : pour que E soit irréductible, il faut et il
suffit qu'il existe une localité P de S , adhérente & E , telle que toute
localité de E soit spécialisation de P .

Remarque : dire que E egt irrdductible, c¢'est dire quc toute partie non
vide de E , rclativement ouverte dans E , est dense dans E

4.~ Corps des fractions ot dimcnsion d'un schéma.

Proposition 7.~ Soit S un schéma. Il v a une localité Q et une seule de
S qui est un corps ; toute localité de S est une spécialisation de Q et
admet Q comme corps des fractions.

Deux localités de L qui sont des corps sont toujours apparentées, car
dominées par L lui-méme ; il en résultc que S ne peut contenir plus d'une
localité qui soit un corps. Si M ¢ S, l'anncau local de 1'iddal {0} de M
est lc corps des fractions de M et admet M comme spécialisation, donc appar-
tient & S ; d'olu le résultat.

Corollaire ¢ Tout schéma est irrdéductible.

Les notations étant celles de la proposition 7 s on dit que Q est le corps
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des fractions du schéma S . Son degré de transcendance sur K est le niveau
de toute localité de S ; on appelle ce nombre la dimension de S . Cette dimen-
sion est égale & la dimension de la localité Q ; si V est sa valeur , les
dimensions des localités de S sont tous les entiers de 1'intervalle [0 ,vj .

Proposition 8.- Si Q est le corps des fractions de S , Q est une exten-

sion de type fini de K .

Cela résulte du :

Lemmec 5 ¢ Si L est une extension de type fini d'un corps K , et Q un
corps intermédiaire entre K et L , Q est une extonsion de type fini de K .

Soit (x1 9 ses xr) une bose de transcendonce de Q@ sur K , contenue
dons une base de transcendance (% , ... , xs) de L sur X . Soit
K' =R(x; 5 o0 s xr) s on voit tout de suite que des éléments de L algébri-
ques ot lindairement indépendants par rapport & XK' sont aussi linéaircment
s oo 5 X ) = K(xy 5 eee %)) L OXy

indépendants par ropport au corps K'(xr+1

L ost une extension algébrique de type fini de K(x1 5 ese xs) , donec est de
degré fini ; il on résulte quc Q est de degré fini sur K' .

5.~ Les localités de dimension O d'un schéma.

Proposition 9.- Soient S un schéma et S, 1'ensemble des localités de
dimengion O de S si F est une partie fermée de S, S, F est dense

dans F .

D'aprés la proposition 5, i1 suffit de fairc la démonstration quand F
est l'ensemble des spécialisations dans S d'une localité P de S . Il suffi-
ra done de montrer que si Py seeey Pr sont des spéeialisations # P de P
dans S , il y a une spécialisation de dimension O de P dans S qui n'est
spéeialisation d'aucune des localités P, . Soit A une algebre affine dont
le schéma affine S' est contenu dans S et contient P ; si M est uno
spécialisation de P dans 8 , M ne peut &tre spécialisation d'un Pi
n'appartenant pas & S' (Exposé 5 , proposition 2) ; supposons que Py oseesPhy
solent ceux des P; qui sont dens S' . Ona P = Ay s Py = AEi (L«i<cyp),
P ot les p, étant dos idéaux premiers de A tels—que PC Py, P # p; . I1

yaun élément x £0 de A/p = B appartenant.& tous les p, /b . Soit m' wun
idéal premior maximal de B [x~ 1] et soit m=m'N B, Alors B/m est un
corps, cxtension algébrique de K (Exposé 3, Appendice, théoréme 3). Soit q
1l'image réeiproque de n dans A q est premier maximal, et Aq est un 61é-

ment dc S qui n'est spécialisation d'aucune des localités P N
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6.~ Schémas induits.

Soient S un schéma de L et P un élément de S . Nous désignerons par
© 1tapplication canonique de P sur le corps P/r(P) , que nous pouvons con-
sidérer comme un surcorps de K . Si A est un sous-onneau de P , p(a) est
un sous-anneau de P/r(P) ; si m est un idéal premier de A contenant
ANng(P) ,ona A CP et (cf. oxposé 1, proposition 1)
(1) E(AE) = (@(A))e(m) .

Théorsme 3.- Soient P un élément d'un schéma S et € (P) 1'onsemble
des spéeialisations de P dans S (cf. lemme 2) ; soit © 1l'application cano-
nique dc P sur P/r(P) . Soit S' 1'ensemble des anneaux & (M) , pour
M < &(P) . Alors : 1) S' est un schéma du corps P/r(P) , et M — a (M)
est un homéomorphisme de € (P) (muni de la topologie induite par 1a topologie
do Zariski de S ) sur S8' ; 2) si S est un schéma affine d'algébre 4 , S

est Lle schémo affine d'algébre A/(An r(P)) 5 3) si S est un schéma_projoc-

tif, S' ost un schéma projectif ; 4) si S est un schéma complet, S' est un

schéma complet.

Si S8 ost un schéma affine d'algébre A , ona A CP , et il est clair
que 6 () = A/(A™ r(P)) est une algdbre affine ; il résulte alors de (1) et
du fait que tout idéal premicr de 6(A) se met sous la forme €(m) , m étant
un idéal premier de A contenant A N r(P) , que S' est le schéma affine
d'algsbre ©(A) . Passant maintenant au cas général, il résultec de ce qu'on
vient de dire que S' est réunion d'un nombre fini de schémas affines., Soient
M, M' des localités de S telles que €(M) , #(M') solent apparentées ;
l'image par ¢ de K[M, M'] est K[ &(M) , &(M')], et celle de 1'igéal 2
de K[M, M] engendré par r(M) et r(M') est 1'idéal cngendré par
B(x(M) et 6(x(M')) dans K[ (M) ,8(M')] 5 ce dernier ne contenant pas 1,
a ne contient pas 1 ;, et, si p est wn idéel premier de K [M , M'] contenant
a , M et M' sont dominés par l'anneau local de p , d'ou M = M' , Ceci montre
d'une port que S' est un schéma et d'autre part q;e M—= @(M) est une
bijection de Qg(P) sur S' . Puisque cette application respecte la relation

P

d'inclusion, c'est wnhomfomorphisme de ‘ (P) sur S' (cf. corollaire a la

proposition 5). Supposons que S soit le schéma projectif défini par un espace
vectoriel H de dimension finie, Il ya un u # O dans H tel que P soit
anncau local d'un idéal premier p de K [u'H]; soit H= ¢(ulH) . Soit v
un élément £ 0 de H tel que P oppartienne au schéma affine d'algébre

K [v1H] ; alors wlv n'est pas dans p , et, si V= O (u—lv) , ona
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v = G(V‘IH) ; réciproquement, tout élément v £ 0 de H peut se mettre
sous la forme f3(u—1v) , avec iy ¢ p ; il en résulte immédiatement que S

est le schéma projectif défini par H .

Supposons maintenant que S goit complet. Soit V un anneau de valuation
contenant XK du corps P/E(P) . Introduisons un anneau de valuation Vo du
corps des fractions F de S qui domine P ; VO/E(VO) est alors un surcorps

de P/r(P) , et il y 2 un anneau de valuation V, de ce corps qui domine V.

Or, on a le lemme suivant
5

Lemme 6 ¢ Soient VO un anneau de valuation et vl un anneau de valuation

du_corps VO/E(VO) ; L'ensemble V, des ¢léments de V, dont les classes modulo

g(VO) apparticnnent & Vl cst un anneau de valuation du corps des fractions de

v L]
0

Soit 2z un élément du corps des fractions de VO ntappartenant pas a V1 .
si z2¢V , 27! st dans r(V) , donc dans V; . Si z€ V_, soit z sa

closse modulo x(V)) ; on a z C;ﬁ'Vl , d'ol 2£0, z¢ g(Vo) , done i le Vo s

et 1la classe z~! de - modulo g(VO) est dans Vl , d'ol encore z_le;V1 .

Appliquant le lemme 6 2u cas qui nous occupe, V1 est un anneau de valua-
tion de F qui contient K , et, puisque S est complet, V1 domine une loca-
lit¢ M de S. Ona E(Vo)‘: Vs M P~£(VO) est done un idéal premier p de
M, et V, domine Mb , ce qui montre que P et ME sont apparentées, d'ol
Mp =P puisque Mpél"S . Donc M appartient 3 ©(P) ; comme V, domine M,
il est clair que ~ Vl domine &(M) . Or Vllﬂ (P/r(P)) est un anneau local
de P/r(P) qui dominc V et lui est par suite identique ; il en résulte que V
domine € (M) ; 8' est donc complet.,

7.- Domination de schémas.

Soient S et 8' des schémas du corps L . On dit que S' domine S si
toute localité de S' domine au moins une localité de S . Puisque deux locali-
tés distinctes de S ne pcuvent &tre apparentécs, une localité M' de S' ne
domine qu'une seule localité M = £(M') de S ; on dit que f est 1'application

de domination de 8' dans S . Il est clair que si S' domine S et S domine

S' , alors S = 8' : en effet, lc composé des applications dec domination est
1l'identité,

Proposition 10.- Si un schéma S' dominc un schéma S , l'application de
domination f de S' dans S est _continue.

En effet; si U est une partic ouverte non vide de S, U est un schéma
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et fl(U) , qui est 1'ensemble des localités de S' qui dominent des localités
de U, est ouvert dans S' en vertu du lemme 4 .

Remarque ¢ si M' est spécialisation de N' , alors £(M') est spéciali-
sation de f(N') : en effet, M' ost adhérent & {N'! , donc £f(M') est
adhérent & {f(N')}.

Proposition 11.- Soient S et S8' des schémas affines de L, d'algébres
A et A' ., Pour quec S' domine S, il faubt ot suffit gue A CAY,

Si S' domine S, toute localité de S' contient une localité de S,
ot 1'intersection A' des localités de S' contient cclle, A , dos localités
de S . Réciproquement, si A< A' , ot si m' ost un idéal premier de A' ,

A&, domine Am , en notant m 1l'intersection m' N A .

Soient § et S' dos schémas tels que S' dominc S , P' une localité
de & et P 1la localité de § dominée par P' . Soit (¢ (P') (resp. & (P))
1'onsemble des spécialisations de P' (resp. P) dans S' (resp. S) ; soit T
(resp. T) le schémn induit par S' (resp. S) sur & (P') (resp. &(P)) .
Nous désignerons par f L1'application de domination de¢ S' dans S, par e
et ©' les applications canoniques de G(P) et G(P') sur T et T' . Le
corps des fractions de T est P/E(P) , qui s'identifie & un sous-corps des
fractions P'/r(P') de T'.

Proposition 12.- Les notations étant comme ci-dessus, T' domine T , ct,

si g est l'application de¢ domination de T' dans T , le diagramme

. £
g@) —— o G (pP)
6 l 3

T B 57T

est commutatif,

Soient M' une spécialisation de P' dans S' , et M la localité de
S dominée par M' ., Ona M<P', et M, . (P") est unc localité de S
dominée par P' , donc identique & P , d'od M ¢ & (P) . Soit ¢ 1'application
canonique de P' sur P'/:(P') ; elle induit l'appiication canonique de P sur
P/r(P) ; la localité ©(M') = ¢(M') domine ¢ (M) = €(M) , ce qui démontre
la proposition 12.

Proposition 13.- Si un schéma S est dominé par un schéma complet S' ,

S est_complet.

Cela résulte immédiatement des définitions.
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Soit S' un schéma qui domine un schéma S , et soit M une localité de

S, On dit quc S' est complet au-dessus de M si tout anneau de valuation du

corps des fractions de S' qui domine M domine une localité M' de S' : on
voit facilement qu'on a alors f£(M') =M , £ désignant l'application de domina-
tion. Il en est certainemont ainsi si S' est complet. Si S' est complet au-
dessus de toute localité de S , on dit que S' est complet au-dessus de S .
Si S ocst complet et si S' est complet cu-dessus de S , S' est complet,

comme il résulte immédiatement des définitions.

Proposition 14,- 8Soit S' un schéma qui domine un schéma S ; et goit P

une localité de S . Si S' est complet au-dessus d'une localité M de S qui

est une spécialisation de P , S' est complet au-dessus de P .,

Soit V un anncau de valuotion du corps des fractions de S' qui domine
P ., Soit ¢ 1'application canonique de V sur V/r(V) ; <f(M) est un anneau
local de V/r(V) , donc est dominé par un anneau de valuation W de V/r(V) ;

l'ensemble W = @1 (ﬁ) est un anneau de valuation du corps des fractions de S'
(lemme 6) ; il est clair qu'il dominc M . Il domine donc une localité M' de
S' . Ona M W< V:V domine donc la localité M r(v) ? qui appartient

a s'.,

Théoréme 4.- Soient 8 et S' des schémas du corps L . Il existe alors

un schéma 8" de L et un seul qui possdde les propriétés suivantes : S"

domine S et 8' , et tout schéma de L gqui domine S et S' domine S" .

Tout anneau local de L qui domine unc localité de S et une localité de S!'

domine une localité de S" . Si S et S' sont des schémas affines d'algdbres
A et A' , 8" est le schéma affine d'algdbre K [A,A']. Si 8 et S' sont
rojectifs, S" est projectif. Si S ot S' sont complets, S% egt_complet.

Représentons S (resp. 8') comme réunion de schémag affines S; »
1 £1 4r (resp. 85 , 1« j ¢«r' ) , d'algébros A (resp. A3 ). Soit Sij
le schéma affine d'algdbre K [Ai , AB] , et soit S" la réunion de tous les
Sij » Toute localité de Sij domine une localité de Si et une localité de 83
(Lemme 1) ; toute localité de S" domine donc une localité de S et une locali-
té de S' . Soit Q une localité qui domine une localité M € S et une locali-
té Ne8'; si M€ S, , W& 83 ; @ contient A, et Aé , done aussi
X [Ai , A'] et domine la localité de &" , anncau local de 1'idéal premier
K [4, , A:'j]f\_z_'(Q) de K [4;, Aj] . Soient P et P' des localités de &"
qui sont apparentées, donc dominées par une localité Q . Supposons que Pc—:Sij 3
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alors P (resp. P') domine une localité M (rcsp. M') de S et une localité N
(resp. N') de 8' , ctona MES, ,N¢ 8} . Comme M et M' (resp. N et N')
sont domindes par Q , ona M =M (resp. N =N' ), ot il résulte de ce qu'on
a dit plus haut que P' domine unc localité P, de Sij . Comme P et P
sont dominées par Q@ , ona P = P, , et P! domine P . On voit de méme que

P domine P' , d'ob P =P' . L'ensemble S" est donc un schéma, qui posséde
manifestomont les propriétés indiquées. Si SY est un schéma possédant ces
propriétés, chacun des schémas S" , S] domine 1l'autre ; dou 8" =8} . Suppo-
sons que S et S' soient les schémas projcctifs définis par des espaces vec-
toriels H ot H' dc dimensions finics ; 1l'espace vectoriel H" engendré par
les produits wu' , u € H, u'€ H' , est do dimension finie. 8i u (resp. u').
cst un é1ément # O de H(resp. H') , on voit tout de suite que

K [uan , u'-lH'] =K [(uu')—lH"] ; il on résulte que S" oest le schéma projec-
tif défini par S" . Si S ot S' sont complets, un anneau de valuation du
corps des fractions de S (qui contient ceux de S et S! ) domine une loca-
1ité de S et une localité de S' , donc aussi une localité de S" , ce qui

montre que S" est complet.

Les notations étant cclles du théoréme 4, on dit que S" est le joint des
schémas S et S' .




