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5-01

LES SCHÉMAS

(Exposé de C. CHEVALLEY, le 12.12.1955)

Séminaire E.N.S., 1955/1956
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

Nous supposerons fixés une fois pour toutes un corps K et un sur-corps

L de type fini sur K. Nous appellerons algèbre affine une sous-algèbre de L

( L étant considéré comme algèbre sur K ) qui est de type fini.

1.- Localités.

On appelle localité (de L ) tout anneau qui est anneau local d’un idéal

premier d’une algèbre affine A ~ on dit alors que A est une algèbre de défi-
nition de la localité.

Les localités étant des anneaux locaux, on peut leur appliquer la notion

de domination, définie en général pour les anneaux locaux (Exposé 1 , paragra-

phe 4). Dire qu’une localité domine une localité c’est donc dire que

Me M’ , et que l’idéal premier maximal de M (que nous désignerons par r(M) )
est contenu dans celui de M’ . La relation de domination établit une relation

d’ordre dans l’ensemble des localités. La remarque suivante sera souvent utile :

pour qu’une localité M domine au moins une localité d’une algèbre affine A 9
il faut et il suffit que M ;a A .

On dit que des localités M et sont apparentées s’il y a un anneau
local contenu dans L qui les domine toutes les deux. Si deux localités M et

M‘ sont apparentées, il existe une localité qui les domine toutes les deux.
Soient en effet A et A’ 1 des algèbres de définition de ~1 et rr~’ 9 et soit

o un sous-anneau local de L qui domine M et M’ o L’anneau o contient

alors K [A , il’ ] = qui est une algèbre affine ; p = r( o) est un

idéal premier de A’’ dont les intersections avec A et A’ sont 

= ~(M) ~s A et r(~,~~’ ) .~ A’ respectivement ; il en résulte immédiatement que

A~° p 9 qui est une localité ~ domine 1J et 

Proposition 1.- Si des Localité s apparentées M et M’ ont une algèbre
de définition commune A ~ elles 

~ ~~’~~ ~

On a M = M’ = et m’ étant des idéaux premiers de A et

A’ . Soit 2 un anneau local qui domine M et 11’ j (£) contient donc

r~A ~ m’ A , , S’il y avait dans m un élément x n’appartenant pas
à m’ x ~ serait dans M’ , tandis que x appartiendrait à ce quj_
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est impossible. On a donc ~ c ~ ~ et on voit de même B *

On dit qu’une localité M est une spécialisation d’une localité N s’il

existe un idéal premier p de M tel que N = M

Proposition 2.- Si une localité M est spécialisation d’une localité N ~
toute algèbre de définition A de M en est aussi une de N ~ pour que A

soit spécialisation de Aq , il faut et il suffit q . 
"

Soit M = où - m est un idéal premier de Si li = Mp , où p est

un idéal premier de M , on peut écrire p = où q est un idéal premier
de A contenu dans!!! , et on a N = A (cf. Exposé 1, proposition 2). Réci-

proquement, si m ~ q , soit M = Am , p = alors A = Mp , et M est

spécialisation de N.

La proposition 2 entraîne: si M est spécialisation de N et N spécia-
lisation de P , alors M est spécialisation de P.

Soient M une localité, A une algèbre de définition de A et ~
l’idéal premier r(M) ~ A de A , d’où M = A .Le corps s’identifie

au corps des fractions de A/m ; c’est une algèbre sur K , dont le degré de
transcendance sur K sera appelé la dimension de M ~ nous désignerons ce
nombre par d. Le degré de transcendance sur K du corps des fractions de M

(qui est aussi celui de A ~ donc égal à la dimension de A ) sera appelé le
niveau de M ; désignons ce nombre par 03BD . Il résulte de ce que nous avons
dit à propos dos algèbres affines (exposé 4, théorème 2) que l’on a d~ ~ et

que toute chaîne d’idéaux premiers de A tous contenus dans m peut être
incluse dans une chaîne de longueur V - d commençant par (0} et se termi-
nant Tenant compte de la correspondance biunivoque qui existe entre
idéaux premiers de M et idéaux premiers de A contenus dans m ~ on en
conclut que toute chaîne d’idéaux premiers de M peut être incluse dans une
chaîne de longueur )) - d ; le nombre B) - d s’appelle la hauteur de la loca-
lité M. 

’

La hauteur d’une localité peut encore se caractériser d’une autre manière.
Appelons primaire un idéal de M , distinct de M , qui contient une puissance
de premier maximal ~(M) (i.e. qui n’est contenu dans aucun autre
idéal premier de M que (cf. exposé 2 , proposition 6). On a alors le
résultat suivant :

3.- La hauteur d’une localité M est le plus petit nombre r

tel qu’il existe un idéal primaire de M engendré par r éléments.





de Zariski, on associe l’idéal a(E) , intersection des idéaux premiers dont

les anneaux locaux appartiennent à E ~ on a manifestement E = E(~(E)) . Si

E et F sont des parties fermées de S ~ une condition nécessaire et suffi-
sante pour que E  F est que C ~(E) . Tenant compte de ce que A est

noethérien, on en conclut que tout ensemble non vide de parties fermées de S

admet un élément minimal.

Soit P un élément quelconque de S ~ cherchons à déterminer l’adhérence

E de l’ensemble ~ . Soit P = p est un idéal premier de A . Si

E est un ensemble formée une condition nécessaire et suffisante pour que
P É E est que p contienne l’idéal a(E) défini ci-dessus ; E contient

alors aussi les anneaux locaux de tous les idéaux premiers qui contiennent p ;
ces derniers appartiennent donc à l’adhérence de L’ensemble des anneaux
locaux des idéaux premiers contenant p est E(p) ; comme il est fermé et
contient P ~ l’adhérence de ~ . D’où, compte tenu de la proposition
2 :

Proposition 5.- Si P est un élément d’un schéma affine S ~ l’adhérence
dans S est l’ensemble des éléments de S qui sont des spécialisations

~ P. 
’ ’ ’ ’ ’ 

Soit maintenant E = une partie fermée quelconque do S ~ a étant
un idéal de A . Soient ~ ~ * * les idéaux premiers minimaux 

... ~ P~ leurs anneaux locaux. Pour qu’un idéal premier contienne a ~ il
faut et suffit qu’il contienne l’un des on en conclut que E se compose
de toutes les localités de S qui sont spécialisation de l’une au moins des
localités ... , Ph . o

3.- Schémas. Schémas projectifs.
Définition s On appelle schéma du corps L un ensemble S de localités

de L qui possède les propriétés suivantes : a) S peut se représenter comme
réunion d’un nombre fini de schémas affines i b) deux localités distinctes 
appartenant à S ne sont jamais apparentées.

Soit H un espace vectoriel de dimension finie). 0 sur K , contenu
dans L. A tout élément u ~ 0 de H , associons l’algèbre affine A engen-
drée sur K par les éléments de soit S~ le schéma affine d’algèbre

On se propose de montrer que la réunion S des S (pour tous les
u ~ 0 de H ) est un schéma. Soient u et u’ des éléments ~0 de H, p
un idéal premier de Au et p’ un idéal premier de A~ tels que (A ) et

soient apparentés ; nous voulons montrer que ces localités sont -





apparenté à aucune localité de S n’est donc pas complet, et a) entraîna

b) . Si V est un anneau de valuation de L , V ~ F est un anneau de valua-

tion de F ~ b) entraîne donc c) . Supposons c) satisfaite; une localité M

de L est dominée par un anneau de valuation V de L ~ qui contient alors

K ; si M’ est la localité do S dominée par V , M et M’ sont apparentées ;
c) entraîne donc d) ~ qui entraîne trivialement a) .

Si S est un schéma complet, il résulte immédiatement de la proposition

6 que l’intersection des localités de S est contenue dans tout anneau de

valuation de L qui contient K , donc est un anneau entier sur K , i.e. un

corps algébrique sur K . On en conclut (cf. proposition 4) qu’un schéma affine

qui contient plus d’un élément n’est jamais complet.

Proposition 7.- Tout schéma projectif S est complets

Supposons S défini au moyen d’un espace vectoriel H , et soit

(u.. p ... ~ u ) une base de H . Si V est un anneau de valuation de L

contenant K , alors y quels que soient i l’un des élément 

u. u. est dans V ; on peut donc supposer les u. rangés dans un ordre tel
que 

u-1i ~ V si i  j 
si u7 u. u" u. sont il en est

de Môme de u" u ). On a alors K et V domine l’anneau local de

l’idéal premier F K de K anneau local qui appartient à

S .

Proposition 8.- Si un schéma S contient un schéma complot S’ , on a
S = S’ . 

. 

° ~ ’""° "" ’

Soit il Y a un anneau de valuation V du corps dos fractions de

S (qui est aussi celui de S’ ) qui domine M ~ or V domine par hypothèse une
localité M’ ~ S’ ~ comme et M’ sont apparentées, on a M = M’ ~: S’ .

Corollaire s Soit S un schéma projectif défini par un espace vectoriel
H ; soit n > 0 , et soit H l’espace vectoriel engendré par les produits de
n éléments de H ; le schéma projectif S’’ défini par H est alors identi-

que àS.

Soit y un élément ~ 0 de H , il est clair que K [y-1H] = K [y-nHn ] ;
S est donc contenu dans S’ , d’où le résultat S étant complet.


