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1-01
Séminaire E.N.S., 1955-56
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

ANNEAUX DE FRACTIONS.
ELEMENTS ENTIERS. THEOREMES DE KRULL.
(Exposé de J. LAFON, 7.11,1955)

o m———— - Ao .

Conventions et notations. - Dans cet exposé et les suivants, on fera les-
conventions suivantes (sauf mention expresse du contraire) : on appelle anneau
un anneau commutatif & élément unité 1 # O ; on appelle sous-anneau d'un
anneau A un anneau B coatenu dans A et ayant méme élément unité que A ;
on appelle homomorphisme ¢ d'anneaux un homomorphisme f : A —» B qui respecte
1'addition et la multiplication, et satisfait & f£(1) =1, 81 A est un
anneau, tous les A-modules considérés seront unitaires (c'est-a-dire

1.x = x pour tout x du module).
Le mot "corps® désignera un corps commutatif,

Les idéaux d'un anneau seront notés par des minuscules soulignées :

m, p, ete

Reppelons que si m est un idéal d'un anneau A , l'anneau A/g est un
corps si et seulement ci m est un §g§§lvmaxima£ (on appelle ainsi tout idéal
distinct de A , et maximal dans 1'ensemble des idéaux # A ). L'anneau A/g
est un gpgggurgiiptégy§p§ (i.e : sans autre diviseur de O que O lui-méme),
si et seulement si 1'idéal m est premier. Tout idéal # A est contenu dans

un idéal maximal ; tout anneau d'intégrité se plonge dans un corps.

1,- Anneaux de fractlons.

Soit A un sous-anneau d'un corps K , et soit S une partie non vide
de A , multiplicativement stable, et ne contenant pas O . L'ensemble AS"1
des éléments as ! (ol a€¢A et s e 8) est un sous-anneau de K . On le
note Ag , et on l'appelle 1'anneau des fractions de A (relativement & S ).

o e

Si S=4A - {O} s l'anneau AS n'est autre que le corps des fractions de & ,

Proposition 1.~ (a) L'application m' -3 m'" A est une injgpgion de

}nggggplg_ggslidéag§_gg AS dans l’ensemble des idéaux de A ; si

e e — s —————

m=m'"A,ona m = §S~1 (idéal engendré par m dans AS) .

(b) L'application p' -> p'Nn A est une bijection de 1'ensemble des

- - g e
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idéaux premiers de Ag sur 1l'ensemble des idéaux premiers de A gui ne
rencontrent pas S .

(c) 8i p' est un idéal premier de Ag, et p =p'/ 4 , Lthomomorphis-

—— -

me canonique ¢ : A —> A/p se prolonge d'une seule maniére en un_homomor-

» ’ » . e "'I
Démonstration : (a) résulte de 1'égalité m' = (m'# A)S ™ , valable

pour tout idéal m' de L -

(b) 81 p' est un idéal premier de Ay, p=p'" A est évidemment un

idéal premier de A qui ne rencontre pas S , puisque p' # AS . L'assertion

(b) résulte alors de 1'égalité p = (pS™1) © A , valable pour tout idésl
premier p de A, tel que pNS=0,

(e)  se prolonge d'une seule manicre en un homomorphisme d'anneaux

gt Ay —> (A/E)qz(s) , défini par @(as—l) = (‘p(a)(?(s))-l . Il est clair que

- S 2 "1
¢ est surjectif @ le noyau de  se.compose des élements as tels que
¢(a) = 0 , donc ce noyau est _ES-l =p' .

Proposition 2.~ Soit B un anneau tel que AC B CAg. 8L p' estun

———— e o

tdéal premier de Ay, et p=p'n"A,g=p'"B,ona

AA—p = B‘B_q .

- -

Démonstration : observons d'abord que A -p , B-g et Ag - p' sont

fuoudnditusutsd b=} s =

multiplicativement stables. On a évidemment AA"EC BB-g c (AS) Agp’

Montrong que (AS) AS"B'C AA—p s tout élément de (AS) Agp' s'éerit

(a.e,"l)(a.'s'_l)—1 ,avec acA,s€8,a € Ap,s'c S; il est égal &
(ae‘,')(za.'s)”1 ; avec as' € A, a's € A-p .
2.- Anneau local d'un idéal premier.
Péf}nltlgg : on appelle anneau local un anneau A tel que la somme de
deux éléments non-inversibles de A soit non-inversible. Les éléments non-
inversibles de A forment alors un 1déa]_._ rE(A) , distinet de A et qui

contient tout idéal distinet de A ; m(A) est donc 1'unique idéal maximal
de A,
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Réciproquement, si un anneau A possdde unr seul jdéal maximal, cet
1déal contient tous les éléments non-inversibles, et A est donc un anneau
local.

Prop051tlon 3.- Soit A un sous-anneau. d'un corps, et soit p un

idégl premier de A.Si S= A -p, l'anneau AS est_un_anneau | local, dont

v o— gt

l'1deal maxlmal est. l'ldoal pAS engendré par P .

o s vav e - P ] —

Démonstration : pour que as”1 (s / p) ait un inverse de la forme

ats' ™ (s* ¢/ p) , il faut et il suffit que a # p ; les éléments non inversi-

bles de AS sont done ceux de la forme as"1 , avec a € p .

Notation : lorsque S = A-p (p étant un idéal premier de A ) , on
utilisera désormais la notation Ap pour désigner l'anneau Ag . Ainsi, Ap

-

est un anneau local dont 1'idéal maximal est EAP .
Avec cette notation, la proposition 1, (e¢) entraine :

Proposition 4.- Soient p ett q deux 1deaux premiers de A t5;§,999

g2p.0na
(2) Ag/gAg :a(A/g)_ o/p

(Bn effet, si S=A-qg,p' = pS'-1 ntest autre que pAq s et t#(S)

est le complémentaire, dans l'anneau A/p , de 1'idéal premier o/p) .
D'autre part, la proposition 2 , oh 1'on prend S =A -p , donne :

Proposition 2 big.- Soit p un 1deal premier de A, et soit B un

- e .

anneau tel que AC BCA . 8L g-= (pA JAB, ona

—a— . @ 7ou - p

Aw =B .
P 4

3.~ Eléments entiers sur un anneau.

Soit A un anneau, et soit =x un élément d'un anneau B tel que A

soit sous-anneau de B . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(E) il existe un sous-anneau B' de B, contenant A et x, qui est
un A-module de type fini ;

9

(E') x est zéro d'un polynome unitaire & coefficients dans A

(E") le sous-anneau A[x] engendré par A et x est un A-module de
type fini.,

Démonstration : supposons (E) satisfaite, et soit (yi) un systéme fini
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d'éléments, contenant 1, et engendrant B' comme A-module. On a

Xy; = %; 23475

n égal au nombre des y; ¢

) 8Vee a, ¢ A ; d'ou, en notant I la matrice-unité de degré

¥; det(xI - (aij)) = 0 pour tout i,
0 . Donc (E')

1

et comme l'un des y; est 1, on trouve det(xI - (aij))
est satisfaite.

8i (E') est satisfaite, on a & o+ alxn"1 +oee ta = 0,ac¢ A

(1 ¢i¢n) . Alors 1l'anneau A [x] est le A-module engendré par

n-1

1,x, .6 9 X > il est de type fini.

Enfin, (E") entrafne trivialement (E) , ce qui achdve la démonstration.

Définition : un élément x € B est dit entier sur le sous-anneau A de
B , s'il satisfait aux conditions équivalentes (E) , (E') , (E") . On dit
qu'un anneau B est entier sur un sous-anneau A , si tout x ¢ B est

entier sur A .

Si des x; € B (0 €1 <n) sont entiers sur A , le sous-anneau
A [xl g see 3 Xh] qu'ils engendrent avec A est un A-module de type fini
(récurrence sur n ), donc est cutier sur A ; en particulier, la somme et le
produit de deux éléments entiers sur A sont des é1éments entiers sur A .
L'engemble des éléments de B entiers sur A est donc un sous-anneau de B

(contenant A ), et appelé 1'§ppe§u-§§piz§ de A dans B .

Transitivité : soient des anncaux A C B CC ; si B est entier sur A,
et C entier sur B, alors C est entier sur A , In effet : solt x € C s
x annule un polynome unitaire dont les coefficients appartiennent & B ; ces
coefficients engendrent avec A un sous-anneau B' qui est un A-module de
type fini ; alors B'[x] est un A-module de type fini, et par suite x est
entier sur A .

Soient des anneaux A C B ; soit A' 1'anneau dérivé de A dans B .
Tout ¢élément de B , entier sur A' , est entier sur A (d'aprés ce qui pré-
cdde), done appartient & A' ; ainsi l'anneau dérivé de A' dans B est At
lui-méme. On dit qu'un sous-anneau A de B est }npég;a;gpggp_fgygé dans B
s'il est identique & l'anneau dérivé de A dans B ; on voit que, dans tous
les cas, l'anneau dérivé A' de A dans B est intégralement fermé dans B ;

c'est le plus petit anneau intégralement fermé (dans B ) et contenant A .
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Pour cette raison, A' s'appelle aussi la fgrmgpgygAinpégyg}g de A dans B.

Un anneau d'intégrité A est dit 1ntegralement clos s'il est intégrale-

o

ment fermé dans son corps des fractions. On appelle anneau normal tout anneau

- ——-—

d'intégrité intégralement clos.

Soit ¢ un homomorphisme d'anneaux B -» B' ; si B est entier sur un
sous-anneau A , il est clair que 1'anneau ¢(B) est entier sur @(A) .

Proposition 5.~ Soit A un sous-anneau d'un corps K , et soit S une.
partie non vide de A , multiplicativement stable et ne contenant pas O . Si
At des1gne la fermcture intégrale de A dans K, (A )S est la fermeture

e Siwe B maress 4 e e - r s owe s e T 4w oe ow s o .o e o

1ntegrale de AS dans K .

En offet, pour qu'un x ¢ K soit racine d'un polynome unitaire & coeffi-
cients dans AS , 11 faut et il suffit qu'il existe un s € S tel que sx

soit racine d'un polynome unitaire & coefficients dans A ,
4.~ Entiers et anneaux de valuation.

Dans ce qui suit, nous noterons r(A) .le radical d'un anneau A (voir
1'Appendice). Si A est un anneau local, r(A) n'est autre que l'unique
idéal maximal de A .

Proposition 6 - Soient x un élément et A un sous-anneau d'un anneau

e s e s e e e a————

B ; soit A [x] le sous-anneau de B engendre par x et A, Si 1'1deal de

© e

A [x) engendré par r(A) contient 1, alors x posséde wn inverse x
dans A[x), et x ' est entier sur 4 .

On a en effet 1 =a +bx, ot aer(d) ot beA[x]; or 1-a possé-

de un inverse a'¢€ A , d'ou 1 = (a'b)x s cecl prouve l'existence de

-1 -1 AN . - T s
X =ab.Ona X = ... ax , dtou x = - Y0 ¢ (n-1-1) s et
0€i<n O=i<«n

par suite x! est entier sur A .

Proposition 7.- Soit B un anneau, entier sur un sous-anneau A . Alors

r(a) ¢ £(3) .

Demonstratlon ¢ on doit montrer que si on a des a; € I(A) et bi € B,

en nombre fini, alors 1 + Z: aibi est inversible dans B ; i1 suffit de
i

montrer que cet élément est inversible dans le sous-anneau B' engendré par
A et les b, , et B' est un A-module de type fini. On est donc ramené au

cas ou B est un A-module de type fini, ce qu'on suppose désormais. Soit
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m 1'idéal de B engendré par r(A) ; d'aprés la caractérisation du radical
;(B) (condition (ii) de 1l'Appendice), il suffit de prouver que, pour un
g;module de type fini M, la relation mM =M entraine M=0 ., Or mM
n'est autre que r(A)M , M étant cette fols considéré comme A-module ; M
est un A-module de type fini, et puisque £(A)M =M, onabien M=0.

Ceci achéve la démonstration.

Corollaire : si x ¢ B st entier sur A , 1'idéal engondré par r(A)

dans 1'anneau A [x] ne contient pas 1.

Relation de domination : soient A et .B des anneaux locaux, A étant
un sous-anneau de B ; les idéaux maximaux m(A) et m(B) satisfont évidem-
ment & m(B) N A Cm(A) . On dit que B domine A sl 1'une des conditions

-

suivantes (évidemment équivalentes) est remplie :

(D) m(B) A A =m(4) ;
(p') m(a)< m(B) ; -
(D") 1 n'appartient pas & 1'idéal de B engendré par Q(A) .

On notera que la condition (D") est vérifiée si B est entier sur A
(ef. proposition 7).

Soit K un corps. L'ensemble des sous-anneaux locaux de K , ordonné
par la relation de domination, est ?§§P9?if ¢ si (Ai)iﬁl est une famille de
sous-anncaux locaux de K , totalement ordonnée pour la relation de dominatiom,
alors la réunion A des A; est un anneau local qui domine les Ai et dont
1'idéal maximal Q(A) est la réunion des E(Ai) . La démonstration est

laissée au lecteur.

D'aprés le théoréme de Zorn : si A est un sous-anneau local d'un corps
K , il existe un sous-anneau local B de K qui domine A et est maximal

pour la relation de domination (dans l'ensemble des sous-anneaux locaux de K).

s e

Théordme 1.- Pour qu'un sous-annesu d'un corps K soit un annesu local,

maximal pour la relation de domination, il faub et il suffit que les rela-

et b e eewnis e - . e e e

tions x €K, x# A entrainemt x < A .

Pour établir ce théordme, nous aurons besoin d'un lemme s

Lemme 1,- Soit A un sous-anneau local du corps K . Pour que A soit
maximal pour la relation de domination, il faut et il suffit que, pour tout

sous-anneau B de K , contenant A et # A , 1 appartienmne a 1'idéal engen-—
dré par m(A) dans B .
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En effet, la condition est trivialement suffisante ;.clle est nécessaire,
sinon il existerait un idéal premier p de B tel quo m(A) T p, et

1'anneau local Bp dominerait A et serait distinect de 4 .

—

Démonstration du théoréme 1 ¢ la condition est nécessaire. Soit A un
anneau local, maximal pour la relation de domination, et soit x « K tel que
x# A ; alors l'anneau A [x] est distinct de A , done (lemme 1) 1 appar-
tient & 1'idéal de 4 [x] engendré par m(&) ; d'aprés la proposition 6 ,
x‘l est entier sur A , Appliquons le corollaire de la prooosition 7, eny
remplagant x par 1 s on voit que 1'idéal de A [x 17 engcndre par m(A)
ne contient pas 1 ; et ceci, en vertu du lemme 1, implique A [x ] A,

clest-a~dire x"lé A,

La condition est suffisante : si elle est satisfaite, A st un anneau
local, car si a et a' sont des éléments non nuls de 4 , et non inversi-
bles dans A , 1'un des éléments a/a' ct a'/a est dans A (par exemple
a' = aa , avec a" ¢ A ) , et alors a + a' = (1+a")a n'est pas inversible
dans A , Il restec & montrer que A satisfait au critére du lemme 1 : soit
done AC‘BCK,A;_QB;. prenons x € B tel que x¢ A ; alors x_lc-A,

et par suits x L e m(A) ; alors 1 = ot appartient & 1'idéal de B engen-
dré par m(4) .

Defln;yggg ¢ un sous-anneau A du corps K qui est tel que, pour tout
x€K,onait x €A ou x €A s est appelé anncau de valuation du corps
K.

Théoréme 2.~ Soit A un sous-anneau d'un _corps K , Pour que x€ X

anneaux. de valuat}ggmgg K contenant A (autrement dit, la fermeture 1nte—

grale de A dans K est l'intersection des anneaux de valuation de K
contenant A ),

Avent de démontrer ce théordme, établissons un lemme :

-Lemme 2.- Soit un sous-anneau B du corps K , et soit i un idéal de
B, 1 #B . Alors il-existe un anneau.de valuation ©. de X , contenant B,
et tel que 1t'idéal Q(C) contienne i; si de plus 1 est premier, on peut
choisir C de manidre que m(C) N B = i.

En effet, soit P un idéal premier de B contenant. i ; aloérs Bé est
un anneau local contenant B , et son idéal maximal est pB_ . Il existe un
sous-anneau local C de K , qui domine Bp et est maximal pour la relation

-—
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de domination, -C est donc un anneau de valuation de K (théoréme 1), et on
a m(c) N B = (n(C) me)f"B = (ng)f\B =p>i .
Démonstration du théoréme 2 : la condition est nécessaire. Soit x ¢ K,
entier sur A , et soit B un anneau de valuation de K contenant A . Il
est clair que x cst entier sur B . Appliquons le corollaire de la proposi-~
tion 7 , en y remplagant B par K , et A par B : 1'idéal engendré por
m(B) dans l'annesu B [x] ne contient pas 1 ; d'aprés le critére de maxima-

1ité du lemme 1 , ceci entraine B [x]=B , c'est-a-dire x¢ B .

La condition est suffisante : x €K , x #0 , et soit B 1l'anneau
A [x—l] ..Dire que x n'est pas entier sur A revient & dire x # B , Donc
1'idéal i engendré par ! dans B est # B : d'aprés le lemme.2 , il
existe un anneau de valuation C contenant B ; et tel que x_'I € 13(0) .

Cela signifie que x—l n'est pas inversible dans C , donc x £ C .

5.~ Relévement des idéaux premiers : théorémes de Krull.

- e e e e e e e

Théoréme 3.~ Soit A un sous-anneau d'un enneau d'intégrité A' , A'

étant entier sur A .
(a) pour tout idéel premier p de 4 , il existe un idéal premier p'
de A' tel que p'"NA=p ;

(b) 1o relation m'n =0 (' :idéalde A') entrafne m' =0.

Démonstration : soit p un idéal premier de A , et soit K le corps
des fractions de A' ; d'aprés le lemme 2 (paragraphe 4) , il cxiste un anneau
de valuation V de K , contenant A , et tel-que m(V)~ A =p . D'aprés le
théoréme 2 , A' est contenu dans V ; alors p' = r_rl(V)f\ A' est un idéal

premier de A' , et p' A =p . Ceci prouve l'assertion (a) .

Démontrons (b) . Supposons qu'il existe x € m' tel que x # 0 ; soit
n le plus petit entier >0 +tel que 1l'on ait une relation de la forme

n sy i .
X = .z o,x ,a, €A, Alors a_¢cmnA, done a_ =0, ce qui exige
: i i 0~ - o)
O<i<n
*» n—l _ T i—l . LY [] .
n>1, et entraine x = 2 a.X , contrairement & 1'hypothese

faite sur n . O<ic<n

Gorollaire 1.~ Soit A un sous-anneau d'un anncau d'intégrité -A' , A'

étant entier sur A . Soient q' un idéal premier dc A' , et g=g'NA.

Alors

————

(a) pour tout idéal premier p de A tel que p > g, il existe un
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idéal premier p' de A' tel que p'>q' et p'NA=p ;
(b) si m' est un idéal de A' contenant q' et tel que m'NA =g,

" g ——— o A 1o o — - v

ona m'=gq".

- o -—

(On se raméne au théoréme 3 , en considérant les anneaux quotients
A/g et A'/g') .

Corollaire 2.- Soit A un sous-anneau d'un amneau d'intégrité &', A'étant
etler gur A . Alors tout homomorphisme de 4 dans un corps Q peut se pre-

longer en un homomorphisme de A' dans un surcorps de Q.

En effet, soit p le noyau de 1'homomorphisme f : A = Q ; soit p'
un idéal premier de A' tel que p'" A =p . Alors le corps A/g se plonge
dans le corps A'/p' , et f définit un plongemnt de A/p dans Q . On peut
alors plonger A'/p' et Q dans un méme corps K , de maniére que ces deux
plongements coincident sur A/p (Bourbaki, Alg., Chapitre V, puragraphe 4,
proposition 2).

Revenons au corollaire 1 ; si p est un idéal premier de A contenu

dans q , il n'existe pas, en général, d'idéal premier p' de A' , contenu

— - in

dans q' , et tel que p' ™ A = p . Cependant :

Théoréme 4.~ Soient 4' un anneau d'lntegrlte et A un sous-anneau de

s~ Sutu ety SO B o ———— - e ot~

A' . Suppcsons que A 301t_1ptegralement clog, et A' entier sur A . Soient

s

p et q des 1deaux _premiers de A , tels que pc q, et soit q' un idéal

——— a——o—— —————— o o o g

premier de A' tel que '~ A =gq . Alors il existe un idéal premier p' de

A' , tel que p'c q' et p'NA=p.

Demonsprgpgpn ¢ solent Q le corps des fractions de A , et Q' 1le
corps des fractions de A' ; alors Q' est une extcnsion algébrique de Q .
Il existe un corps L , extension algébrique dc Q' (donec de Q ), normale
sur Q (i.e ¢ si un polynome irréductible & coefficients dans Q a une
racine dans L , il se décompose dans L en facteurs du premier degré). Soit
B 1la fermeture intégrale de 4 dans L ; alors B 5 A' ., D'aprés le théoréme
3 , il existe un idéal premier m de B tel que m AA' = qg' ; tout revient
& trouver un idéal premier n de B telque nCm et nnA= p, car

alors P' =n N A' possédera toutes les propriétés requises.

On est done ramené A prouver le théoréme en remplagant A' par B et

q' par m . Dans ce but, on démontrera un lemme :

Lemme 3.~ Soit L wune extension algébrique normale .4'un corps Q . Soit
A un gous-anneau de Q , intégralement fermé dans Q ; soit B la fermeture



1-10

intégrale de A dans L . Si doux idéaux premiers m et m de B somt

- -
b

tels que mAA=m N4, ils sont transformés 1'un de 1'autre par une

——

transformation du groupe de Galois G de L sur Q ( G est le groupe des

Q-automorphismes de L ).

Montrons d'abord comment le théoréme 4 résultera du lemme. L'idéal pre-
mier m de B étant choisi de manitre que m A =-g , soit n; un idéal
premier de B tel que n; N A =pc g, puis soit m; un idéal premier de

B tel que m > 1, et m N A= (corollaire 1 du-théoreme 3). D'aprés le

4
1

lemme, il existe s € G tel que m = s(x_n_l) ; alors n = s(n,) est contenu

dans m , et n"NA=p .

Tout revient donc & prouver le lemme 3 , ce qu'on va faire maintenant.
Soit @ la plus grande extension radicielle de Q contenue dans L (en
caractéristique 0 , § = Q ; en caractéristique p # O R Q se compose des

f -
x ¢ L tels qu'il existe un entier f avee xP € Q ) , Soit A 1la fermeture
intégrale de A dans Q . Tout idéal premier g de A est l'interaction

avec A d'un unique idéal premier de A , a savoir 1l'ensemble des x ¢ L

f
tels qu'il existe un entier f avee xP ¢ q . Le corps L est une extension
galoisienne de Q, et G est le groupe de Galois de L sur Q . Il suffit
done de prouver le lemme en remplagant Q par Q , et A par A.

Revenant aux notations du lemme 3 , nous supposons désormais que -L est
une extension galoisienne de Q . Nous voulons montrer que si m et m, sont
des idéaux premiers de B tels que mmA=m NA, ona m =s(m) pour
un s ¢ G . Il suffit de montrer :

(1) il existe 8 € G .tel que m, € s(m) .

(ef. la partie (b) du corollaire 1 du théoréme 3). On va d'abord prouver (1)
dans le cas ou le groupe G est fini. Raisonnons par l'absurde : supposons
que m; ne soit contenu dans aucun des s(m) , et notons s,(m) ,..., sk(gl_)
1'ensemble de tous les idéaux distincts de la forme S(Ill_) . Pour chaque

i (1¢1i<k), soit x; € my tel que xid' Si(’.’l) ;pour - i £ j , soit

.. € cs # S . i P T - =
Y3 sj(g_n_) tel que Yij ¢ sl(r_q) Soient 1z, = x; TTyla et z E.:Zi .
A i
Alors z é€ém
. -1
on a donec sz ¥ m ; alors u = TT sz appartient a m, eb non & m , Comme
se T -
u est invariant par G, ona u €Q; or u est entier sur A , done -

‘etz n'appartient & aucun des si(r_rg) . Pour tout s ¢ G,

ueld, et par suite uem NA=mnAa, ce qui est absurde puisque ufm.
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Prouvons enfin l'assertion (1) dans le cas général ol le groupe de Galois
G est infini, Munissons G de la topologie classique (cf. Bourbaki, Alg.,
Chapitre V, Appendice II) qui en fait un groupe compact., L est réunion d'une
famille filtrante d'extensions galoisiennes Li de -Q , de degré fini ; soit
E; l'ensemble des s € G tels que s-l(gl'\ Li)<: m . L'ensemble E; est
fermé, et il n'est pas videc d'aprés ce qui précéde. Comme les E; forment une
famille filtrante décroissante, leur intersection.-n'est pas vide ; si s
appartient & cette intersection, on a s-l(gl)<5 m . Ceci achéve la démons-

tration,

o a—— o 1o

APPENDICE : §g£_;§.r§§§cal d'un anneau,

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif) ayant un élément unité
1 #0 . Pour un idéal & gauche i de A , les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) pour tout a€ i, 1 +a est inversible & gauche ;

(ii) pour tout A-module & gauche (unitaire) M , de type fini, la rela-
tion iM =M. entraine M =0 ;

(iii) i est contenu dans tout idéal & gauche maximal,

Démonstration : (i) entraine (ii). Soit en effet M un A-module & gau-
che, # 0 , de type fini, et soit (xi) un systéme minimal de générateurs.de

K} - \ . .
M (1<€4i<n); L'hypothdse iM = M entraine Xy = 4. 8% ,avec a; € i,
_— i . —

done (1—a1)x1 est combinaison linéaire des X, (i>2), et comme 1 - ay
est inversible & gauche d'aprds (i) , x; ost combinaison linéaire des X;

(1> 2) , ce qui contredit la minimalité du systéme de générateurs de M .

(ii) entrafne (iii) : soit J un idéal & gauche maximal, et considérons
le A-module & gauche (monogéne) M = A/j ; tout sous-module de M est égal
& M oua O0; d'aprés (ii) , iM # M , donc iM =0, c'est-a-dire ic j.

(iii) entrafne (i) : soit a ¢ i; si 1+ a n'était pas inversible a
gauche, 1 + a engendrerait un idéal & gauche -# A , done contenu dans un
idéal maximal j ; alors 1l+a ¢ i, done ag j, contrairement 2 i'hypothése
(iii).

I1yau nggwgrapd_iqéalwg“gapggg satisfaisant aux conditions équiva-
lentes (i), (ii), (iii) : c'est l'intersection des idéaux & gauche maximaux.
On 1'appelle le radical (3 gauche) de A , et on le notec r(4) . L'idéal

bilatére engendré par r(A) satisfait évidemment & (ii) , donc c'est r(4) .
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Ainsi le radical (& gauche) est un idéal bilatére.

Observons maintenant que la propriété (i) , pour un idéal & gauche i ,
entralne que 1 + a est inversible (& gauche et & droite).pour tout a € i .
En effet, soit x € A tel que x(1+a) =1 ; alors x-1€ i, done
x = 1 + (x-1) possdde un inverse & gauche, qui cst nécessairement égal 2
1 +a; aingi x est inverse & droite et & gauche dc 1 + a ,

De ceci il résulte que le radical r(A) est le plus grand idéal bila-

e e—am———

tére i tel que 1+a soit inversible pour tout a € i . Le "radical &

droite" est done le méme que le "radical & gauche".




