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Séminaire E.N.S., 1955/56 16-01
(H. CARTAN et C. CHEVALLEY)

LOCALITES SIMPLES, I.
(Exposé de R. GODEMENT, 9.4.1956)

1,- Idéaux premiers associés & un module noethérien.

Soit A un anneau commutatif (& élément unité 1 #0 ), et soit E un
A-module. Pour tout idéal q de A , on note (L(q) 1'annulateur de q
sous-module des x € E tels que ax = 0 pour tout a€q. Pour tout sous-
module F de E , on note OU(F) 1'annulateur de F : idéal des a & A tels
que aF = O , Pour que OU(F) = A , il faut et il suffit que F = 0 . On notera
que

G((a)) >a , E(UF)3F.

Définition : si A est noethérien et si E est un A-module de type fini,
les idéaux premiers de la forme UU(F) (od F est un sous-module de E ,
nécessairement # O ) s'appellent les idéaux premiers associés & E .

Théoréme 1.- Soient A un anneau noethérien, E un A-module de type

fini. Les idéaux premiers associés & E sont en nombre fini. De plus, si G

est un sous-module quelconque de E , £ O , tout élément minimael de 1'ensemble

des idéaux premiers contenant (I(G) (cf. Exposé 2, théoréme 4) est 1l'un des

idéaux premiers associés & E .

La démonstration utilise deux lemmes.

Lemme 1 : Soit g wun idéal tel que g # 0 . Considérons 1'ensemble des
idéaux de la forme C%(EF) , ou F est un sous-module de E tel que gqF £0;

tout élément maximal de cet ensemble est un idéal premier.

En effet, si xyqF =0 et ygF #0, (yqF) est # A et contient
(U(gF) , donc si CU(gF) est maximal, on a i (yqF) = @Mg?) , et par suite
x & CE(QF) ; ceei prouve que A(gF) est premier.

Cela posé, E étant évidemment supposé # 0 , définissons par récurrence
une suite strictement croissante de sous-modules Fi et une suite d'idéaux

premiers p, , comme suit : p; est un élément maximal de 1'ensemble des O (F)
tels que F £0, et F, = Cl(gi) . Supposons déja définis F; , «es , Fy et

Py s +++ » P; do menidre que F, = CR(El cee Ei) ;1 F; =E, on s'arréte ;

si Fi #ZE , il existe des F tels que py .+ - giF # 0 , et on prend pour
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Di, Wb &1ément maximal de l'ensemble des CZ(El ces EiF) correspondants.
Puis on pose
(1) Fi1 = T(py oo Ei£i+1) . Ceci implique F, , D F; et Fy o1 # Fy -

La suite des Fi dtant strictement croissante, on a Fn =E pour un n conve-

nable. On notera que
(2) -Ei = O(’(pl s Ei—lFi) ’ (1-)-1 = C)Z(Fl) pour 1 = 1 ) ’

' \ \— :
car p,; € (py oo Bi—lFi) > et py eee By 4y £ 0 , donc, d'aprés le caracte
re maximel de p, , on & 1'4galité (2) .

Puisque F = E,ona pj eee gnE = 0 , autrement dit p; «.. BHCZ OL(E) .
~ Lemme 2 : Soit G un sous-module quelconque de E ; définissons
pi = A si Ei:# a(G) , p; =p; si Eii) (L.(G) . Alors
Py eeo EI; G=0 ,

autrement dit : OL(G) contient le produit de ceux des p; qui contiennent
aa) .

On va montrer, par récurrence descendante sur 1< n , que

(3) E'l eo e 2]‘_2]!_"'1 eo e EI'),G:O .

C'est trivial pour i = n . Supposons-le vrai pour i ; posons

F = p!

Pi,g oee 2£ G ; d'aprés (3), ona p; C Apy +ee Ei—lF)' De deux choses

l'une : ou bien py ... Ei—lF =0, et 1'assertion & démontrer est alors vraie

pour i-1 ; ou bien, en vertu du caractére maximal de p; s ona
— i 3 | .
= é(gl oo Dy qPiLq vee 1 G) et par suite p; 2 A(G) , done P} =Py » et

1'assertion relative & i-1 est encore vraie.

Le lemme 2 étant maintenant démontré, observons que si CU(G) est premier,
le lemme implique que (A(G) contient 1l'un des D3 qui contiennent OUL(G) ,
donc CL(G) est identique & 1'un des p; . Tout idéal premier associé & E
fait done partie de l'ensemble des p; 3 d'ailleurs la relation (2) montre que
les p; sont des idéaux premiers associés & E . Si maintenant G est un sous-
module quelconque # O , l'intersection de ceux des 1 qui contiennent ouG)
a une puissance contenue dens % (G) , d'aprés le lemme 2 ; donc tout idéal
premier minimal de (/L(G) est 1'un de ces p, (cf. Exposé 2, paragraphe 4).
Ceci achéve la démonstration du théoreme 1.
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2.~ Idéaux essentiels d'un anneau gradué.

Soit S un anneau commutatif gradué (Sk =0 pour k<0, §8 < Sk-t-h) .

Un idéal q de S est inessentiel si q > Sk pour k acsez grand ; dans le
cas contraire, q est essentiel. Il est évident que 1l'intersection d'un nombre

fini d'idéaux inessentiels est inessentielle.

Lemme 3 & Si Py s +ee 5 By sont des idéaux premiers essentiels, il y a

des entiers k arbitrairement grands tels que Sk QL Py Veeo V J N

C'est trivial si r = 1 . Supposons l'assertion vraie pour r-1 (r > 1) .

S'il existe un i tel que Sk f‘El C \i Ej pour k assez grand, on a
j#i
Sk¢ Py Ueee UV p, pour des k arbitrairement grands. Supposons donc que, d

étant un entier arbitrairement donné, il existe pour chaque i un entier

. _ '.“'T .
ki >d etun u, €8 Nnp tel que u, ¢ U By - Posons vy = |1 u.;
i JAL JA
v, est homogéne de degré ki = Tk TR appartient & p j pour JEi,

Jj#i
et v ¢ p; « Soit w, 1la puissance de v, d'exposant [ k! ; w, est de
i" & i i ARt
A
degré k = 7T ki >d, et la somme ; w, est un élément de Sk qui
12igr

i

n'appartient 3 aucun des p; -

e

Lemme 4 : Supposons que l'anneau S soit engendré par ses éléments de

degré <e . Alors si q est un idéel inessentiel, il en est de méme de c_1_2

-—

(done tout produit fini d'idéaux inessentiels est inessentiel).

En effet, soit 4 un entier tel que Sk € q pour k >d . Montrons que
SkC 9_2 pour k > 2d+o-1 . Soit en effet un produit x; «.. x, , de degré
k > 2d+e-1 , dont les facteurs x; sont homogénes de degrés ¢ e ; considérons
le plus petit i tel que Xy eee Xy soit de degré > d ; son degré est
< d+e , donc le degré de Kipg e x'n est >k-d-e , done > 4 . Ainsi
Xy eee X, est égal eu produit de deux éléments homogénes de degrés > d , et

par suite appartient & q2 .

Définition : soit E un S-module gradué (i.e. : E est gradué par des

En tels que SE ¢ En+k) . Un élément u €8, est superficiel pour E =i,

N désignant le noyau de 1'homothétie x —3 ux de E » la composante homogéne
Nn de N est nulle pour tout n assez grand.

Proposition 1.- Soit S un anneau gradué noethérien, engendré (comme

anneau) par ses éléments homogénes de degré <o . Soit E un S-module gradué,
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de type fini. Alors il existe des éléments superficiels pour B , de degré k

arbitrairement grand.

Démonstration : considérons les idéaux premiers p, associés & E

(théoréme 1). Etant donné un entier d , il existe un k >d et un élément

ué€ Sk qui n'appartient & aucun de ceux des qui sont essentiels (lemme 3).

p.
On va montrer que u est superficiel pour E ?1Soit F 1'annulateur de 1'idéal
Su ; puisque CUUF) contient u , aucun des p; essentiels ne contient OUuF) ,
et par suite (lemme 2) CUF) contient un produit d'idéaux premiers inessen-
tiels. D'aprés le lemme 4, OU(F) est inessentiel. Or le sous-module F est
homogéne, done engendré par un nombre fini d'éléments homogénes ; soit q un
entier plus grand que les degrés des générateurs homogénes de F , et soit a
tel que Sk ¢ OWF) pour tout k> a . Pour tout entier n =a+q , tout élé-
ment de Fn est somme de produits de la forme vy , avec Vv € Sk (k >2) et
y€F, (r £ q) , ot par suite est nul. Ceci signifie que la composante N_

du noyau N de 1l'homothétie x _.3 ux est nulle. C.Q.F.D.

3.~ Fonction caractéristique d'un module gradué.

Enongons tout d'abord quelques propriétés des fonctions polynomiales. Soit

f(n) une fonction définie pour tout entier n assez grand et & valeurs entié-
res ; on dit (par abus de langage) qu'elle est polynomiale s'il existe un poly-
nome P(n) tel que l'on ait f(n) = P(n) pour tout n assez grand ; le degré

de P s'appelle le degré de f .

Pour tout entier k > 0 considérons le polynome

(I}E) = X(X-1) ... (X-k+1)/k! = 1-){{-k-!-- + eoe ;

il est clair que les (i) (0 £k «n) forment une base (sur les rationnels)

de l'ensemble des polynomes & coefficients rationnels de degré < n ; done
toute fonction polynomiale f(n) s'éerit d'une fagon et d'une scule sous la
forme
n
(4) f£(n) = E * g ()
k2o

pour n grand ; les coefficients Xy (en nombre fini) sont a priori des
nombres rationnels ; en fait ce sont des entiers : on le voit par récurrence

sur le degré de f , en observant que de (4)>résu1te

(5) N £(n) = £(n+l)-f(n) = Z__ O(k.(kr_ll) .
k>1

Le m8me procédé montre d'ailleurs que f est polynomiale si et seulement si
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JA 1'est, et on a alors

deg(f) = deg(AA £) + 1 .

Précisons qu'une fonction polynomiale f sera de degré O si c'est (pour
n grand) une constante non nulle, et de degré -1 sl elle est identiquement
nulle (pour n grend).

Cela fait, rappelons qu'un anneau commutatif A est dit artinien si ses
idéaux satisfont & la condition minimale. Nous admettrons sens démonstration
que tout A-module E de type fini est alors de longueur finie, i.e. possede
une suite de Jordan-Holder O = EOCZ E1<: cos CEr = E telle que les quotients
Ei/Ei_I (1 £41i<r) soient des modules simples ; la "longueur" r d'une

telle suite ne dépend alors que de E , et on la notera E&g(E) . En particulier,
A est de longueur finie, donc est un anneau noethérien.

[N.B. dens le seul cas ob nous appliquerons ces résultats (i.c. au paragraphe 4,
ol A est quotiert d'un anneau local noethérien M par un idéel primaire q ),
ces résultats sont immédiats J.

Tout sur-anneau S de A , engendré sur A par un nombre fini d'éléments
Xis eeey Xr s st noethérien (Exposé 2, corollaire du théoréme 1). Désormais,
on supposera que S est un anneau gradué, engendré sur un A artinien (de
degré O ) par des éléments X, (0 £1ig¢r) de degré 1., Soit elors E wun
S-module gradué : E = Z: En 3 chaque En est un A-module, et si E est un
n

S-module de type fini, chaque En est un A-module de type fini, done de
longueur finie.
Proposition 2,.,- Sous les hypothéses précédentes, la fonction
X o) = f(5,)

est polynomiale(pour n grand), et son degré d(E) est «r.

Démonstration : si r = O, c'est-a-dire S = A, alors E est de longueur

finie, donc E =0 pour n grand, et la proposition est démontrée dans ce
cas. Raisonnons alors par récurrence sur le nombre r des générateurs X;
la proposition étant supposée vraie pour r-1 (r > 1) . Soit u 1'endomor-
phisme de E défini par la multiplication par Xr ; on a une suite exacte de

S-modules gradués de type fini

0 N E XS E_5 Q_, 0,

et en fait N et Q sont des modules gradués sur 1l'annedu A [X1 s see ,Xr_lj;
done )(N(n) et XQ(n) sont des fonctions polynomiales en n , de degrés
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(r-1,0ril est clair que, pour toute suite exacte
O___) LO—; Ll___; o.o——) Lm—-> O

de A-modules de longueur finie, on a la relation d'Euler-Poincaré
~— i
Puisque u est de degré +1 , il vient ici

(6) Xg(ns1) - Xgn) = Xglasl) - Xy(m)

et le second membre est une fonction polynomiale de n , de degré < r-1.
Done XE#n) est une fonction polynomiale de degré <r .

Si d désigne le degré de .XE(n) , on a donc
nd
(7 )(E(n) =8 gy ey
oi a est un entier DO . Pour que d = d(E) soit nul, il faut et il suffit

que E soit # O et de longueur finie.

La proposition 2 affirme que d(E) < r . Ce résultat ne peut pas &étre
amélioré : prenons en effet pour E 1l'anneau S des polynomes & r letires
n+r—1) ot

H

Xi . Les mondmes de degré n en r variables sont au nombre de r_t

par suite

- +r-1
(8) Xs(n) :%g(A)'(nrfl )
est un polynome en n de degré r-1 exactement.

Revenons au cas général. Soit toujours E un S-module gradué de type
fini, et soit u € Sk . La suite exacte

0y N_5 E% E_3Q—3 O

montre que
Ngnsk) - Xgn) = Xglnsk) - Xpln)
On en déduit

Proposition 3.- Si u est superficiel pour E (cf. paragraphe 2), on a

(9) d(E/uE) = d(E) - 1 .

4.~ Modules de type fini sur un anneau local noethérien.

Soit M un anneau local noethérien (non nécessairement intégre). Confor-
mément 3 la définition donnée dans 1'Exposé 5 (paragraphe 1), on appellera
iddal primaire de M tout idéal # M qui contient une puissance de 1'idéal
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meximal r(M) . Si q est un idéal primairc, l'anneau A = M/g est artinien ;
en effet, il suffit de montrer que M/_I_'(M)n est artinien ;3 or chaque module

E(M)k/E(M)k+1 est de longueur finie, car c'est un espace vectoriel sur le
corps M/g(M) .

Soit q wun idéal primaire de M ; posons
< n, n+l
Glags M=, _ q/a .
n>0
G(g ; M) est évidemment une algdbre gradude S sur l'anneau A = M/g y les

é1éments de qn/'qn+1

étant, par définition, de degré n . Supposons que g
soit engendré, comme idéal, par des éléments Xy s +ee 5 X, ; 8lors les images
de Xy 5 ee. , X, dans g/g? sont des éléments de S qui engendrent S
comme algébre sur A , et 1l'on se trouve dans la situation étudiée aun
paragraphe 3 .

Soit E un M-module de type fini ; posons

1
&q ; B) = 5 q"B/q"VE ;
n>o
on peut évidemment considérer G(q ; E) comme un module gradué, de type fini,

sur 1'algébre graduée G(q ; M) . On notera que la longueur de g?E/§?+1E est
la méme, qu'on considére ce module comme A-module ou comme M-module (car il

a les mémes sous-modules).
D'aprés la proposition 2, la longueur de an/gé+1E est, pour n grand,

une fonction polynomiale de degré < r , ob r désigne le nombre minimum de
générateurs de 1'idéal q . Introduisons la fonction de n

XE(g_ ; n) :?Ag(E/g_nE) .
On a évidemment ,
(10) XE(g ; n+l) — XE(C_l ; n) :ﬁg(c_l_nE/c_l_n+1E) ,
d'ol

Théoréme 2.- Soient M un anneau local noethérien, q un idéal primaire

de M, et E un M-module de type fini. Soit r le nombre minimum de généra-
teurs de 1'idéal q . Alors la fonction :KE(Q ; n) =€.g(E/éPE) est (pour n
grand) polynomiale de degré < r .

Montrons maintenant que le degré de la fonction polynomiale 7{E(q ; m)
est indépendant du choix de 1'idéel primaire q . En effety si q' est un

autre idéal primaire, il existe un entier s tel que qst: q', d'ol
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c_;_snE < g'nE , et par suite XE(E' s n) < ‘XE(% ; sn) ; donc le degré (en n )

du premier membre est au plus égal au degré du second. En échangeant les rdles

de q et de q', on voit que ces degrés sont égaux.
Ainsi on a .
' h

XE(& ; n) = eE(g) DE'T 4+ oo poul' n grand,

ou eE(q) ost un entier >1, et h un entier indépendant de q . Cet entier
h s'appellera la hauteur du M-module E ; on le notera h(E) .

I1 résulte de (10) que
(11) h(E) = d(G(g s E)) «+1

5.~ Systémes de paramétres.

Prenons en particulier E = M, On peut considérer la hauteur h(M) . On
va voir que, dans le cas o M est une localité sur un corps, h(M) est bien
ce qu'on a appelé la hauteur (Exposé 5, paragraphe 1). Compte tenu de la propo-
sition 3 de 1'Exposé 5, ccla va résulter du

Théoréme 3.~ Soit M un anneau locsl noethérien. La hauteur h(M) est le

plus petit des entiers r tels qu'il existe un idéal primaire engendré par r

éléments.

Démopstration : on sait déja (théoréme 2) que si un idéal primaire q est

engendré par r éléments, on a h(M) £ r . Il reste & trouver un idéal primai-

re engendré par h(M) éléments.

On va prouver que c'est possible. par récurrence sur l'entier h(M) .
Supposons d'abord h(M) = O ; alors la suite des puissances E(M)n' est
)®  est nulle (Exposé 2, théoréme 3),
on a E(M)n = 0 pour n assez grand, donc 1'idéal {0} est primaire ; comme

stationnaire. Comme 1l'intersection des r(M

il est engendré par zéro élément, 1'assertion est démontrée dans ce cas.

Supposons maintenant h(M) =1 . Supposons qu'on ait trouvé un élément .
a € r(M) tel que 1l'anneau local M' = M/aM soit de hauteur h(M') = h(M) -~ 1 ;
par 1l'hypothése de récurrence, il existe h(M) - 1 é&léments x, € r(M) dont
les images dans M' engendrent un idéal primaire de M' ; cela veut dire que
1'idéal de M engendré par les x; et a contient une puissance de r(M) ,
autrement dit que c'est un idéal primaire de M .

Tout revient donc & trouver un a € r(M) tel que h(M/aM) = h(M)-1 .
Posant M' = M/aM , ceci signifie (comnte tenu de (11)) :
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(12) d(G(q 5 M)) = a(G(q'; M')) + 1 ,

en notant q un idéal primaire de M, et q' son image dans M' . Plus

généralement, on va prouver :

Théoreme 4.- Soit a € 9_k tel que l'image u de a dans Sk = Gk(g_ 3 M)

soit un élément superficiel (un tel a existe, d'aprés la proposition 1). Si
E est un M-module de type fini, et E!' = E/aE (module sur M' = M/aM) , on a

(13) a(e(q 5 E)) = a(a(g' 5 BY) + 1,

en notant q' 1l'image de q dans M' .

D'aprés ce qu'on a vu, le théoréme 3 résultera du théoréme 4 . Démontrons
maintenant ce dernier. On va utiliser la proposition 3, en y remplagant le
module E par G(q ; E) . Malheureusement on n'a pas ici identité des deux
modules gradués G(a's E') et G(q ; E)/uG(q ; E) ; cependant le résultat

va &tre applicable, parce que ces deux modules gradués coincident pour les

degrés assez grands, comme on va le voir.

Cela revient a montrer que, pour n assez grand ,
Q°B/(@"E+(Q"E) O (aB)) = q"E/(@™*E + & " FE).
I1 suffit de prouver
(14) (a"E) ~(aB) = 8" ™E pour n grend .
Le second membre étant évidemment contenu dans le premier, il suffit de prouver
(15) (gnE) N (aE) ¢ a.g_n-kE pour n grand.

Or, d'aprés le théorime de Krull-Artin (Exposé 2, théoréme 2),1il existe un

entier t tel que, pour nx2t ,

(16) (q"E) n(aB) cag™E

ceci prouve (15) si t sk . Si t>k, puisque u est superficiel, la multi-
plication par u définit une application G'm__k(g ; B) Gm(g ; E) dont le

noyau est nul si m > mg (mo entier convenable). Ceci implique que
(ag_m'kE) ) (g_m*lE) c ag_m"k*lE pour m2m .

Appliquons ceci successivement pour m = n-t+k , ... , n-1, en supposant
n >m° 3 on voit que

(a&n—tE) N (g_nE) C agn-k'E pour n>m et n>t .
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Ceci, joint & (16), donne (15), ce qui achéve la démonstration du théoréeme 4,
et en méme temps celle du théoreéme 3.

Soit alors M  un anneau local noethérien, et soit h sa hauteur. On

appelle systéme de paramdtres de M toute suite de h éléments Xy 5 see s X

de E(M) qui engendrent un idéal primaire de M . Etant donnée une telle suite,
pour tout entier i tel que 1 £i < h , l'anneau quotient M/(xl s eee xi)
est de hauteur h-i ; en effet, les classes de X1 2 oo0 0 Xy dans cet

anneau quotient forment un systéme de parameétres.

Lorsque M est une localité sur un corps, la hauteur h est aussi le

meximum de la longueur des chaines d'idéaux premiers de M ., On peut démontrer
que ce résultat subsiste pour tout anneau local noethérien.




