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Séminaire H, CARTAN, E.N.S., 1954/55
LA FORMULE DU PRODUIT
POUR LES OPERATIONS DE STEENROD

(Notes deo H. CARTAN)

On se proposc de domnor ici, de la "formule du produit”, unc démongtr .-

4/

tion basde uniquement sur los résultats obtenus dans les exposés 14, 15 ot 1o

Enoncé du résultet @ 301t p un cntier premier, ot soient X ot Y

doux complexes c8S. Si x € HY(X ; Z, ) ot yeH ;2 ) s 2vee n= 1,

r=21,ona tout enticr c 2 0 ¢t congru & 0 ou 1 mod, (2p~2) ,

(1) St (x ®7y) = z__ (- 1)“1‘St§;x ® Stpy ,
’
la sommation ctant dtendue & tous los couples d'enticrs a et b0,

congrus 3 O ou 1 mod.(Rp-2) , et tels que a+b=c¢ .

Dans la formulc (1), la notation x ® y désigne, par abus dc langagc,
1*élément de Hn+r(X xY; Z ) , image de x @y por 1'aopplication natu-

rolle HYX ; 2 ) 8 BY( zp) — HYX x Y Z,) . Mine abus do lengnge
pour la notation du secqnd membre de (1) .
Cog particuliers s pour. p=2 , on retrouve la formule connue (ef, [13)

(1) Sq(X®y)-2___.SqX®qu.
a+b=c
Pour p impeir, et ¢ = 2k(p-1) , on retrouve la formule de Steenrcd
(1) Pk(xagy = > PhXcg P y .
h+h'=k
I1 suffit évidemment de prouver (1) lorsque X = K(Zp n) ,Y¥= "(Zp,r)
(complexes d'Eilenberg-MacLane), ot lorsque x ot y sont les classes :

fondamentales ‘de .Hn(Zp', n; Zp) et Hr(Zp , T ;'Zp) . Dans ce cas;

1'application naturclle HY(X ; Zp) ® TX(Y ;,Zp) — HX xY; Z) ost
un, igomornhisme.

1,- Rappel de propriétés qu'on va utiliser.

(1) St;x =0 si deg(x) <[ec/(p-1)] (cf. Exp, 16, paragraphe 2)

(On repnelle que la notation, [u] désigne le plus petit entier > 1) .



St; est 1'identité ;

2k(p-1)+1 2k(p—1)

, par définition ;
(1) “p " fee
Stik(p_l)x =% si deg(x) = 2k (Exp.15, coroll. du th.3)

Stgx =% si deg(x) = k  (Exp.16, prop.5) .

Ces propriétés valent dans tout complexe X . Les proprié¢tés suivantes

sont particulidres aux complexes d'Eilenberg-MacLane :

(III) 1les St; commutent avec la suspension (Exp.16, prop.1) ;

(1Iv) si x est la classe fondamentale de Hn(Zp, n; Zp) , les Sti
relatifs & toutes les suites "canoniques" I = (a1 p eec y By g oees )

" telles que n+q(I) = [(pa )/(p-1)] forment une bage du Z —espace vectoriel
A (Z , N3 Z ) (espace des éléments "additifs" de H (Zp

resulte du corollalre au théoréme I (Exp.16, paragraphe 4).

» 3 By )) . Cela

2.~ Opérations cohomolog;gues et suspension.

~ On aura besoin d'un résultat préliminaire :

Théoréme,- Soit P une collection d‘operatlons cohomologlqug

P and Par——

(X 5 2 o)~ ey s z,)

stable par suspension (q est donne, et pour chaque n on & une opération

— ——

cohomologique P ) . Si x e HYN T, k ¢ Zp) et yeH T(n', k' AP) ;
n>2 ,r>2,k>1,%k'>1;,o0ona

Cre).Pxey) ,
(x @ Yo)P(x @ y)

(2) p(*orx ©y)

(3) P(x & to*y)

"

A\, t ’ Y . 2 a .
oi ‘o~ désigne la suspension en cohomologie mod. p , et X dcsigne
. * . .
Ltautomorphisme de H*( 7T, k ; Z_) qui transforme u en u si deg(w) =
a~ . re p .
méme parité que n , et en -u dans le cas contraire.

(Précisons que l'on identifie H (K(T , k) x K(T1', k') ; Zo) au pro-

dult tensoriel H ks Zp) &HE(T', k' Zp) ,.ce qui donne la significa-

tion précise des seconds membres de (2) et (3) . Identification analogue pour

les premiers membres).

On va prouver la formule (2). A priori;, on a

.P(x@'Y):z___ui@vi )
1



16big-3
avec u, € (T, k Zp) A A B, k' Zp) . Considérons 1l'applicatic™
naturelle f ¢ L(TT, k)/K(77, k-1) —> K(T, k) (of. Exposé 14, démonstra-

tion du théoréme 2). Soient x' et u; les images de x et u; par
£ BT, k z)) —> 7 (L(T, k)/K(T, k-1) ; Z) . Ona
(4) P(x'®y) =% uj &v; dans H'((L(T, k)/K(7T, k-1)) x K(TT', k') : 2)
i
Soit o HNTT, k-1 ; Z,) > HYL(TT, k)/K(TT, k-1) ; Z,) 1'opérateur
cobord de la suite exacte de cohomologie. On sait que
WA t
b( o x) = x! ’ 8 ( 6‘ui) = ui s
et par suite (4) donne

PS (tc'x®y) = S(to-—ui) & V; , ou encore

-
-
i
: t t o
(5) PS(sx2y) = 3(2; cu 8 v)
ot & désigne cette fois 1'opérateur cobord

H(K(TT, k-1) x K(T', k') ; Zy) ~—> B ((L( T, ) /KT k=1))xK( 7Tk )52 0

8 est un isomogphiéme, puisque L(Ti, k) est acyclique.

Par hypothése, la collection des opérations P est stable par suspensicn -
. done, d'aprés le théoréme 2 de 1'Exposé 14, ona PJ§ = SP .
Finalement, (5) donne

SP(lerxgy) = §( }:tcr'ui@vi) 5
1

d'olu, puisque é‘ est un isomorphisme,
t - - t .
P(o‘x‘x;y):z_f cs‘_uirgsvi N
ce qui est la relation (2) & démontrer.

La relation (3) se prouve de la méme manidre.

3.~ Démonstration de la formule (1),

Soient x et y les classes fondémentales de H¥(Z

p o B3 Zp) et

Hx(Zp sy T3 Zp) savec n>1,r>1.0na

t
x= ox' y=y
x' et y' étant les classes fondamentales de H;K(Zp , n+l g Zp) et

Hx(Zp s T+l 3 Zp) . D'aprés le théoréme du paragraphe 2 appliqué & P = st

s -I‘
p

on a
St;(X®y) = (tﬁ‘o&.xég- t"f-’").f‘»'cg(X' ®y')
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done St;(x ®y) est dans le produit tensoriel

A*(Z s, n 3 Z‘) & A (Zp, r; Z_) des sous-espaces vectoriels des élémento
“addltlfs" de la cohomologie modulo p (cf. Exposé 15, prop.3, d'oprés
lagquelle A (Zp, nj 2.) ast exactement l'image de H (Zp, n;l 3 Zp) par o
suspension). Or A*(Zp, n; Zp) admet pour Zp—base les Stpx relatifs &
toutes les suites cononiques I (ef. Exp.16, paragraphe 4, coroll. du
théoreme 1). On a donec

(6 stgl 89) = 3 (- DTy Cslxs sty

les AIJ étant des é1léments de Zp (bien déterminés), et la sommation
étant étendue & tous les couples (I,J) de suites canoniques telles que

a(I) +q(J) =c .

Gréce aux formules (2) et (3), et & l'unicité des AIJ , on voit que

les AIJ ne dépendent pas des degréds n et r de x et y ¢ clest pouwr

obtenir ce résultat que, dans (6), on a introduit le signe

I1 reste seulement & calculer les constantes AIJ . Pour chacune
d'elles, on va choisir convencblement les degrés de x et de y . Supposong

) et T = (b s D

que les suites I = (a; , +v0 , ay g v eee )

l"‘“ 1,ooo

soient telles que q(I) + q(J) = ¢ et
(7 [pe/(p-1)]> [pa;/(p-1)] + [pb,/(p-1)] .

Prenons alors.pour x et j les classes fondsmentales de degrés
[pa /(p-1)] ~ a(I) et [pbl/(p~1)7 - q(J) respecctivement 3 dtapres (I),

on aura St (x ®y) = 0, tandis que St;x &»Stgy fait partle d'une

Zp—base de & (Zp, n; Zp)_XYA*(Zpy r; Zp) . La relation (6) implique done
que »AIJ = 0 chaque fois que (7) a lieu. '

Pour que (7) ait lieuj il suffit que a; + by < ¢ ¢ c'est trivial sl
p=23; si p est premier impair, cela tient & ce qui 8y o b1 at ¢ so
congrus & O ou 1 mod.(2p-2) . Ainsi les seuls ‘AIJ # 0 sont ceux pour
lesquels al +b; =c, ce qui, & cause de (1) + q(J) = ¢ , impligque quc
I=(a ,0,...) et J=(b;, 0, ...) . La formule se réduit donc &
(6') St Slxzy) = > (-1)°F Nab St2x . Stby ,

. a,b P P
la sommation étant étendue 2 tous les couples d'entiers a et b > O,
congrus & O ou 1 mod. (2p-2) , ot tels que a +b=c . Il ne restc plua-
qu'd calculer les coefficients Aab . On va distinguer plusieurs cas ¢
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Cag p =2 : prenons pour X la classe fondamentale de degré a ; pour
'y cclle de degré b (avec 2 + b=c) . A cause de (I) , le seul terme

V . b .. \
non nul du second membre dc (6') est alors Aab Stgx & Stpy , qui, d'opres

(II) , est égal A Aabxz & y2 . Or, toujours d'aprés (II) , le premier
membre de (6') est (x % y)2 = £ 2 y2 ; dtol Aab =1 . Et ceci démontrc

la formule (1') .

H

0 mod. (2p-2) : alors, pour tout
et b sont = 0 mod.(2p-2) .

Cag ol p est premier impair, et ¢

"couple (a,b) du sccond membre de (6') ,
Donc (6') s'éerit

o

k, . ~. h h'
FPx=x = _~ PxxP .
PV = M TR T Y

Pronons pour x 1o classe fondamentale de degré 2h , pour y la classc

fondamentale de degré 2h' ; & cause de (I), le seul terme non nul du sccond

h b P .
membre ecst- /Ahh,PPXeg P y= f‘hh'xp‘” yp , en vertu de (II) . Or, toujours

p
dtaprés (II), le premier membre est (x Xsy)p = %y , puisque x ot ¥
sont de degrés pairs. On a donc Myt = 1, et ceci démontre la formule
() . o

Dernier cas : p_premier impair, et ¢ =1 mod.(2p-2) .- Il suffit
d'appliquer 1l'opération de Bockstein (35 aux deux membres de (1") pour

obtenir la formuwle (1) dans ce cas.

La démonstration estt ainsi terminée,
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