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16 bis-1

LA FORMULE DU PRODUIT

POUR LES OPÉRATIONS DE STEENROD

H. CARTAN)(Notes do H. CARTAN)

Séminaire H. CARTAN, E.N.S. , 1954/55

On se propose de donner ici, de la "formule du produit", uno dcir.or.str’.-

tion basée uniquement sur les résultats obtenus dans les exposes 14, 15 et 1’.

Enoncé du résultat : soit p un entier premier, et soient X Y

doux complexes CSS. Z) n~ ~ ~

r~l ~ on a.~ pour tout entier c >0 et congru à 

la sommation étant étendue à tous les couples d’entiers a ct ù ,

congrus à £ .OU 1_m9à. (2p-2) , et tels que a+b = c .

Dans la formule ( 1) , la notation x 5§ y désigne, par abus de lùngag. ;

l’élément de x Y o z ) image dex e y par l’application natu-

Zp) 4§ Zp) .- X Y J Zp) * Même abus de langage
pour la notation àu second membre de ( 1 ) .

Cas particuliers : pour p=2 , on retrouve la formule connue (ci. [ l’l)

Pour p impair, et c = 2k(p-1 ) , on retrouve la formule de Stecnrcd

Il suffit évidemment de prouver (l) lorsque X == n) , Y = 

(complexes d’Eilenberg-MacLane), et lorsque x et y sont les 

fondamentales de n ; Zj et r ; Zp) . Dans ce cas;
l’application naturelle H~(X ; Z ) ~ ;. 2.) 2014~ x Y ; Zj est

un isomorphisme.

1.- Rappel de propriétés qu’on va utiliser.

(I) Stcpx = 0 si deg(x)  [c/(p-l)] (cf. Exp. 16, paragraphe 2)

(On rappelle que la notation. [u] désigne le plus petit entier  u) .



Ces propriétés valent dans tout complexe X. Les propriétés suivantes

sont particulières aux complexes d’Eilenberg-MacLane :

(III) les Stap commutent avec la suspension (Exp.16, prop.l) ?

(IV) si x est la classe fondamentale de Hn(Zp, n ; Zp) , les StIp
relatifs à toutes les suites "canoniques" 1 = ... , ... )

. 

telles que [(pa1)/(p-1)] forment une base du Zp-espace vectoriel

Z ) (espace des éléments "additifs" de Zp)) . Cula
résulte du corollaire au théorème t paragraphe 4).

2.- Opérations cohomologiques et suspension.

, 

On aura besoin d’un résultat préliminaire :

Théorème.- Soit P une collection d’opérations cohomologiques

ppr suspension(q est donné, et n on a une opération

cohomologique P ) o Si x e H9( 03C0 , k > Z ) et y E Hr( il’, k’ j 
n ) 2 , r é 2 , k £ 1 , 1 , on a

où t03C3 désigne la suspension en cohomologie mode p , et désigne

l’automorphisme de ~’ s k q Z ) qui transf orme u en u si deg( u) é;

P
même parité que n 9 et en -u dans le cas contraire.

(Précisons que l’on identifie k) x K( k’) ;Zp) au pro-

duit tensoriel H*(03C0 , k ; Z ) ~ H*(03C0’ , k’ 00FF Z i 9. ce qui donne la 
tion précise des seconds membres de (2) et (3) a Identification analogue pour

les premiers membres) 0

On va prouver la formule (2)o A priori, on a



avec u. ~ Z ) y v. ~ H~( ~’~ k’ ; Z ) . ° Considérons 

naturelle f : L(’n’, k)/K(03C0, k-l) ~ k) (cf. Exposé 14, démonstra-

tion du théorème 2). Soient x’ et u: les images de x et u. par

Soit 03B4 : H*(03C0, k-1 ; Z ) . r. ~ H*(L(03C0, k)/K(’H’, k-1) ; Z ) l’opérateur
cobord de la suite exacte de cohomologie. On sait que

et par suite (4) donne

où 03B4 désigne cette fois l’opérateur cobord

~ est un isomorphisme, puisque L(TÏ9 k) est acyclique.

Par hypothèse, la collection des opérations P est stable par suspension
. donc9 d’après le théorème 2 de l’Exposé 14~ on a P~ = 

Finalement, (5) donne

puisque d est un isomorphisme,

ce qui est la relation (2) à démontrer 0

La relation (3) se prouve de la même manière.

3.- Démonstration de la formule (1).
Soient x et y les classes fondamentales de H~(Z ~ n ; Z ) et

r ; Zp) , avec n a 1 , r ~ 1 . On a 
P P

x’ et y’ étant les classes fondamentales de n+1 ~ Z ) et 

H*(Zp , r+1 ; Z ) . D’après le théorème du. paragraphe 2 appliqué à P = 

on a



donc y) est dans le produit tensoriel ,

P

n 9 Zp) ~ A*(Zp, r g Z ) des sous-espaces vectoriels dea 
, 

p P 
, 

p 
, , ~~ o

de lo, cohomologie modulo p (cf. Exposé 15 9 prop.3, d’après

laquelle Z n ° Z ) exactement l’image de H*(Zp, n+1 ; Z. ) par 1

suspension). Or A*(Zp , n 9 Z ) admet pour Z: -base les StIpx relatifs à
p p p p

toutes lES suites canoniques I paragraphe 4p coroll. du

théorème 1 ) . On a donc

les ~.r étant des éléments de Z (bien déterminés), et la sommation

étant étendue à tous les couples (I~J) de suites canoniques telles que

q(I) +q(J) = c . ,

Grâce aux formules (2) et (3), et à l’unicité des on voit que

les A-.- ne dépendent pas des degrés n et r dg y ? c’est pour

obtenir ce résultat que, dans (6), on a introduit le signe (-1)
Il reste seulement à calculer les constantes 03BBIJ . Pour chacune

d’ elles, on va choisir convenablement les degrés de x et de y. Supposons

que les suites 1 = ... ~ a~ ~ ... ) et J = (b. ~ ... ~ ~ ~ "’ )
soient telles que q(l) + q(J) = c et

Prenons alors.pour x et y les classes fondamentales de degrés
q(l) et q(J) respectivement ; diaprés (l)~

on aura ~y) = 0 , tandis que fait partie d’une

Z -base de A*(Zp, n ; Zp) ~ A*(Zp, r ; Z ) . La relation (6) implique donc
= 0 chaque fois que (7) a lieu. 

’

Pour que (7) ait lieu, il suffit que ai + b.  c s c’est trivial si
p = 2 ; si p est premier impair~ cela tient à ce qui b. et c se:.’

congrus à 0 ou 1 mod.(2p-2) . Ainsi les seuls ~,...- ~ 0 sont ceux pour

lesquels a. + b. = c , ce qui, à cause de q(l) + q(J) = c , implique que
1 = (ai, 0 ~ ... ) et J = (b~ ~ 0 , ... ) .La formule se réduit donc:;

la sommation étant étendue à tous les couples d’entiers a et b ~ 0 ,

congrus à 0 ou 1 et tels que a + b n c . Il ne reste pll’. .: .

qu’à calculer les coefficients À .. On va distinguer plusieurs cas ?
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Cas @2 : prenons pour x la classe fondamentale de degré a , pour
. 

y celle àe degré b (a.vec a + b = c) . A c.ause de (.I) , le seul ternie

non nUl dU Second membre de ( 6’ ) est alors qui, 

( Il ) , est égal à. 03BBabx2 ~ y2 . Or, toujours d’après ( II ) , le premier

membre de (6’ ) est (x .* y)2 = x2 5o y2 ; à’ où 03BBab = i . Et ceci démontre

la formule ( 1 ’ ) .

Ga5 renier impair, .et c z. 0 mod. (2 -2 ) : alors, pour toux
. 

couple (éÀ,b) du second mombre de (6’ ) , a et b sont - -  0 mod. (2p-2) .
Donc ( é , ) s’écrit .

Pronons .pour x la classe fondamentale àe degré 2h , pour y la classe

fondamentale de àegré 2h’ ; à cause àe (I) , le seul temxe non nul.. d>a second

membre est hh’Phpx àà Y = /4 hh’ À ,a> vertu de (II) . Or, toujours

d’a.près ( II) , le premier membre est (.x = xp ~ yp , puisque x ;t, j+

sont de degrés pairs. donc. FNI’ ~ ~ ’ et ceci démontre la formule
( iii) ~ 

..

Dernier cas : p premier impair, et c -E- t mgd . (2p-g ) . - Il suffit
d’appliquer 1 ’ opé rati on de Bockstein £ ’ aux deux membres . de ( 1 " ) pour

obtenir la formule (1) dans ce cas.

La démonstration est ainsi terminée.
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