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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55. 12-01

CONSTRUCIIONS SUR DES COMPLEXES D'ANNEAUX
(Exposé de J.C. MOORE, 7.2.1955)

Le but de cet éxposé et du suivant ost de comparer 1'homologie dc la bur

construction itérée & celle d'un espace K(TT,n) .

1.~ Complexeg.

Hypothése ¢ /\ est un anneau principal choisi une fois pour toutes.,

Définitions : Nous appellerons K un complexe si

1) K=> _ K

?
qy0 ¢

2) chaque Kq est libre corme module sur AN\

3) il existe des opérateurs de face O, = K1 K, pour 1 =0, o..y O+
et des opérateurs de dégénérescence &, ¢ Kq - Kq+1 pour i=0, ..., @

satisfeisant aux identités suivantes

éiéj = ajﬁlai , 1<ji

58, = 85,48 » 1 £J
Bisj = sj_lai , i<j
6jsj = aj+lsj = identité, et
6isj = Sjai-l , 1> §+1 .

. +1 .
Nous définissons O : K . =>K vpar O = 3 (-1)%d, . Nous disons qu'une
q+l 9 i=0 +

fonction f ¢ K=> L, ou K et L sont des complexes, est une application s~
elle est un homomorphisme de modules gradués et si de plus nous avons f£0, = O.T

et s,f = fsi .

i

Nous noterons K* 1le plus petit sous—complexe de K Qui contient z::: HOR
Nous définissons s(K) comme le sous-module de K engendré par toutes asn o
les images des opérateurs s5; » et Ky = K/s(K) 3 Ky est libre. Le module
s(K) est stable par l'opérateur O , et il est acyclique (voir per exemple [ 1,
p.bl). -
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Définition : Nous disons qu'un complexe R est un gomplexe d'anneavx si

N

chaque R_ est une algibre avec unité sur /A , et si chaque opérateur J. ou
oL

85 est un homomorphisme d'algébres. Nous noterons lq 1'é1lément unité do R
Définition s R est 1'unique complexe d'am:liaaux_ tel que 60 : le g

soit un isomorphisme pour chaque gq et tel que /\O = N , Nous disons ‘qu'u:'z, ‘

complexe X est gugmenté si on s'est donné une application de complexcs

€ : K= R . Pour un complexe R d'anneaux, nous demandons que € soit mul-

tiplicatif et dans ce cas nous identifierons AN avec le sous-annesu de R

qui est engendré per lq .

Définition ¢ S1 K et L sont des complexes, nous définissons le
. cartésien KxL par

1 KxL =K L

) ) =K e

2) ai(kxf)

(éikxaig) , et

1

3) 83 (kx{€) (‘sikxs i-2) .

Evidemment le produit cartésien de deux complexes est un complexe.

Définition : Si K et L sont des complexes, nous définissons
V : K®L = KxL par v(a @b ) = E( )o‘(p,v) (sv ses By, ap) X
HsV

X (sp e Sy q) , ol 8, € Kp , bqe Lq , et (P,v) désigne un

(p,q)-"shuffle", c 'est-a-dire que (\.x,v) est une pertition de {O s eees DHI— ]z

q J
a(p,v) désigne la 31gnature de la permutation (p\l s Pp s Vs eens v )

en deux suites dls,]om,tes telles qQue My < oo <\"p et Vi< eee <V .

Nous noterons que K® L n'est pas un "complexe" mais un A -module dlfm.revzt 1ol

gradué,

Dens les mémes conditions nous définissons f ¢ KxXL > K@® L par

| ?g__ q-i i .
f b = U o =
(aqx q) 1..0 0 8 & 6 s ou éur 6rar pour a &K .

Théoreme 1, Si K et L sont des complexes, f et V induisent des fone
tions, notées encore f et V , telles que

1) £:(RxL)y > K ®Ly
2) Vo By ®Ly > (KxL)y
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3) @z , V=0V ,
4) £9 = identité,
5) i1 existe une homotopic ® telle que
03¢ +dd=vVe-1 , V=0, rd=0 |,
6) f, 9V ,et & sont naturelles.

Ereuve : voir [2], p. 51, Theorem 2.1 ; et {1], p. 63-65, Posons h = VI ;
alors & {) 'y h' s et (i)o = 0 ., Expliquons les notetions: d:é oh
h' . ’

S

- Un opératour 3 : Kq - Kp est ocopelé nonotone si @,: sir see B3 Fiees
ces 531 s OU P> i, e 00 >11%0 , et 0 S;jt < aee <’j1'$ q « Nous difinis-—

. Donc @' : Vq+l -> “p+1

sons @' par B' = s, .

ittt Sig41 a,]r+1 ajl+1

- Maintenant, puisque tout opérateur naturcl B est une combinaison linéaire d'o-
pérateurs monotones, nous svons deflnl ﬁ' pour n'importe quel opératour netu-
rel ﬁ

2.- Constructions.

Définition : Etant donné un complexe d'anneaux R , on dit gu'un complexe

U est un R-module (& gauche) si on s'est donné une application de RxU dane
U tells que
1 1 ,u = et
: -~ qq T g’
2 -r'-- =7 Ju
) (rqerg) g = 7q-lrgeng)

oﬁ nous noterons rq.uq 1'image de r xuq + Nous disons que U Ost augmentsd e
R est augmenté, et si on s'est donné une apnlication E: U — /\ telie que

E(r.u) = E(r).E(q) .

81 R, R' sont des complexes d'anneaux, si U est un module sur & ,

U' un module sur R' , et si f ¢+ R ~> R' est une application, nous disons que.

1l'application g : U —>U' est compatible avec f si le diagramme

fxg
RxU —> R'xU!

l g

g —

est commutatif.

Définition : Nous disons que (R,E,U) est une construction si
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1) R est un complexe d'annecoux,

2) U est un A-module gradué,

3) U est un R-module augmenté tel que Uq = Rq(X)Uq comme Rq—mcﬂule,

4) si(1q®Uq)c lq“@Uq*.l .

~

'3

A A
Nous nommerons R le noyaude € : R = A, ¥aintenant, BRxU est un
sous-complexe de U , et U est isomorphe a U/BxU d'une meniére naturcile,

Ainsi nous considérons U comme un complexe augmenté.

Définition : Nous disons qu'une construction (R,ﬁ,U) est un predult cor-
Ssis i U U i 3 to uz dans ¢o
tésien tordu si ai(1q+1XUq+1) < 1q><Uq pour i> O . gous noterons q% c
cas notrc isomorphisme de A -modules entre U ot RxU est compatible aves fous

les onérateurs O, et s; , sauf 9

Nous disons qu'une construction  (R,U,U) gatisfait & la condition (W) ,si

1) elle est un produit cartésien tordu,

2) °

U - Uq egst un isomorphisme,

1q+1X g+l

o *
3) ¢ ﬁO -> N est isomorphisme.

Théoréme 2.- Si (R,U,U) est un produit cartésien tordu,. (R',T',1'} une
construction satisfuisant & la condition (W), et si f : R —> R' est une appli-
cation, il existe une gpplication g : U —> U' gtellc gue

1) g soit compatible avec f ,
2 1xU )e 1 XU

) el qx q) qx q °?

3) Eg=€ .

De_plus, une telle apvnlication g est unigue.

Preuve : Supposons que nous ayons une telle applicetion g . Appelons gq

1'apolication induite de Uq dans U& . Donc go(lxy) = £(y) puisque Ué = A
. -— s i T 13 S ~
gt ¢g = g€ . Notons S : Uq —9-1q+1xU'q+1 1'inverse de 50 . Puisque

. 1 7 t ‘
g s quUq - quUq s On & gq+1

quent il existe au plus uhe application telle que g 3 mais les formules ci-dcs-—

(1Q+1X.Y) = Saogq+1(1>q’) = quao(]-)qr) . Por COI”.S(?-—

sus nous ont d4fini un homomorphisme g de N-modules tel que €£g = g¢ et

dp8 = 89 - Il nous reste & vérifier que 6i+1g = g0;,; ot que s.g=gs; .

Si y € U; , nous observons que alg(lxy) = 61Sg60(1xy) =€ g@o(lxy) ,



12-05

puisque (R',U',U') satisfcit & la condition (W), et de plus
Egéo(lxy) = gEéO(lxy) =gt 51(1><y) . Foisons maintenent 1'hypothése de rfcur-

Y Iy N N (1‘ ‘ =
rence : O.,g = gd; pour 1 <J . Done 5j+1 (Ixy) = a 1589 (1) = 83,89, (1 )
= g(1x0,,47) , ot ¥ €Uy 5 »

Maintencnt, nous obscrvons que S : 1qxffq - 1q+1XUc'1 1 est un monomorohis-

me ; mais puisque aoso = identité , S n'est pas autre chose que s, . Done
8,59, (1xy) = 58g9;(1xy) = sg(ixy) = Sgdys,(lxy) = gsq(Ly) .

Enfin s, 1Sg30(1><y) = Ssig6o(lxy) = Sgsiao(lxy) per 1'hypothése de récur-
rence, et Sgsiao(lxy) = Sgéosi+1(1xy) = gsi”(l-xy) . Maintenant la preuve cot

complte.

Notons que dens la démonstretion précédente nous avons prouvé ceci : dons
une construction (R,U,U) sctisfaisent & la condition (W), si u est un cycle
Tt

i'augmentation nulle de UN ’ il est le bord d'un 41ément unique de 1l'image de
A xUy, dans Uy

Corollaire : Si (R,U,U) et (R,W,W) sont des cénstructions satisfaisant
3 la condition (W), et si f : U—>W et g : W—>7U sont les applications du
théoréme précédent, compatibles avec 1'identité de R , alors gf et fg sont
les applications identiques de U et W . Autrement dit, R étant donné, il
existe gu plus une construction (R,ﬁ,U) satisfaisent & lo condition (W), & un

.isomorrhisme prés. .

Pour prouver l'existence d'une telle construction, nous allons suivre exac-—
tement 1'cxposé de MacLane [3 1.

Définition : Soit R un comploxe d'annesux, augmenté, Posons Wy = Ky

qul = q+1®w » Wy = N o, et wq+1 = Rq ® wq . Mzintcnant dens
WR) = > w , nous définissons
' q>0

1) ao(rl ®r0) = aOrl'rO , al(rl ® ro) = élrl.{;‘(ro) ol1 rié R, » et

pour q> 0,

2) 6 (r 4+l @w ) = 6orq+1.wq ,

3) ® O, W ,

(rq+1®w ) = 1+qu+1 = ¥1"%q

1+1

4)  splrg,g @w) = sgrg  ® (1, @)
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5) 83,1 (rg 1 ® V) = 85 4T, ®83v, 5 b
6) 8(rq+l®wq) = E(rq+1)c€(wq) .
On désignera 2 W_ par W(R) .
qs0 &

Théordme 3.~ (R,W(R),W(R)) est unc construction setisfaiscnt 3 1 conii-

tion (W).

Preuve : Il est clair que O, * 1 => W _ est un isomorphisme, Nous
—_— 0 g+l . q

laissons au lecteur le soin de voir que les autres conditions sent rompiics,

Notons que ce qui est appelé W(R) dei ct dens [3], est appeld W(E) dun
{1]et 2]
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