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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55

22-C1

LE THEOREME DE FREUDENTHAL, LA SUITE EXACTE DE JAMES
ET L'INVARIANT DE HOPF GENERALISE.

(Exposé de J.C. MOORE, 6.6.1955)

l.- Définition diverses.

Dans tout ce qui suit, chaque espace considéré sera muni d'un point-
base (qu'on ne mentionnera pas toujours) 3 si on considére un couple
(X, Y) formé d'un espace X et d'un sous-espace Y , il sera sous-
entgndu que le point-base appartient & Y . FEtant donnés des espaces Xi 5

on notera \Q.Xi le quotient de 1'espace-somme \Ji Xi par la rela-

tion d'équivalence obtenue en identifiant les points-base des Xi .

Soit X un espace. On note E(X) 1'espace des chemins de X commen-

¢ant au point-base ; on note (1(X) 1'espace des lacets de X commencant (ct
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finissant) au point-base. L'élément neutre de ii(X) sera le lacet réduit au
point-base. On rappelle que l'espace IL(X) est contrectile, et que, si X
est connexe par arcs, 1'application p : E(X) -=-> X (qui associe & tout
chemin son extrémité) fait de E(X) un espace fibré (au sens de Serre) de
base X et de fibre £1(X) .

Pour tout espace X , on note ﬂd(X) le g-iéme groupe d'homotopie de X

(basé au point-base de X ). On note Sn la sphére de dimension n .

Suspension : notons I 1le segment [0,1] de la droite numérique. Pour
tout espace X , soit s(X) 1'espace-quotient de X x I par la relation

d'équivalence suivante ¢
(x, 0) ~(x', 0) , et (x, 1)~(x', 1) pour x et x' € X

(Xés t) “«(Xo, 0) si X, € X est le point-base, quel que soit t ¢ I .
L'espace s(X) , .muni du point-base, image de (xo, 0) par l'application
naturelle 7 3 X x I ——» s(X) , s'appelle la guspension de X . IL est clair

que s(X) est connexe s si X est connexe, alors s(X) est simplement conncxe.

Soit X un espace tel qu'il existe une fonction A continue sur Y , &
valeurs réelles > 0 , nulle au point-base X, et > Q ailleurs. Une telle
fonction ) définit une application continue i 3 X —o $(s(X)) comme suit s
au point x € X elle associe le chemin de s(X) , qui consiste en une applica-

tion continue i(x) du segment [0, A x)] dans s(X) , & savoir :

1) si x=x_ , le segment ponctuel Lo, A(xb)] est envoyé au point-base
de s(X) ; ' ,
2) si x#xo , 66 0 €t <& MNx), l'application i(x) envoie t dans

'Y) (X,t/ /\(X)) .

Remarque : l'application i ne dépend pas (& une homotopie prés) du choix
de A . Si A n'existait pas, on remplacerait X par l'espace X' ;, quotient
de la réunion X UI , obtenu en identifiant le point-base de’ X et 1l'extrémi-
t€ 1 de I ; l'imagede O ¢ I dans i' est prise pour point-base de X' ,
et on définit Mt) =t pour t €I, Mx) =1 pour x ¢ X, L'espace X'

est un rétracte de déformation de X .

Définition de 1'homomorphisme de suspension, et de 1'invariant de ilopf

généralisé : 1'homomorphisme de suspension
E: ‘ﬁq(X) . qu(fl(s(x)))

est, par définition, induit par le plongement i : X — (I (s(x)) .
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L'invariant de Hopf généralisé est
H: TTq(Q(S(X))) —> ﬂq(ﬁ(S(X)) > X)
ot le dernier groupe est un groupe d'homotépie relatif,
Obscrvons que, puisque E(s(X)) est contractile, on a,
T(e(0)) = 71 (s(X)
de sorte que E s'interpréte comme un homomorphisme ﬂq(X) ~—>~7Tq+1(s(X)) .

Dans le cas particulier important ot X =§ , ona s(X) = S,q » €t on
retrouve la guspension de Freudenthal (définie initialement [1] par mme autrc

méthode). Dans le cas plus particulier o q = 2n , l'application
H = ﬂ2n(Q(Sn+1)) —-> 'n2n(ﬂ(sn+1) ’ Sn)

sera étudiée plus loin ; c'est 1'homomorphisme de Hopf, introduit [2] sous wr.

forme quelque peu différente. L'homomorphisme de Hopf a été généralisé tout
d'abord par G.W. Whitehead ([3] et [47) .

Les applications E et H se placent dans la suite exacte d'homotopie
E H o
. ¢ m —
© o0 ""9‘ 'Tq_‘_l(X) e T\q+1(Q(S(X))) —— —H.q_‘_l(f)'(s(x))’x) —— q(X) - o909
Soient o{E'ﬂp(X) ot 13 E‘ﬁq(X) . A c6té du produit de Whitehead

Loy p] e (X) (cf. Exposé 20, paragraphe 1), on va définir un élément

p+g-1
[a,p]te 'Np_}_q(!)..(s(X)),X) comme suit @

- Soient f Sp -3 X et g Sq —> X des applications dans les clas-

ses de & et de /3 Définissons h : Sp X Sq N fZ(s(X)) par

h(x,y) = (if(x)).(ig(y)) (multiplication dans 1'espace des lacets). Alors
h envoie sp~v S dans X ; en effet, si X, est le point-basc de Sp 9
ona if(x)) =e , donc h(x,y) = ig(y) ; de méme, si ¥, ©st le point-baso
de Sq , on a h(x,yo) = if(x) . Ainsi h définit une application, encore

notée hs: (S xS , 8 VS8 N(s(x :

( p X 5q 0 5 q) —> (31(s(X)),X) . Les sphéres Sp et Sq
étant supposées orientées, le groupe 7Ip+q(pr Sq’ Sp V’Sq) posséde un 814-
ment générateur, dont l'image par h est 1'é1lément cherché (o, A de

N p+q(ﬁ~(3(x) ) ;X) .

On va maintenant définir, pour « 6TTp(.Q. (X)) et pen (Q(X) , wn

Slément {3} ¢ Toug (L (X)) . Soient £:8 —» Q(X) et

g s Sq — {1(X) des applications dans les classes de & et 3 .+ Soit
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B, x sq ——» L} (X) aéfinie par

h(x,y) = £(x)g(y)f(x)gly) (reppelons que u —» u désigne l'involution
canonique de- l'espace des lacets, qui & chaque lacet associe le méme lacet
parcouru en sens inverse). Alors h applique Sp \Y Sq dans le sous-espace
QO(X) de 4! (X) , formé des produits de la forme u T ; QO(X) est contrac

tile. Ainsi h définit

S, V 8y) = 71, (H1(X) L, ) =, (2(0)

. (8.x8 s

p+q p" q’
POU-I' p+q ~ 0 . Alors irx,/%} est, par définition, l'image, dans

(Q(&)) , de 1'é1ément générateur de { p+q(pr S‘:1 R Sp Y Sq) . Si

p=q=0, ondéfinit ‘0(, f ; comme 16 commutateur de o et AR

Enfin, pour o GH;p(Q(X)) et . 3¢ q(Q (X)) , on notera ./ le pro-
duit de Pontrjagin, élément de H (.Q(X)) défini par la multiplication danc
1'espace 2 (X) .

2.~ Théorémes de Freudenthal, de Bott et Samelson, de G, Whitehead.

On utilise les notations suivantes : { : 11 (X) —> H (X) désigne
1'homomorphisme naturel du groupe d'homotopie dans le groupe d'homologle 3
méme notation ¢ 3 ﬂq(X,A). — Hq(X,A) pour l'homotopie et 1'homologie
relatives. D'autre part, S désignera 1l'homomorphisme de suspension en homolo-
gie Hq(Q (X)) ——> HQ+1(X) (conoidérer l'espace fibré contractile E(X) ) ,
et également l'isomorphlsme QX)) =~ +I(X) » inverse de 1'homomorphisme
P ge 1a sulte exacte d'homotople de l'espace fibré E(X) .

Propogition 1.- Soit X un espace connexe par arcs, et soient

‘usﬁ&mm>,ﬁeﬂgnan.ma

(-1)P [sx, 547,

9 g (P - CDPRe ()4 ) s pr >0,
@) g lonp} =44 EgE T 9@ s p=g=o0.

1l

(1) s (o, p

(2) (,3/%(’)( ’/,.’5

i

Proposition 2.- Soit X un espace connexe par arcs,; et soient
a ¢ ﬂ'p(X) s 3 ’5‘7'(q(X) . On a

(3) (f [o( ,[3 ]'

]

H(t‘a(E«x). ¢(EB)) , o H désigne
(-Q(S(X))) — H (-Q(S(X)) »X)

(4) éﬁ[&( ) 3 T [ <, /3] , ol 6# désigne 'rrp+q(Q (s(X)),X) > Tipﬂ_r(x) ;

I
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(5)  u{Ba, BAY =[e, pd - (1P [, 0],

Les démonstrations suivent directement des définitions et sont laissces

au lecteur,

Théoréme I : Soit X un_espace connexe par arcs, tel gue 'ﬁq(X) =0

T 414 i - A S 3
pour q <n (et hl(X) abélien si n=1) . Alor

1) ”Wq(Q(s(X)),X) =0 pour q <2n ;

Vi

2) llapplicetion o ® f3 > [ot, @]t de T (X) & (%) dans
’n?n(gl(s(X)),X) est un isomorphisme.

Démonstration : l'espace des chemins E(s(X)) a une suite spectrale dont

le terme E2 est H(s(X) ; H(L2(s(X)))) (homologie de s(X) & coefficiente
dans l'homologie de II(S(X))) s et le terme EOO est O , Les coefficients
sont simples, puisque s(X) est simplement connexe. De plus, 1'homomorphisme
composgé Hq(X).uﬁgy Hq(f?(s(x))) 5, Hq+1(s(X)) est un isomorphisme pour
g >0 (cf. théoréme 3 ci-dessous). Comme S est un isomorphisme pour q<{Z2n
il s'ensuit que E ¢ Hq(X) —_ Hq(f)(s(X))) est un isomorphisme pour ¢ <2n

De plus, on a le diagramme commutatif

0= () s, (As(0)) S 1y (Ae(0),X) —> O

SN

ts
N A
H2n+1 (s(X))

dont la premiére ligne est exacte, et on a la suite exacte

<
-

°

0 s H(Q(s(0)) ®H (Q2s()) — B, (0 (s(X)) S5, (s(X) —>0 .

On en déduit que H induit un isomorphisme Hh(f)(s(X))) xaHn(fi(S(X)))

o~ H2n(§1(s(x)),x). Cela étant, 1'assertion 1) de 1'énoncé résulte du fait que
Hq(ﬁl(s(X)),X) =0 pour q < 2n ; et l'assertion 2) résulte de la formule (3)
(prop. 2) et des isomorphismes

7Tn(X) ::Hh(x) et 7T2n(f1(s(X)),X)1:;H n(fl(s(X)),X) des premiers groupes

d'homotopie (resp. d'homologie) non nuls.

Corollaire du théoréme 1 ("théoréme de Freudenthal®) : soit X connexe

e

par arcs, tel que T (X) =0 pour q<n (et J,(¥) sbéliensi n=1).
Alors

1) la suspension ‘E : 7Tq(X) — 7Tq(§1(s(X)) est_un_isomorphisme pour
q < 2n-1 ; '
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2) la suite
T & T 0 S T, ) s T (A(s(X)) = 0

est_exacte, W désignant l'applicetion définie par le produit de Whitehead.

Cela résulte aussitdt du théoréme 1 et de la formule (4) (prop. 2).

Théoréme 2 (Samelson-Bott) : Soit X un espace connexe et simplement

connexe, et soit A un anneau commutatif avec élément unité jouissant des

propriétés suivantes s Hq+1(X sA) est un A-module libre pour tout « > O

(nécessairement nul pour q =0 ) , et
s H (&t(X) 3 A) > H (X s /\)

est_un épimorphisme pour tout q > >0 . Alors 1'algebre d'homologie

H*(fl(x) 5 N)  est canoniquement isomorphe & 1'algébre tensorielle T(4)
A désignant le A -module gradué tel gue A, =H ,(X;A) pour q 20
(done A =0 ) .

(Cas particulier : X est une sphére de dimension n> 2 , A étant

quelconque).

Démongtration : soit Cy Q(X) 1e groupe des chafnes singulidres normali-

sées de l'espace () (X) (a coef;1c1ents entiers). Puisque A possede une

A -base homogdne, il existe une application A ~lindaire
£8h - 20y QX)) 2 A)

telle que l'application composée

AL 20 0w A) —s 1O @) 1) L 5 ;M)

soit l'application identique (qui envoie Aq sur H (X. A)) . Comme
Z(CNE}(X) & A') est une algdbre associative, f se prolonge en une applica-
tion multiplicative f 3 T(A) —> CN§1(X) ® A, qui est un DGA-homomorphisme.

Or considérons la construction (T(A),H(X),T(A) & H(X)) , ol 1'opérateur
différentiel de T(A) @ H(X) est défini par l'homomorphisme 4 3 H(X) s A&
qui abaisse le.degré de 1 . Il est immédiat que c'est une construction agyeli-
que, et que le terme B de la suite spectrale est T(A) & H(X) . De plus,

f possede une extension naturelle en un homomorphisme de cette construction

dans la construction
(Cu®) @ A, WEER (X)) @A), WEgR(X) & A)) .

Mais en vertu de l'appendice & 1l'Exposé 19 (th. 7) , on a un isomorphisme
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(J(C,I HX) & A)) ~H(X ; A\) . Alors le théoreme 1 de 1'Exposé 13 donne un
isomorphisme H({(X) 3 A) & T(A) . '

Corollaire du théorsme 2 : goit X un espace connexe, et goib A un
anneau commutatif (avec élément unité) tel que Hq(X s \) soit un /\—ggggﬁg
libre pour tout q > 0 . Alors on a un isomorphisme naturel de 1'algebre

d'homologie H (A (s(X)) ; A) avec 1'algdbre tensorieile T( o _ Hq(X sA)) .
: a>0

En effet, SE : Hq(X) — Hq+1(s(X)) est un isomorphisme pour q > 0 ,
ce qui permet d'appliquer le théoréme 2 & l'espace s(X) . La naturalité de
1'isomorphisme de l'énoncé est due & ce que cet isomorphisme provient de
1'application naturelle E Hq(X sA) - Hq(fl(s(X)) s N\) .

Théoreme 3 s Si X est un espace commexe, H, (£2(s(X))) est_isomorphe

4 la somme directe de S Hr(X) w H (fl(s(X))) et de

r+s=n
e rmmmnen : r>0 »
>> o Tor(Hr(X) , Hs(fl(s(X)))) ; on a supposé n >1 .,
r+s=n-r '

Démongtration ¢ pour n> 1, on a

1 (Qs0) 2 H L (B(s(X) , (X))

, et I le segment 0 £t <1/2 ; soit

g

Soit I, le segment 1/2 {t (1
s+(X) = 1)(X x I+) , s_(X) = ’D(X x I_) . Alors s(X) = s+(X) vs (X),

et 1l'intersection s+(X) N s_(X) est naturellement homéomorphe & X . Comme

s,(X) et s_(X) sont contractiles, on a
(2(s(X) , QU(s() =K, (B(s(X) , p  s,(X)) ,

‘en notant p la projection canonique E(s(X)) —> 8(X) . Par 1l'isomorphisme
-1
(p~ (S (X)),p (s (X)’“ s (X))) . En se

n+1

d'excision, ceci est isomorphe a n+1

servant d'une contraction de s_(X) , on peut trouver une application

Nt (X) - p_I(s_(X)) telle que pA soit 1'identité ; alors l'applica-
tion (%,f) -—» A(x).f de s_(X) x (Q(s(X)) dans pﬂl(s (X)) défihit wn
isomorphisme des groupes d'homotople de (s_(X),s (X)aﬂ s_(X)) x R(s(X)) sur
ceux de (p (s (X)) , p (s (X)r\ s _(X))) . Flnalement, on obtient un isomor-
phisne

B, (80 (s(0))) 2z ((s_(X) 5 5, (X) A s_(X)) xQ2(s(X)))

Le groupe d'homologie du second membre se calcule par la formule de
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Kinneth, On observe alors que Hr(s_(X),s+(X) ~s (X)) =0 pour r<l, et

que, pour I >2 ,
H (s_(X),5,(X) s (%) ey (s,(X) ns (X)) = H, (),
d'oll le théoreme.

La démonstration précédente est due & G.W. Whitehead (4], bien qu'elle

n'ait été formulée que dans le cas o X est la sphere S, -

3.- La suite exacte de James.

Reprenons la suite exacte d'homotopiec du couple ( (s(X)),X) dens le cas

ol X est la spheére S, ¢

L
. E { 9 -

e = T(8) > T, (ml)_—w“r(?(s )58,) =T _1(8) —> ...
On se propose d'interpréter les groupes d'homotopie relatlfs T (S)( n+1) S ) .
D'aprés le théoréme 1 et son corollaire, on a

TTq(.Q(Sn ),S):O pour q < 2n ,

Mo (208, 4),8,) = 2.
Or on a 77q(§2(82n+1)) 0 pour g <2n,et T, (f1(82n+1)) =7,

Lemme ¢ i1 existe un espace Y contenant Sn ; une application
g+ Y __9,\§l(sn+l) prolongeant l'application canonique i : S —» Q (~q+1
et telle que g¥t ¢ M (Y)-mﬁa ’T (U (=, soit un isomorphlsme pour tout
q : et une application FeYe—> 57 (s - T) , qui envoie Sh dans 1'é1lément

neutre e de fl(S ) , et est telle que H ’Tznﬁ;,Sn) —_—
TTzn(§1(82n+l)) 301t un isomorphisme.

Admettons ce lemme (pour sa démonstration, voir 1!Appendice). On va en

déduire d'importantes conséquences.

Théordme 4 (James) : Soit n impair, Si f désisne 1'application du

lemme, alors fH TTq(Y,Sn) — Hq(f)(82n+1)) est un_isomorphisme pour
tout q .
Commentaire ¢ on a donc des isomorphismes (canoniques)
Tiq(gl(sn+l)’sn):; n (S2(32n+1)) ’
] N _ A5 /-/ { .
c'egt-a-dire (’7(Sn+1) S, ) q+1(82n+1) .

D‘ou la suite exacte de James (pour n impair)

(6) oo —=—> T1 (S ) -e>'\é €

o
J
n+1) -—9>7T a1 2n+1) ———aroq—l<Sn)”"Jy e
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Démonstration du théordme 4 : La nonomologle (&4 coefficients entiers)
Hx(Y) est celle de l'espace des lacets K (1L(Sn+r)) . Or Serre a établi
(dans sa Thése) que H*(§2(8n+1)) est isomorphe & 1'algébre universelle U('!)
d'un  Z-module gradué M (cf. Exposé 8, paragraphe 4), o M est donné comnc

suit ¢
-8l n est pair, Mq =0 pour gfn , et h%.: Z

- si n est impair, Mq =0 pour gfn et #n , M =2, M =

Dans le cas qui nous occupe, n est impair, donc U(M) est le produit tcnso-
riel d'une algtbre extérieure (& un générateur de degré impeir n ) , et d'unc
"algébre de polyndmes divisée" (& un générateur de degré pair 2n ) . On peut
donc écrire

HY(Y) = #%(s) & B (2(s,,,,)) 5
et 1'application £~ 3 H*(§2(82n+1)) -—> HX(Y) définie par l'application f
du lemme est l'application U ——> 1 % u .

On peut maintenant supposer que f est réalisée par une application
fibrée X mae»-il(s A) dont la fibre F contient § (1'espace X ayant
méme type d'lomotonle que Y , donc que fl(S 1)) . Le terme E2 de la suite
spectrale de cohomologie est alors H*(F) H+(£1(82n+1)) On en déduit
1(F) & Hn(S ) et H¥F) =0 pour 0 < q <n ., Done

Eg’ = E%g ’ Eg’n = Egsn y €t E;’S =0 pour s#£0 et #n . Ainsi

Hq(F):g Hq(S ) pour tout q , et on a par suite

T {8208y, 4 ) 72 T (K, F) o T (X, 8)) == TL(SU(S,,),8,)

pour tout q ; d'ol le théoréme.

A LA TI

- alors f*T s [q(Y,Sn) —_— TTq‘Il(Sz )) e pour noyau et _conoyau des groupcs

n+1

finis d'ordre impair. et cela pour tout q .

(Autrement dit, f* est un C-isomorphisme, ¢ désignant la classe des grou-

pes finis d'ordre impair).

Commentaire : les groupes N (i}(S 1) S, ) et ’Tq+l( 2n+1) sont, done
défini

C-isomorphes pour n pair. Donc la suite (6) estiexa %e $i_on néglige log

composantes p-primaires pour tous les p premiers impairs.

Démonstration du théordme 5 s H¥(Y) posséde une Z-base formée d'un
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&1ément a, dans chaque degré ni : la multiplication est donnée per
a8y = (i,3) 85 ou (i,j) désigne le coefficient binomial ié%%%~ . De
méme, H*(§2(S )) posséde une Z-base formée d'un élément b “dans chaque
degré 2ni , et la nultiplication est donnée nar b, bJ = (1,3) b . Pour
dtou f (b ) = mig%l—~ 8y, -
. i
i! 2"
Le coefficient de 8ni s dans ceute formule, est un entier impair. Alors le

l'application f du lemme, on a £ (bl) =8, 4

raisonnement de suite spectrale fait dans la démonstration du théoréme 4 reste

valable si on raisonne en cohomologie a coefficients dans 22 (corps des
ntiers modulo 2 ). Il en résulte quc les groupes d'homologie relatifs
Hq(F,Sn) sont des groupes finis d'ordre impair ; il en est alors de mlme deo

groupes d'homotopie relatifs [11] . D'oh le théordme.

4.- Le probleme de 1'invariant, de Hopf.
s : 2.2 - ~ S . U
Soit 1 = le générateur de 7Tn(Sn) AJ’nn(JL(Sn+1)) s alors [ln’an
est un générateur de TVzn(f)(Sn+1),Sn) , d'aprés le théoréme 1 .

Soit f S2n+1 — S une application ; considérons 1'homomorphisme coripo-

n+1
se —I

i(T S — H “
Tona1 Ganet) = Tonua (Gnyg o (828 )) 5T, (82(5_,),8,) -

L'image du générateur i, ., est de la forme k [in,in]' , ot k est un ertier

o~

]
! n+l

bien déterminé ; k s'appelle 1'invariant de Hopf de 1l'application

- 3 82n+1' — Sn 1 Pour que

Mo (82(8, 1)) > T, (O(s_,),8,)

soit un épimorphisme, il faut et il suffit qu'il existe une application

£ Szn+1,umg> Sn+I dont l'invariant de Hopf soit 1 .
Comme la suite
of
5
o208, 1) B T, (s, ),8) 5T, (8)

est exacte, la relation (4) (prop. 2) montre : pour qu'il existe une applica—
tion 8, .4 - S, linvariant de Hopf égal & k , il faub et il suffit

ague k [in,in] =0 . Pour n impair, il existe donc une application d'inva-

riant de Hopf égal 3 2 .
Chaque'application 8 4> Sl définit un espace
X = Sn 1 N €, 40 » Obtenu en attachant une (2n+R)-cellule & S

n+l
de l'application f du bord de cette cellule. Les seuls groupes de cohomologic

au moyen
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£0 de X sont HO(%) s (X)) et H2n+2(X) , tous isomorphes & . Le

4 2 Id . ’ ’ ’ 2 /=
cup-carré du générateur de Hn+1(X) est k fois le générateur de 12n+
k désignant 1l'invariant de Hopf de l'application f . La condition d'eX1stonce

a'une application d'invariant égal a4 1 est celle d'une application telle que

Sqn+1 : 1@*1(x Z, ) ~—> H2n+2(X,” ) soit un isomorphisme. D'aprés Adem [ 12 ,
ceci n'est pos 51blc que si n+l est une puissance de 2 3 on sait que c'ect
effectivement possible si n+l = 2,4,8 (classique), et que c'est impossible
pour n+l = 16 (Toda),

Sous cettec forme, le probléme peut étre généralisé : on cherche s'il

3ot g 2 3 . i3 4 si 'espac:
existe une application f ¢ Sn+q -—)— Sn+1 telle que, si X designe l'espac

1'application Stg : Hn+1(X;Zp) — Hn+q+1(X;Zp) soit un

Ja

Sn+1 l‘“I en+q+1 ’
isomorphisme., Bicen entendu, ceci exige que q soit congru & 0 ou I mod. (2p-2; |
p premier. On se borncra & envisager le cas ol ¢ = 0 mod.(Rp-2) . Gréce aux
relations entre opérations de Stcenrod itérées, on pout montrer que Stg ne
" peut étrc un isomorphisme que si q est de la forme Zpr(p—r) . I1 est bicn
connu que c'est effectivement possible si q = 2(p-I) ; d'aprés des résultats

inédits de Cartan, c'est aussi possible pour gq = 2p(p-1) .

Ce dernier probléme peut étre formulé autrement. Sp_1 se plonge dans
y : R « D7 : Y ‘
JL(Sn) , Lequel sc plonge a son tour dans JLmZ(Sn+1) = § (Sn+1) . Ona un.

guite cxacte

. a2 1 1 " ‘
. — ”q(sn-r) _— !(q(AL (8,,4)) =T ( 22 (s )05 ) —> Hq~l(sn~l)=..

Supposons que n soit pair ; alors I (\1 (s +1) a une composante

Y

p-primaire qui est nulle si q ¢ pnR , ct égale & ZP si g = pn-R .

Alors H2 est un épimorphisme en dimension pn-2 si et seulement s'1l cxiste
une application f : Spn —_— Sn+1 telle que, si X désigne 1'cspace

v n(p-1)
Sn+l “f ®pn+1 ? SJ(.'p

n+1
gPn+ (x;zp) .

s0it un isomorphisme de Hn+1(X;Zp) sur

Pour une autre formulation du probléme, voir [10] ,
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APPENDICE.
Le but de cet Appendice est de démontrer le lemme du paragraphe 3 .
Soit G un groupe abélien, et n un entier > O ; on notera Y(G,n)
tout CW-complexe X tel que 1Tq(X) =0 pour q < n, Tin(X) =G, et
Hq(X) =0 pour q >n . Il existe toujours un tel cspace X , et son typc

d'homotopie est bien déterminé, compte tenu du fait que X est un COW-complexe

(ef. [9]).

Propogsition 3.- Soit X un espace topologigue, et soit ®: G —> an(X)

un_homomorphisme (G : groupe abélien, n entier > 0 ) . Alors il existe un

espace Y(G,n) et une application f @ Y(Gyn) —> X telle gue 1'homomor-

phisme TT (Y(G;n)) —_— T (X) induit par f soit précisément & .

{

Démonstration : soit {fxa} 5ed un systéme de générateurs de G . Soit
Y° le "pouquet" de sphéres obtenu en prenant la réunion de J exenplalren de
Sn ct en identifiant leurs points-base. Soit fj : Sn —> X une application
dans la classe de ch , et soit £ 5 Y° —> X . 1l'application déterminéc per
les fj . I1 existe un CW-complexe Y(G,n) , obtenu en attachant des
(+1)-cellules & Y° ; alors f° se prolonge cn une application £ ¢ Y(G,n)-> X

qui répond eux conditions de 1'énoncé,

X désignant un espace topologique, on notera 4rn(X;G) 1'ensemble des
classes d'homotopie d'applications f : Y(G,n) —> X (avec point-base fixe).
8i n >1, on peut .upposer que Y(G,n) est une suspension ;3 donc 7Tn(X;G)
est un groupe pour n > 1 , et ce groupe est abélien pour n > 2 . Pour chaque
f ¢ Y(Gyn) —> X, on notera [f] 1'élément de ’JTn(X;G) défini per f .
Soit )\t 'T(’n(X;G) — Hom(G,TT (X)) 1tapplication naturelle.

Tout CW-complexe Y(G,n) se plonge dans un CW-complexe contractilg
Y*(G,n) . Soit alors (X,A) un couple formé d'un espace X et d'un sous-
espace A ; on notera 7Tn+l(X,A;G) 1'ensemble des classes d'homotopie d'appli-
cations f 3 (Y*(G n),¥(G,n)) —> (X,A) (avec poiht-base fixe), et on notur.
(X,A;G) —> Hom(G, M, (X,A)) 1'application naturelle.

o

encore  \ ¢ Mo

Proposition 4.- L'application A : ’r (X,4;G) —=s Hom(G, 77, (%,8))

n+l
egt _surjective (n >0) .

Démonstration : écrivons G comme un quotient F/R , o F est abélien

libre, et soit donné un homomorphisme & : G —> TTn+1(X,A) . Il existe unn
application f, : (Y*(F,n),Y(F,n)) —> (X,A) telle que AA[flj = @o¥ ,
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ol g désigne l'application naturelle F - G . IEn effet, on peut prendre
pour Y(F,n) un bouquet de sphéres, et pour Y (F,n) la réunion des cellules
dont elles sont le bord; avec un point commun pour ces cellules. De plus, il
existe £, s+ (Y'(R,n),¥(R,n)) —> (Y*(F,n),¥(F,n)) telle que A[£,] soit
lt'homomorphisme d'inclusion R -—» F , et que flf2 goit inessentielle ; et
on peut supposer que fz est une application cellulaire d'inclusion. Soit

B' C Y¥(F,n) , tel que B' soit homéomorphe & Y'(R,n) et B! "Y' (R,n) =
= B' " Y(F,n) = ¥(Ryn) . Alors B = Y(F,n) U B! est du type d'homotopie de
Y(G,n) . Soit W un CW-complexe contractile contenant B' et tel que

Wn Y*(F,n) = Y"(R,n) ; et soit Y = Y*(F,n) (JW . Alors Y est contractile,
et f, peut étre prolongée en une application f : (¥,B) —> (X,A) , ce oui

démontre la proposition.

Proposition 5.- Soient X et Y deux espaces connexes (par arcs), ct

7 {Y)

soit £ : X —> Y une application telle qu@ml'homomorphisme ﬁl(X) c— 1{

défini par f soit un isomorphisme. Alors il existe une suite d'espaces

x (n=1,2,...) et une suite d'applications £ ¢ X* —> ¥ satisfaisant aux

conditions suivantes :

' 1 1
(1) X =X, £ =1

(2) x%¢ @ R (x2+t , X') est un CW-complexe relatif, et la
1éXn§§§fn;

.. n+
restriction de f

(3) ' induit des isomorphismes T(q(Xn)¢x TTq(Y) bour gq < n , gh

un_épimorphisme Trn(Xn) — TTn(Y) ;

{(4)  1'inclugion X ¢ X* induit des isomorphismes H (%) Hq(Xn) pour

q>n.
, . Xr r . P .
Démonstration :. supposons que et [ soient définis pour r < n et
. s » » Pme . +1 n+1 .,
satisfassent aux conditions de 1'énoncé. On ve définir X° et T . Soit

an le "mapping cylinder" de £, Soit fn une application

(T (an,Xn),n),Y(’_ﬁml(an,Xn))--—-> (X oX) telle que A[£,] soit

n+l

—

l'application identique W_ (X ,X°) —> 71 .(X ,X) . Dans 1'espace
n+l""en £I

) ,n)

n+l
n
X \/Y*(TT (anan),n) s identifions chaque point y € Y(T"n+1(

n+l an’

avee fn(y) e x « Soit Xn+1 1'espace-quotient, Définissons

-n+1

+1 . . n .
b : X —_— an qul envole X en X pour x €X et envoie y ¢n

£.(y) pour y € YX(W (an,xn),na) . Soit 2o o P ou g X s ¥

n+l
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est la rétraction standard. Alors 1l'espace Xn+1 et l'application fn+1

satisfont aux conditions de 1'énoncé.

Dens la situation du théoréme 4, nous dirons que {Xn,fn} est unc
décomposition de l'application f . L'application fn de la démonstration
s'appellera la n-idme application d'attachement. On notera que

y n 1
i (an,x );VHml(xfn,x ) acH (X))

n+l

Dans la situation de la proposition 5, on définit 1l'espace Xajz\;j e )
ot L'application £%: X®__, Y dont la restriction & X~ ocst £ .

On va appliquer la proposition 5 dans le cas ol l'application £ ¥ ——s Y

est le plongement canonique i : X —> £2(sX) du paragraphe 1 . On sait .
ﬁil(X) - 711(§)(SX)) est un isomorphisme, ce qui rend la proposition 5
applicable. On considére donc une décomposition {Xp,in} de 1'application
i , ct on note fn la n-idme application d'attachement. L'ecspace X
contient X , et l'application i%®: XP—s £l (sX) prolonge i et définit
un isomorphisme des groupes d'homotopie relatifs .
M (KSK) 7 7 (L2 () %)

Proposition 6.- Avec les notations précédentes. la suspension sfn de la

n-ieme_application d'attachement est inesscnticlle.

Démonstration : considérons les applications

H(T g (X m) 22 2P A0 O (s1) s Q (ax) .

On sait que infn est inessentielle ; donc gninfn est inessentielle,

Or ceci signifie que sf, Y(Trn+1(an,Xn),n+1) —> sX' est une application

inessentielle,

Proposition 7.- Soit X connexe, & groupe fondamental abélien, Soit Y

[0.¢]
llespace (sX)V U, ob U désigne \/1 CY(H (2(s%),X),n+1) . Alors il exigt.
n=

une application f ¢ ¥ —>» s(l(sX) telle que 1'homomorphisme

7{q(Y) — WTq(sgl(sX))_ défini par f soit un isomorphisme pour tout q .

Démonstration : l'application 1Py x® __,.SZ (sX) définit des isomor-
phismes TTq(XOO) ::'ﬂq(f?(sX)) pour tout q . Donc sf° définit des isomor-

phismes 7Tq(sX°°)¢:»'ﬂq(sil(sX)) . D'aprés la proposition 6 , toutes les
applicationsd'attachement qui servent a construire sX sont inessenticlles

d'ol la proposition 7 .
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Corollaire de la proposition 7 ¢ Soit X conncxe, & groupe fondamental

abélien. Pour chaque entier r , il existe une application
(x%°,%) —— (SQ(Y(Hr(jz(sX),X),r+1)),e) , ol e est 1'élément neutrs, qui
définit un isomorphismc des groupes d'homologie H .

Par la proposition précédente, on a une application f de Y dans
si1(sX) telle que 1'homomorphisme ’nq(Y) —_— TTq(sﬁ)(sX)) défini par foo
£0it un isomorphisme pour tout q . D'ailleurs, on a unc application de sZ
dans s{(sX) telle que 1" homomorphisme ‘ﬂq(sXqD)u—e 7Tq(sS)(sX)) geit un
isomorphisme pour tout q . Soit Yy le cylindre d'application de f . On ncut
déformer 1'application donnée de sX° dans s 52(sX) € Yp , en une applicntion
de sX® dens Y (parce que X® st un CW-complexe). Alors, on a
XPms A2(sXx®) s 2 (¥) — {2 (¥(H,(Li(sX),X),r+1)) , d'0b le corollairc.

Appliquons ceci au cas ou x = Sn et r = 2n ; on obtient une application

) QAN .§)(82n+1) , ce qui prouve enfin le lemme du paragraphe 3, avece 7=7%,
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