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Sémincire H. CARTAN, E.N.S., 1954/55.

GROUPES D'HOMOTOPIE DiS BOUQUETS DE SPHERES.

{Exposés de J.P. SERRE, 2.5.1955 ct 9.5.1955).

1.~ Opérations homotopiques.

Soient n ¢t p deux cnticrs. Pour tout espace X , donnons-nous unc

application f 5 T, (X) —> ?TP(X) , commutant avec les applications conti-

nues ¥ —> Y. Lo collection des applications f eost appelée unc gpér:-

+ion homotopigue & unc varicble (ef.[1]) ; c'est une notion analogue & ccllc

d'opération cohomologique, étudide dans les exposés 14 & 16.

I1 est facile de déterminer toutes les opérations homotopiques & unc
variablc. En effeot, soit in.éTtn(Sn) la classe d'homotonic de 1l'applica-
tion identique : 8 —> S, 3 si f est unc opération homotopique,
£(i, ) = ® est un élément blen déterminé de T (S ) , et sl 5 est un

.element quclconque de T (X) , On a

£@) = £ 0 p (1)

!/3of(in):($oo( .

Inversement, si & cost un élément quelconque do TTP(Sn) , 1'applica~
tion s 3 —5 o X ost unc opération homotopique & une variable. ainsi,

1'enscmble des opérations homotopiques & une varizble cst en correspondunce

naturclle wvee l'ensemble dos éléments du groupe T p(Sn) ; la sphérc ST1
joue done un réle umiverscl pour ccs opérations (de méme que K(71, n) jouc

un role universel pour lcs'opératiohs cohomologiqucs & une variable).

On définit de lz méme monidre les opérations nomotoplgues a plusieurs
variables. Par exomple, unc opération & 2 variables est 1la donnée, pour toub
csprce X , d'une application f de TTn(X) X Tim(X) dons IIp(X) , CCurRI~

ont aux epplications continues (n,n ot p étont dos entiers donnés).
Ici, 1l'cspace universcl.est 1'espace Sn v Sm “qui est réunion de deux
sphere Sn ot Sm cyant pn'point en commun ("bouquet™ dc sphércs).-in
effet, la donnée d'un couple d'éléments 3 € 7Tn(X) . (X) équivaut

3 lc donnée d'unc classc d'applications
/‘/3 V b : Sn \/ Sm —-—>‘ X ;

d'autre part, les injections canoniqucs in H Sn — Sn \% Sm ct
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i s . v S euvent &tre regardécs comme des éléments de
m? Sp—> 5 n P * g

?in(Sn V Sm) et de ;’Tm(Sn v Sm) respoctivement s il s'ensuit que
, f(in y im) est un élémont bien défini QQGEITP(Sn v Sm) ,‘ot que, pour toub
couple @ ¢ T{n(X) , g’é‘ﬂkm(X) , on 23
£(g,¥) = (pVvYy) ox.
Plus généralement, les opérations homotopiques & k variables

£, (X) x x T (R — 00

1 k
sont on corrcspondince biunivoque avec les éléments de !Kp(sn Vool V Sn ).
: 1 K

Nous verrons au paragraphce 2 commont ce dernier groupe peut &tre calculé un

fonetion des groupes d'homotopic de sphercs.

Excmple d'opération homotohiguo + lc produit de Whitehead. Considérons

Sn v Sm comme plongé dsns le produit direct Sn X Sm ; nous obtenons ainsi

une suite cxacte @

-—-9¢(p(8nv sm) _.>up(sn X sm,) —_— T[p(Sn xS 5 S, VS )= ...

En f;it, en tenant compte de ce que TIp(Sn x Sm) = TIp(Sn) & Tlp(Sm) 5

on voit facilement que 1o suite exacte précédente se décompose, et 1'on

obtient un isomorphisme :

"p(SnV sm) = ﬂp(sn) &. u:p(sm) & np+1,(sn xS 58,V sm) .

Les deux premiers facteurs sont plongées par les-injections i, et i,

le troisiéme facteur cst plongé par 1'opératcur bord

a ] :tp+l(sn x 8, 5 8, Vv sm) —_— Trp(sn Vv sm)
Mais le théoréme d'Hurewicz relatif montre que TIq(Sn x8 58 s, est
nul pour  q < n+m , et que T‘n+m(sn x8 5,8 Vv Sm) est cyclique infini,

engendré par i, x i ;. en appliquont l'opérateur d & i x i, on trouve

n

" un é1lément de - T( (s, v Sﬁ) que nous noterons [in s im] . D'aprés cc

n+m-1
qui a été dit plus haut, 1'élément [in , im] définit unc opération homoto-

pique & deux veriables, que nous noterons

(p,§) — [£,¥] ; c'ost le produit de Whitehead.

Por définition, ona [P, ¥ Jem (X) si B emn (X, yem ().

n+m-1

Si est représenté par b : I? s X tcl que b(I®) =x_, et si ¥
: . o
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cst représenté par ¢ : I° —»> X, alors [ﬁ , Y]  est représenté por
S

1l'application u de il dans X définie por la formule :

n+m-1

b(x) si x e et yeIW ,

i

u(x , y)

c(y) si- X ¢ % ot v € Im .

Il en resultc aisénent que (:ﬁ s Y ] est bilinéaire. De plus, un
caleul d'orientations montre que Lpsy J= (-1)™ [ X s fs] , et nous
verrons plus loin que [, )] verlfle 1'identité de Jacobi (modifide par
des signos convenables). Le produit de Whitchead possade donc des proprié-
tés tout & fait znalogues & celles du crochet d'une algebre de Lic.

2.- Le théoréme de Hilton.

Cc théoréme (démontré dans [3]) cxprime T (8 v ... vS_ ),
P ny m

Ny22, 00,02 2 , comme unc somme directe de groupes d'homotopie de
spheres TIp(Sm) . Chaque facteur sc trouve plongé par un certain produit
de Whitehcad multiple. Nous allons d'abord décrire ces produits :

Définition des produits basiques. Nous définirons par récurrence sur w

les produits basiques de poids w ; les produits basiques de poids'l,‘sont

les éléménts i; 5 ++ » i , classes d'homotopie des injections canoniques

S S, Vees V8

S Voeos VS ¢ nous les
—— s
oy 0y Dy

Sn'k — n P

ordonnons par la relation d'ordre 'il < 12 Coie ¢ ik.. Supposons maintenant
définis et ordonnés les produits basiques de poids < w . Un produit basigue
de poids w sera alors un produit de Whitehead [a , b], oi a (resp. b)
est un produit basique de poids u (resp., v) , avec u+v=w, a b,
‘et s1 b est lui-mfme défini comme [c , d], on doit avoir c<a . Les
produits de poids w sont ordonnés arbitrairement entre eux, et sont consi-

dérés comme strictement supérieurs aux produits basiques de poids < v .

‘Exempl .8 k=2 , et s1 1'on pose X :'i1 s Y = i2 s Jles produits
bagiques dé poids <4 sont les suivants :

poids 1 : x , ¥
n 2 [x,y] _ -
w3 lx[x,y1], [y, [x, vy]]
w4 I [x (=, 9100, [y, 0% 0=, 9010 5 Oy, Oys [x, v11

Chague produit bésique a peut 8tre considéré comme un élément de
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T (S v.e.VS ) , n, désignant un entier facile & déterminer.

By 1y Ty
L'application B -—s @ o/ est donc un homomorphisme .f, de 7?p(3na)
dans T (8. v ... v8 ) ; d'ou un homomorphisme f de la somme directe
i p'n, n, I
ST a ”\' 3 Sa 1 aldénn o
4-’Lp(sn ) dens slp(Sn Ve V8 ) . Le résultat de Hilton s'énonce

a a 1 k
alors s

Théoréme., Pour tout entier p , 1l'homomorphisme f est un isomorphis-
-~
me_de i

sur (qp(Sn Y eoe _\/Sn,.) .

1 k

On observera que les entiers ng tendent vers + o ; il s'ensuit que,

ot sna)

a

pour chaque entier p , la somme directe _ZE: T(p(Sn ) est finie. On a

a a
par exemple :

To(s,v8) =1 (s) eT (s) &M (S, ;) @ T (S5, o) & M (85 o) 81

[Des résultats partiels de ce genre avaient d'ailleurs été déja obtenus par
G. Whitehead, J.H,C. Whitehead, Blakers-Massey, Moore, Chang, ete. |

Démonstration .du théoréme de Hilton.

Soit {l 1l'espace des lacets sur l'espace Sn Vo oees V Snk s dlapras
. g
un résultat de Bott et Samelson [2], HX(IZ) , munie de la structure d'alge-

bre définie par le produit de Pontrjagin, est l'algebre associative libre

engendrée par lec ¢léments Xy 5 ees , %, correspondant aux spheres

Sy s eee s Sn par transgression. (La démonstration de Bott et Samelson
1 k
consiste & expliciter la suite spectrale de l'espace des chemins sur

Sn Vo oeoo V Sn ; on pourrait également utiliser le théoréme de Moore
1 k

démontré dans 1'exposé‘3). Soit de méme fla l'espace des lacets sur 8,

1talgdbre Hx(ﬁza) est une algdbre de polynomes & 1 générateur y_ de
dimension o, - 1. 8i 1'on désigne par T le limite inductive des pro-
duits finis des S]'a s & Dparcourant l'ensemble des produits basiques, on
voit que H*(T) admet pour base l'ensemble des é1éments de la forme ¢

my m,

. i
yal R oo & o,
v : i

Chaque produit basique a définit, par passage aux espaces de lacets,
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unc application multiplicative g : {1, —» {0 ; nous désignerons pir =,

. . i
1'image de vy, par g, . Puisque g, cst multiplicative, l'image de ¥,

par g cst égale & xP . Soit clors g : T —» {1 1'application produit

des applications g, 3 par passage 4 1'homologie, g transforme les

1 mi N m 1 lni ' . .
ya ® ... & ¥y en les monomes Xaj ... Xai o Admettons provisoire-
i =

ment que ces mondmes forment une bage de H*(fl) . Alors

g, H%(T) -— H (f‘) est une bijection ; comme les espaces T ot £
ont des u-espuccs, ceci entraine, en vertu du theoreme de Moore, que

E; : Hm(T) _— Hx(xz) est bijectif, T et 0 aést gnant les revéte-
ments universels de T et de il rospectivement (pour une démonstration
directe, cf. [3]) ; appliquant alors le théoréme d'Hurewicz relatif 2u
mopping-cylinder de g , on en conclut que g (T) — iT (fi)

est bLi Jectlf pour tout p . Mais,

'rtp_l(T)':Zaﬁp(sna) , p-1(Q) = (8, v v s ), et ces

isomorphismes transforment g, en f , comme on le vérifie immédiatement ;
donc f est bijectif.
Ainsi, la démonstration sera achevée si nous montrons qie les mendmes

m
Xpq e xa forment une basc de Hx(fl) .

Calculons d'abord les ‘X, en fonction des générateurs Xig eee s B

de H*(El) . De facon générale, soit X un espace quelcanque, i son
espace des lacets, ct soit T 1l'application .composée des homomorphismes
canoniques ¢

Tt X ) —s H(S .
put(® > () —s H(D)
D'aprés un résultat de Samelson [4] , on a @
; — p~ -~ ' p - 3 o T
LR, Y= ()P (Ep Ty ~(-1) Toyap) st pem (0,
Y £qu+I(X) °
Ceci nous fournit tout de suite la valeur des X, ¢ si 1'cn munit H*(i7}

de l'opération [x , y] (-1)P(xy - (-1)P? y.%) x, n'est autre que lo
a-ieme prodult ba31que des Xy ... Xy .

Nous sommes ainsi ramenés & un probléme purement clgébrique : montror

que, si 1'on forme les produits basiques x, des générateurs d'une algebro

‘associative libre A , les mondmes en les x, forment une base de =& . e
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<J-Ub

lc cas ol lc crochet [x , yJ est égel & x.y - y.x (ce qui se produit si
toutes les sphércs considérées sont de dimension impaire), le résultot pré-
cédent cst un théoréme bien connu de Witt ; ceci montre que le nombre des
mondmes en les x, dc degré r donné est égal au rong du groupe formé des
€léments homogdnes de degré r de A . Il suffit donc, dans le cas ob les
n; gont guelconques, de montrcr que les mondmcs en question enQen@gggg A
ctost ce que fait Hilton [3] , par un raisonncment direct, inspiré de roi-

sonnements snologues de P, Hall et Magnus.,

3.Applications.

Le théoréme de Hilton détermine compldtement la formc des opérations
homotopiques & plusieurs veriables ; il montre en purticulier que ces opé-
rctions sont engondrées por les trois opérations élémentaires suivantes s

addition, composition, produit de Whitehead.
I1 fournit également une démonstration de 1'identité de Jacobi :
(-0P [lp, nod + (1 [0y, o3, P+ (-0 P [[x,3], 4]=0

g e (X)), femn(x) s Yem X

Fn effct, d'aprds le paragraphe 1 , il suffit de démontrer cette iden-
tité lorsgue o , /s ) sont respectivement dgaux aux éléments ip 5 iq R

. ) e a : . . . ',_ -
i, de ll%(up v Sq v Sr) . Comme [lp’ flq R 1r]] n'est pas un produit

bagique, il peut s'écrire sous la forme :
[1p9 [lq ) 11.]] =a [lqs Llp ) 11..]] +b [11.’ [lp ’ 1q]] + S s

. . Y .
ou a2 et b sont des entiers, ot ol 3 est une somme d'opérations homoto-

piques ne portant que sur deux des trois éléments i . Lo formu-~

p? lq s 1n
’ I rd 0] rd . 0] 8
le précedente étant universelle, on en déduit fucilement que & =0, et

1l'on détermine les valcurs de a2 et de b par un roisonnement homologicuic,

[D'autres démonstrations de 1'identité de Jocobi ont été données par
Nakacka et Toda, Massey et Uehara, ‘G. Whitehead].
Une autre application imporﬁante du théoréme de Hilton est la définition

des invoriants de Hopf généralisés (ef. [3]) : soit

Porowp(s) — T8, vy

1l'application obtenue en identifiant en un point 1'équateur de Sn . 51

1'on compose avee les projections de ’np(Sn v Sn) sur ses différents
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freteurs ﬂp(S2 ) ’ﬂp(SBn_z) 5 «v. ; On Obtient des homomorphismes :

n-1

Ho

oo

ﬂp(sn) —e— T_\P(Szn_l)
)

B o, H, ﬁp(sn) — ”ﬂp(SBn_z

GO.’
et L'on a, pour tout o éiTp(Sn) :
c}: () = 100+ 1004 [1, 12] o H + [11, [11 5 12]] o Hy &t ouv
Si X est un espace quelconque, et s1 A et ) sont deux éléments
de ITW(X) , on déduit de la formulec précédentc que l'on a :
(p+Y) ox=foc+you+[p,yloH o+ [p, [Bo0]]of ax... .
On voit aingi quclle est la "déviation de lﬁadditivité"_dc 1topération
(f) — /"’«'0 X .
On trouvera dans [3] diverses propriétés des Hi ; le plus intéressant
de ces opérateurs est Ho‘, qui généralise directement 1l'invariant de Hopf

classique. On verra d'ailleurs, dans un oxposé ultéricur de Moorc (Exp. 22

qu'il cst en rapport étroit avee la suspension de Freudenthol, -
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