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Séminaire H. CARTAN, E.N.S., 1949/50.

LES CLASSES CARACTERISTIQUES D'UN ESPACE FIBRE, II.
(Exposé de WU WEN-TSUN, le 8.5.1950)

1.~ Classe de Steenrod d'un espacc fibré. .

Soit E un espace fibré localement trivial sur une base B connexe par
arcs, avec projection p . Pour la fibre F nous supposerons une fois pour
toutes

1 =
(‘) WO(F) ® 00

i

TTh_l(F) =0, TTh(F) £0, TTl(F) abélien pour h=1 .

[cf. exposé 3. "'O(F) = groupe d'homologie de F des cycles entiers de dimen-
sion 0 avec somme de coofficients nulle ; TTO(F) = 0 signifie que F est
connexe. | Dans ces conditions la fibre est toujours simple dans la dimension h ,

au seng d'Eilenberg.

Considérons un lacet Q commencé ot fini au point x ¢ B , dans un ouvert
U assez petit pour que E soit trivial sur U ., Il existe alors une projection
qy de cette partie de E sur U sur la fibre F_ . Une déformation de F_
au-dessus de f a FX déforme au méme temps unc sphére SX dans FX dans une
sphére Sé dans F_ . La projection qy projette cette déformation suivant une
déformation dans F_de S, a S% ; donc S et Sy définissent le méme é1é-
ment du groupe d'homotopie de F_ . Il en résultc que, étant donné un chemin
quelconque f = i§ dans la base B , on obtient un isomorphisme bien déterminé
hy de ‘Wh(Fx) sur Tih(ﬁy) en déformant la fibre F_ au-dessus de 4Zdans la
fibre Fy . Cet isomorphisme h£ ne dépende que de la classe d'homotopie de f

{
systéme de groupes iTh(Fx) et le systeme d'isomorphismes hy forment un syste-

et de plus, hyhys = hy, pour f =% et ' =%z. Il en résulte que le

me de groupes locaux dans B , soit q (E) ou (g (Exposé X de 1948-49).

Supposons que la base B soit un polyédre avec unec subdivision K , dont
le bord de chaque cellule est topologiquement une sphére. Dans chaque cellule

5~ prenons un point représentatif o(s~) (arbitraire mais fixe une fois pour

toutes). L'isomorphisme hg s 7 h(Fo@r)) j;.TTh(FO(U,)) s o' o, est

alors indépendant du chemin £ = o(;j)oﬁﬁ”) choisi dans & tel qu'on peut le

désigner par har'3~° Par rapport au systéme % K de groupes TTh(Fo«r)) et

. . s r . .
d'isomorphismes hg-+,- définissons des cochaines u de dimension r comme

des fonctions sur o avec ur(g“r) € TTh(Fo(rrr)) et 1'opérateur de cobord par

& 1 1
out(¢*) = Z:(qr) bf o™ Errﬁ_r+1 CH ) s
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ol [07: '] est le coefficient d'incidence de 5 et &' orientés. On a
58 =0 tel qu'on peut définir comme d'habitude les groupes de cohomologie
H (K, G ) .
Une gpplication ? d'une partie B' de B dans E est appelée une sec-
tion dans E sur B' si p¢ = identité. Deux scctions ¢, et ¢ ~sur B

sont F-homotopes s'il existe une application w de B' xI dans E telle que
%(x) = ?(xxo) y ey (x) = ¢ (xx1) et 4 (xxt) € F_ , pour xeB' , tel.
Sous la condition (1) on peut alors démontrer, comme dans 1'exposé 8 (théoréme 5) :

Proposition 1.~ (a) Il existe des sections dons E au-dessus du squelette

Kh de K , de dimension h ; (b) Pour deux sections ¢, et ¢, sur Kh on

h
s A ‘ P X )
peut trouver des sections % et @'y i&g K™ , F-homctopes & Yo et q&
respectivement, telles que %, s_cgﬁ: /K .

Cela étant, considérons une section ¢ quelconque sur Kh . Pour chaque
cellule orientée o~ de dimension h+1 1'application Q4 ¢ s 09” —_— FO(Gt)
h+1

définit un élément ¢ (o°) de TTh(FoQ*)) . (cf. exposé III , 2e partie). On

obtient ainsi une cochaine cbt! par rapport & 9 K - D'apres cette définition,

‘Y
cgfl = 0 est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une exten-
sion de section Y sur Kh+1 . De plus, si ¢ est F-homotope & une section

h h+1 h+1
' —
¥ sur K , on a Cy _c?..

i

Soient € et ({fl deux sections sur Kh ; d'aprés la proposi’flion 1 (b),
elles sont homotopes respectivement aux sections T‘ et fi sur K , ou
Wo = qi/Kh—l . Pour chaque cellulc orientée o~ , les applications

i h . h
’ - . $ . rd . .
q@h‘fo et 9 _h ¥y de 6 dans Fo(s—h) qui coincident sur 06 définissent
4q 2 h h _— . N
alors un élément cfﬂoswﬂl(d‘ ) de T h(FO(Guh))(Cf.Exp.B).On obtient ainsi une
cochaine ¢~ par rapport au 9 K °

Lemme : Si & est 1'opérateur de cobord du systeme g g o Ona
&+l _ o By Ch _ ch+1 _ ch+1
¥ - T T¢01 T T fr °

De plus, étant données § et ch+1 ¢ Ch+1(

(ef. 3, lemme 3).

h+1
£

T

K, § K) homologue & ¢ , on peut

trouver une section (' sur . telle que c%;} = o,

Pour le démontrer, considérons une cellule O‘h+2 quelconque et soit L

h+2 ‘

le complexe }a’ L'obstruction de 1l'application q p.o ¥ S Lh —érFerh+2)
~ ,

est alors une cochaine 3h+1 dans L qui prend ses valeurs dans TTh(F005h+2)) .
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La restriction du systéme q x @u complexe L étant un systéme "simple" dans

h+1 N o
L , la restriction de e 4 L correspond & une cochaine ordinaire dans L ,

Py -~h+1 ’
qui n'ést autre que la cochalne c . Par conséquent on a

h+1 h""2) = 3'5h+1:(0' h“"2) , ou § est 1l'opérateur de cobord dans L au

’ I 1
sens ordlnaire, D'aprés 1'cxposé 3 ("théorie d'Eilenberg"), h+ est un cocy-

h+2
cle (ordinaire) dans L , par conséquent <?ch+1(’“h+2) =0 . La cellule s 7
A h+l

étant quelconque, on a ¢ Ce =0 L'autre formule du lemme est démontrée de

£ ¢ (o

la méme fagon.
Du lemme précédent on déduit ainsi ¢

Théoréme 1.- (Steenrod.) Les cochafneg 02;1 sont des cocycles par rapport
. 1
au systéme LfK (cocycles d'obstruction) dont la classe Ch+1 h+ (K q )
est indépendante de la section ¢ sur Kh . La condition Ch+1 = 0o est néces-

. . . . . h+1
saire et suffisante pour qu'il existe une section au-dessus de K .

Pour 1l'invariance topologique de Ch+l ainsi que la définition de classe
de Steenrod dans le cas ol la base B est un espace quelconque cf.[2]. Tout ce
qui est dit dans cet exposé s'étend alors aux espaces fibrés sur une base quel-

conque. Cela étant, on a

Théoréme 2. - Si %8 st 1l'image réciproque sur B' de l'espace fibré E
sur B par une application f : B' —5 B, on a Ch+1(f*E) = £*¢c h+1(E) .

2.~ Classes de Stiefel-Whitney d'un espace fibré en sphéres.

Considérons maintenant le cas particulier ou la fibre est une sphére S
de dimension n-1 , le groupe structural étant le groupe orthogonal 0(n) . On
peut alors parler de deux points orthogonaux sur la méme fibre S_ . A 1'espace
fibré donné E on peut associer un systéme d'espaces fibrés E(

=1,2, ...n (E(n) = E) , ayant pour fibreg :

Vh_k+1 n= variété de Stiefel des suites de (n-k+1)-vecteurs orthonormés
’ n
dans R (Vn,n = 0(n)) .
On a 7Ti(vn—k+l,n) =0, 041 k-1

z_, k impair ou k =n

M (v )= { °
k=1""n-k+1,n {.Z2 s ~k pair#£n.,
)

En tous cas la classe de Steenrod de E(k est bien définie, soit

W ¢ Hk(B R g (k)) , ol gi(k) = {"k 1(Vn—k+1,n (x)) if)g . Cette classe

est appelée la classe de Stiefel-Whitney de dimension k de l'espace fibfé E ,
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k=1, ... n . Remarquons que le groupe structural 0(n) ne joue aucun réle

dens la définition de W' mais est essentiel pour définir les autres Wk .

Les homomorphismes canoniques de GTk—l(Vn—k+1,n) (= z, ou Zz) sur %,

induisent d'une maniére évidente des homomorphismes T : Hl(B ’ g(k))
— H (B, Zz) . Les classes gxwk seront appelées les classeg réduites de
Stiefel~Whitney.

(k)

En effet, ils sont tous isomorphes & un systime (défini & un isomorphisme prés)

Les systémes g pour k impair et k = n sont isomorphes entre eux.
‘,.— ’r‘ 2 2 e . - RN S. . - .
Z = Lzo,(x) s hﬁ { défini de la maniere suivante : Posons Zo,(x) ZO $ pour
chaque point x € B prenons une orientation (arbitraire mais fixe une fois pour
toutes) de la fibrc sphére Sx ; pour 4 = i} s hﬁ sera l'isomorphisme de

S 1 ¢ 5 1 21 & - 1212
Zo,(x) sur Zo,(y) qui applique l'élément +1 de Zo,(x) sur 1'élément +1

ou -1 de Zo,(y) selon que, si l'on déforme la sphére S, & la sphere Sy

au-dessus de 4 s les deux orientations de SX et Sy vont coincider ou non.

La remarque précédente donne une simplification pour 1iétude des classes
wk lorsque B est un polyédre avec une subdivision K avec coefficients
d'incidence [T : o' : Considérons un complexe XK' avec mémescellules que
K mais des coefficients d'incidence éventucllement différents :

(e o' =C[c s '], o0 & =+1 ou -1 selon que hy applique 1'é1é-

ment +1 de Z .
— “o,0() o,0(r')
arc dans & ( o'« 5 ) . Disons que K' est un complexe localement isomorphe

sur 1'élément +1 ou -1 de 2Z , ou -Q est un

N

& K . On peut alors considérer ies classes wk(E) non comne des classes

"locales" dans le complexe K , mais comme des classes "ordinaires"™ dans le

complexe K C'est ce qu'a fait Whitney.

Théoréme 3.~ Pour k impair 2wk =0,

(k)

sont simples, ou, intuitivement, si 1l'on peut orienter continiment les fibres

Nous dirons que l'espace fibré E est orientable si les systémes g

sphéres sur toute la base B . On a alors :

Théoréme 4.- Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'espace fibré

soit orientable est que F\WI(E) =0,

Dans le premier exposé nous avons introduit pour un espace fibré E de

groupe structural O(n) un systéme de classes mod 2 , Tx’k(E) ,k=1, ...n,

comme les images inverses des classes ’yyk = Jo...0l ... 1 % de la var. gr.
}‘-. SN — N
n-k k
G . Dans le cas ou la fibre est 12 sphére de dimension n-1 , on peut

n,N
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identifier ces classes avec les classes réduites de Stiefel-Whitney .
Théoréme 5.~ P Wk(E) :’ﬁﬁk(E) , k=1, ...n.

Ce théoréme est di & Pontrjargin. Nous indiquons sa démonstration comme
suit : Considérons 1'espace fibré é , de base G n, N dont la fibre au-dessus
d'un élément X € Gn N est la sphére unité dans cet él¢ment. Soient V les
classes de Stlefel—Whltney de & D'aprés le théoréme 2, il suffit de démon-

trer wk = 830 +0. Ol .04 1'& , k=1, ... n . Pour cela prenons dans RN+n
fa

R
n-k k
un systéme de n-k+1 vecteurs orthonormés € 5 eoe € yq Pour chaque élément
Xe Gn N soit Xy la projection orthogonale de e; sur X . Les vecteurs x;
b

dans X sont lindairement dépcndants si et seulement si dim (X N R
N N+k~1
ou R

Nek-1y

est 1'élément orthogonal aux vecteurs ey - D'aprés 1l'exposé précé-
dent, les éléments X satisfaisant 3 cette condition forment une pseudo-variété

vy = [N-1 ... N-1 N...NJ* de dimension nN-k dont la classe de cohomologic
R Ve \,\'__\J
k n-k
duale est la classe 3%’k . Pour X non ¢ v, on peut alors "orthonormaliser"
les vecteurs x5 dans X tels qu'on obtienne un systeéme + de n-k+1 sections
orthonormees dans ¢& sur Gn,N_Vk .
ciale K' de Gn N telle que Vi soit un sous-complexe L' de KXK' . Soit X
H

Prenons maintenant une subdivision simpli-

la subdivision duale de XK' . Le systeme ﬂf définit dans K un cocycle d'obstruc-
3 k . LY 4 ° .
tion w € wk - Ge qui reste a vérifier est alors que §>wk est dual au cycle

mod 2 porté par la pseudo-variété vy .
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