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TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE VOL. VI

Séminaire dirigé par C. EHRESMANN

MARS 1964

CATEGORIES ET STRUCTURES : Extraits 

par Charles EHRESMANN

Le texte suivant est formé d’extraits des chapitres 2 et 3 d’un livre provisoi-
rement polycopié sur les catégories et les structures qui développe un cours donné à

l’Institut Henri Poincaré (19~3-~~). Comme ce livre ne paraîtra pas avant plusieurs mois,
. nous en indiquons ici, afin de pouvoir ultérieurement nous y référer, un certain nombre

de définitions et résultats. Ce travail est un complément aux articles [ 1 ] , [ 2 ] et [3]

dont nous reprenons la plupart des notations.

1. Espèces de structures dominées.

Soit ? une catégorie pleine d’ applications et soit J la catégorie de tous les

ioncteurs ( C ’ , ~ , C ’ ) tels que fC,~,C)6?)I; soit (~~cr,?) le fondeur canonique

défini par ( C ° , 4Y , C ° ) - ( C , 4J , C).
’ 

Si C ° est une catégorie et si une sous-catégorie C i de C ° est une catégorie

d’opérateurs sur une classe ~ relativement à la loi de composition K’ , le triplet

( C’ , So, K’ ) définit une espèce de structures (au-dessus de C’ ); § si C.==C’, nous

écrirons aussi [C*,~ x’ ~ au lieu de (C’, So, ,/’). Nous désignerons par la

classe des couples ( f , z ) ~ C  So tels que soit défini et nous poserons

/~/,j?) = f z. La catégorie des hypermorphismes associée à (C*, ~ K’ ) sera notée

( C ’ ~ ~ ) ’. Soit / l’application définie, lorsque f E C ., fz, où ( f , z ) E C ’~ ~ .
Soit (!(?) la classe des espèces de structures ~==fC’,~ K’ ) telles que 

et So ~? soit Q ( ~( ) la catégorie des applications covariantes (~,(~,~P ),~)pour
lesquelles 7~~d(?!!) et ~e(Ï(?!!) soit p l’ application :

(( C &#x3E; S~ &#x3E; ~~ ) &#x3E; ( 4Y &#x3E; W~ ) &#x3E; ( C ’ &#x3E; S~ &#x3E; ~ ~ )) " ( S~ &#x3E; W~ ’ S~ )
de Q ( ~ ) dans ?, qui définit un (!(?)).
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D E F IN IT IO N . Soit ~ _ ( ~, ~., ~ ) E ~ , On dit que ( C ’ , F ) est un couple dominant

dans (03BB, £) une espèce de structures, ou que (( C ’ , So, x’ ), F ) est une espèce de

structures dominée dans ( ~, ~), si F = (~, F, C i) est un foncteur et si ( C’, ~ . F)
est un couple définissant l’espèce de structures ( C’, So, K’); on appelle ( C’, So, K’ )
l’ espèce de structures sous ( C ’ , F ) . _

Soit ~ = ( C’ , K’ ) E Q ( m )o et soit 03C0’ l’ application : z ~ e , où e E C*o et

( e, z) E C.* So.
PROPOSITION. St (m, 03BB, £) est un foncteur fidèle, (~, F) est une espèce de struc-

tures dominée dans ( 03BB, £) si, et seulement si, F est une application de C 1 C C dans

£ vérifiant les conditions :

I) Si e on a F(e) et 03BB(F(e)) = (e).
2) Si f E C et s’il existe z E So tel que K’ ( f , z ) soit dé f ini, on a:

F(f)=(Fle’),f,F(e))t e’=~(f).

Une espèce de structures dominée dans est appelée une espèce de

morphismes ( 1].

D E F INITION . On dira que S ’ est une catégorie munie d’une catégorie d’opérateurs C ’ ,

la loi de composition étant K’, si C’ ° est une catégorie d’opérateurs sur S relativement

à K’, et si S’ vérifie les conditions :

c1) Si (z’,z) ES’*S’ etsi ( f, z ’ . z ) EC‘*S, on a ..

(f,z’) EC’*S, (f,z) EC’*S et f(z’.z)= f z’ . f z .

fzo ~ S*o.
Cette définition signifie ( 1 ~ que ( C’, S, K’ ~ est l’ espèce de structures sous

une espèce de morphismes ( ’~, F ) et que S ’ * est la catégorie somme des catégories

F(e), où e ECQ.
tJn cas important d’espéces de structures dominées est celui des espèces de

structures dominées ~ar des applications covariantes, c’est-â-dire des espèces de struc-

tures domin ées dan s ( p , Q ( ~I )) .

pour que ( ~, F ) soit une espèce de structures dominée dans ( ~, ~( ~ )) il faut

et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

1) ’~ _ ( C ’ , K’ ) est une espèce de structures; soit ~’ l’ application z -~ e

de So dans où ( e, z ) E C ’* So et soit C i la sous-catégorie de C ’ ° opérant sur

S .
2) Il existe un foncteur C de C ~ vers ~ et, pour tout e E ~t’ ( So ) , F ( e ) est

une espèce de structures ( C ( e ), 7T’ ( e ), 03BA’ ( e )).
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3) Si f = a( f ) et e’ = (J( f ), alors = (F( e’ ), (G( f ), ~~ ( /~. 
-1

est une application covariante, c’est-à-dire Po ( f ) est une application de dans
-1" . 

-1 -1
77’f e’ ) telle que, si z E ~t’ ( e ) * e ) , on ait :

. Po ( f ) (gz) = G(f ) (g) ~P~( f ) (z).
A

Supposons ces conditions réalisées. pour tout e E ( C 1 )~ , désignons par F ( e )

la catégorie ( G ( e ) * 77’ ( e )). Pour tout f posons :

la catégorie somme des catégories F ( e ).

PROPOSITION. S* est une catégorie munie de la catégorie d’opéruteurs Ci relativement
A

à la loi de composition /’ ;
A « ,

f( g, z) si, et seulement si, (g,z) E F( a( f)).

R E M ARQUE. Les conditions 1, 2 et 3 n’entraînent pas que fC’, G ) soit un couple
dominant dans f~~,?) une espèce de structures. On peut toutefois se ramener à ce cas
en remplaçant G ( e) par la catégorie équivalente dont les éléments sont les couples

(?,g) tels que g ~ Gfe). 
’

Supposons de plus que fC ’, G ) soit un couple dominant dans une

espèce de structures J.L, c’est-à-dire que soit une espèce de morphismes. Soit

r. la catégorie des hypermorphismes associée à l’espèce de structures On sait

[4a] que (F* est une catégorie double, la loi de composition -~- étant définie par:

(Î~~g~) ~. (f~g) =(f~gr.g)
si, et seulement si, 1 où 6=OL~/~.

Soit ( S’, So, ~* ) l’espèce de structures somme des espèces de structures F( e),
où e ê 77’ ( S ).
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Rappelons le théorème suivant (voir [4b], p.2) qui relie la notion d’espèce de struc-

tures dominée dans f~, 8 (?!!)) à la notion d’ espèce de structures au-dessus d’une espèce
de morphismes, définie dans [ 4b ] :

THEORE ME . (Y est une espèce de structures au-dessus de

morphismes ( ,G), OM 03C0’(z) = s si 03BA’(s,z)

ffc-~~~~~F~ffr~r~;,~~~~;
est une bijection de la classe des espèces de structures dominées par des applications
covariantes sur la classe des espèces de structures au-dessus d’une espèce de mor-

CAS PARTICULIER. Soit C* ° la catégorie des couples (U’, U), où U et U’ sont des

ouverts d’un espace topologique E et L~ C L~, munie de la loi de composition entre

couples. Si (/~ (~ est une espèce de morphismes et si est un groupe (resp
un groupoide) pour tout (U, U) ~ C’o, alors G est un préfaisceau de groupes (resp.

groupoides). Si de plus l’espèce de structures  est une espèce de structures inductive

complète [ 5 ] ; C est un faisceau de groupes (resp, groupoFdes). Supposons que

[C*,~ .~*] soit une espèce de structures complètes et que ([C*,~ t~*].F~ soit

une espèce de structures dominée dans f~,LL(!/!!)). Avec les notations des conditions

1, 2 et 3 et si G est un faisceau de groupes, ~ F est un faisceau d’ensembles muni du

faisceau de groupes d’opérateurs G [6 ] .

C O U P L E D E ’C A T E G O R I E S D ’ O P E R A T E U R S ..

Soit ([C*,~ ,~*],F~ une espèce de structures dominée dans f ~,8 (?)); repre-
nons les notations des conditions 1, 2, 3, ci-dessus; supposons que,pour tout /6C,

Gf/) soit le foncteur identité de la catégorie C et que, pour tout ~ ~C’, =

20142014JL -1 - 20142014-i- . 

~

=[C , 03C0’(e), 03BA’(e)]. Alors C est aussi une catégorie d’ opérateurs sur So rela-

tivement à la loi de composition /’ : .

2014 -JL -1

f~.~-~~f~f~~ si , et seulement si, ~77-’~~.

Soit 77~’ l’application : ~-~~ si, et seulement si, /’f~,z~ est défini, sur C ;
cette application est l’application somme des applications 77’fe~ correspondantes aux

espèces de structures 

La situation précédente est équivalente à la suivante :

Soient C ’ ° et C deux catégories, ~ une classe vérifiant les conditions suivantes :

A) C* est une catégorie d’ opérateurs sur So relativement à /’ .

B) C est une catégorie d’ opérateurs sur So relativement à 03BA’.

C) Soient / ~ C et / ~C. Si /j? et /2r sont définis, les composés 
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f ( f z ) sont définis et on a : f ( f z ) = f ( f z ) .

DEFINITION. Si les conditions A, B et C sont vérifiées, on dira que (C’, ’2..1..) est un

couple de catégories d’opérateurs sur So relativement à (K’, K’ ).
Les catégories C ° et C jouent des rôles équivalents dans la définition pré-

cédente.

_ 

Soit ( C ’ , C 1 ) un couple de catégories d’opérateurs sur une classe 2. relati-

vement à ( K’ , K’ ) . Soit H la classe somme de C, de C et de S .

PROPOSITION. H’ est une catégorie admettant C ’ et la catégorie duale de C ~ pour
sous-catégories pleines, la loi de composition étant définie par

E X E M P L E. Soit [ C ’, So,K’ ] une espèce de structures et soit C la catégorie ayant
pour seul élément une unité x~ C. Alors fC’, x~ est un couple de catégories d’opéra-
teurs sur So relativement à ( 03BA’, 03BA’), où :

/’( a, ~J = z pour tout ~ ~ ~ .
La classe H est la classe somme de C, de So et de a. Dans la catégorie H* corres-

pondante, tout élément j? admet ~ pour unité à droite.

Soit K ’ ° une catégorie; soient ( K ’, p, C’) et fK ’, p, C) deux fondeurs. Soit
S la classe des triplets (’?, ~, ~ ) tels que :

? 6 ~ ~ C~ , ~ 6K , /3f~; = pf ?) et CLf ~) = ~f~) .

C ’ opère sur S relativement à la loi de composition 03BA’ :

f/,f e, ~, T~ -~ f/3f/J, ~f/~.~, ~) si, et seulement si, af/; = ? .

La catégorie duale (C )* de C opère sur 03A3 relativement à /’ :

~/,f ?, ~, ?))-~ f e-, ~.~f /~, OL~ /)) si, et seulement si, ? = /3f/~ .

PROPOSITION. fC’.fC )*) est MM couple de catégories d’opératures sur S relati-

vement à f 03BA’, 03BA’); soit H*la catégorie correspondante; ï/ existe MM foncteur (K ’, p, H*)
admettant p et p pour restrictions.

Nous aurons en particulier à utiliser la construction précédente dans le cas où

C est une sous-catégorie clé K ’ ° et ?’ = ~ .

C A T E GO R I E S D O M IN E E S .

Soit C* une catégorie; pour tout couple fc’, e) d’unités de C’, nous désignons
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par Hom ( e’, e ) la classe des h E C tels que a ( h ) = e = e’. Soit P la

sous-catégorie de la catégorie produit C ’ x C * formée des couples ( f’ , f ) E C X C tels

que /3f/~ 4~ 0 . Cette catégorie est une catégorie d’opérateurs sur la classe
C relativement à la loi de composition K’~C’~ :

((f’,f):h)-~ 

si, et seulement si, ( h , f ) E C . * c . . et ( f’, h ) E C . * C ’ .

Soit ~(C*) = (P-, C, /’fC’)) l’espèce de structures ainsi définie. Le couple définis-

est le couple ( C ’ xC*, Hom), où Hom est le foncteur de r . vers ? tel

que soit l’application : :~-./B h , f de ~o~fo.f/’~/3f/~ dans Hom ( ~ ( f’), a( f )),

pour tou t  f’ , f ) 

DEFINITION, Si est une catégorie dominée dans ( À , ~), où (m, À , ~) E~,
on dira que f C B F ) est une catégorie dominée dans ( ~ , ~ ) .

EXEMPLE. Une catégorie préadditive [8] est une catégorie dominée dans (pG,G), où
§ est la catégorie des homomorphismes entre groupes abéliens et p~ la restriction de

CONSTRUCTION D’ESPECES DE STRUCTURES DOMINEES A PARTIR DE f??, F).

1) Soit (M,y,}(,K ) une catégorie d’homomorphismes; soit (m, q q,H) le

foncteur tel que H soit la catégorie des foncteurs J{ - structurés et q sa projection cano-

nique dans H (voir [ 1]). Soit (~, F ) l’espèce de structures dominée dans (p, (!(?))
considérée au début, ( , G) l’espèce de morphismes correspondante. Supposons que

( , G ) soit une espèce de structures dominée dans (q, H) telle que G = q G et que

(~,H) soit une espèce de structures dominée dans (q,H). Supposons de plus que
H ( e ) = ( G ( e ), 7T§ , H ( e )) , où 03C0’e est la restriction de 7T’ à 77’f e ) = p F (e) = q H (e ),

soit une H-espèce de structures (voir [4c ]), pour tout e E ("C ) ’ et que, pour tout

soit une application J{ - covariante [ 4c ] , où e = a ( f ), e’ = 03B2 ( f ). Ceci signifie que

( ~, H ) est une espèce de structures dominée dans ( p pu ,CL(j{)) où (Ï(K) est la

catégorie des applications H-covariantes [4c] et pi/ sa projection canonique dans 

EXEMPLE. Si on prend pour K la catégorie des applications continues entre espaces

topologiques (resp. des applications r fois différentiables entre variétés r fois diffé-

rentiables), on obtient une situation qui généralise celle des espaces fibrés topolo-

giques (resp. différentiables), et que nous préciserons plus loin.
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2) Soit (7], F ) l’espèce de structures dominée dans f~.S(~)) déjà considérée.
Soit (!~,~,~) un fondeur. Supposons que, pour tout e E ( C 1 )Q , (F (e), N e ) soit une

espèce de structures dominée dans ( pour tout 

soit une application covariante F ( f ) entre espèces de structures dominées dans (03BB,£)
(voir [ 3 ] , p. 16). Ceci signifie que (~, F ) est une espèce de structures dominée dans

,8’(X,~)), où 8’(X,~) est la catégorie des applications covariantes entre

espèces de structures dominées dans (03BB, £) et 03BB sa projection canonique dans 

(voir [3]).

EXEMPLE. On peut prendre pour (~,~-,S) le foncteur ce cas intervient

en théorie de la cohomologie sur les catégories; la notion de faisceau de groupes admet-

tant un faisceau de groupes d’opérateurs [6] en est un cas particulier. D’autres cas

particuliers ont été utilisés dans des constructions d’Analyse ou de Géométrie différen-
tielle.

2. Suriections et projections.
Soit C. une catégorie. Nous désignerons par R fC’) (resp. la sous-

catégorie de C. formée des monomorphismes (resp. épimorphismes) de C’, par R~C’)
la sous-catégorie R ~C’)~R~C’) dont les éléments sont les éléments réguliers de
C’ .

Les conditions f ~ C, f’ ê R ~C’) et /’=/.~ entraînent g E R CC’).
A A

Soit ( C’, p, C’ ) un foncteur et soit C’ une sous-classe de C. Nous dési-

gnerons *) par et C’(C’,p). les classes des (C’,p)-injections et
A A

(C’,p)-surjections respectivement, qui sont des catégories [2] si C. est une sous-
A A A

catégorie de ~ C et si h’ est un (C’,p)-sous-morphisme (resp. (C’,p)-

morphisme quotient) de h , nous poserons *) ‘

et si (resp. ~C03B3), on a j
A

(resp. 6C~). Si f admet un inverse à gauche dans C* et si ~ ( f ) ~R~~C’~ f est une
A 

~ 
A

( C, p)- surjection f aible. Si f admet un inverse à droite dans C ’ et si (C*,p, C ’ ) est

un foncteur fidèle, f E C ’ ( C , p G .
A

PROPOSITION, Soient f’ E C et Si f’ . f est une 
A

suxjection faible), alors f’ est une (resp. surjection faible).
A A

COROLLAIRE. et 

* ...

Ces notations diffèrent de celles de [ 3 J où C ’ p ) et C ’ (et, p ) sont représentés par C 
S 
(C*, p)

( C’ , p ) et où les symboles 20142014 et ~ sont resp. notés 2014 et ..;.:: .
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THEOREME. Soient h 6 C et h’ 6 C . conditions suivantes sont équivalentes ;
A

~ h’ est MM f C, quotient 
A 

,

2) Il existe fEj C, f ~f;). 7. 7. ?f f~B /~, y, ~ ~.
~

PROPOSITION, Soi t C ’ i une sous-catégorie d e C ’ . C 1 n C ’ ’f C,p), on a
~

y 6 ). si, et seulement si, les conditions g ~ C ?f g.j 6 (J 1 entraînent

g 
« ~

Soit C i une sous-catégorie de C’ et C’ une sous-catégorie de C’ contenant

pour tout s 

DEFINITION. On dira que C i vérifie la condition re. ( o’*)) relativement à
« A «

(C’, p) si conditions j ~ C’fCB p), (resp. j 6 p)), af /J’ 6 C1 ?f
A ~

03B2(j) ~ C1 ebntrainent j ~ Ci
*

Une sous-catégorie pleine de C* vérifie la condition relativement à fC’ , ~.
~

PROPOSITION. Pour que Ci vérifie la condition a’ fCB faut ?f

il su f f it que les conditions ; .’

C’ .p~ -~ b h E C a h’ E C e t h’ E C~ ’ -2014201420142014~ ~ . ~ ~ l’ a~ ~~ ~ 1 ?~ /3 f~~ 6 C ~
h’ ~ C .

PROJECTIONS ET INJECTIONS.

Soit H* une catégorie, C* et C* deux sous-catégories pleines de ~’.Supposons

que H soit la somme de C, de C et d’une sous-classe 03A3 de H telle que, pour tout

/ 6 S , on ait CL~/) 6 C et ~3 ( f ) E C. Cette situation se présente par exemple si H ’ est

la catégorie associée (voir paragraphe 1) à un couple ( C ’, C 1 ) de catégorie d’opéra-
teurs sur 03A3. Remarquons que la donnée de H’ et de C détermine entièrement 2 et C.

Soit 0 la catégorie ayant 3 éléments distincts z , = ? = e . Il
-l

existe un foncteur ((3, Z, ~Y* ~ tel que Zfe) = C, à savoir le fondeur défini par :

~-~e si ~-~~ si et /-~~ si /~~.

D E F INITION. 072 dira ~ H est un CC, H*) - projecteur si j est une f0, 

tion telle que Z(’j) ~ e . Si h’ 6C MM f0, quotient de h 6 H, OM

dira que h’ une (C, H *)-projection de b.

Tout est un épimorphisme puisque z est un épimorphisme
de 6).

PROPOSITION. Pour 6~ soit il faut et il suffit yM?

j E C.. OM conditions g 6 S ?~ ~f~J’ = OL~ ;) assurent ?f 

seul g’ 6 X tel g’ .; = g .



9

Soit K ° une catégorie et soit C’une sous-catégorie pleine de K*. Soit C’ la

sous-catégorie pleine de K * ayant pour unités les s E K’ 0 tels que s 1 C ’ . Appliquons
la construction du § 1 aux foncteurs ( K*, t, C ’ ) et ( K ’ , ,C* ) et identifions la classe

S des triplets ( s , k , s ) tels que k E K , s = a ( k ) E C et s = /3f~~ E C à la sous-

classe de K formée des morphismes k pour lesquels a ( k ) E C E C. Soït H ’ °

la catégorie construite au §1 qui s’identifie à la sous-catégorie de K ° réunion de C,
de C et 

DEFINITION. On dira que j E K est un ( C, K’ )-projecteur si j est un ( C, 
teur. On dira que h’ E C est une ( C, K’ )-projection de h E K s’il existe un quatuor

f~B /~ 7. ~ ) ~ Q K ’ ° tel que j et j’ soient des ( C , dans ce cas, on

~osera ; h’ (~LAl2~ .
Cette définition, qui est donnée dans [ 3], coincide avec la définition précédente

lorsque K = H. Nous allons énoncer ici des propriétés des (C,K)-projecteurs non

indiquées dans [ 3 ] ..

PROPOSITION. Pour que j E K soit un ( K, il faut et il su f f it que j
soit inversible dans K ’.

REMARQUE. Plus généralement la construction précédente s’ applique même si C ’ ° n’est

pas une sous-catégorie pleine de K’ ; alors un ( C, K’ )-projecteur est soit un élément

de C~, soit un ; ~ K tel que a ( j ) ~ C et que les conditions g 6 K, = C ’
et /3 ( g ) E C~ assurent l’existence et l’unicité de g’ E C vérifiant g = g’ , j .

PROPOSITION. Soient h E K, et j et j’ deux ( C, tels que 0, ~) = 

et /3~J = OLf ;’;. Il existe un et un seul h’ tel que (h’, j’, j, 

PROPOSITION, Si j est un ( C, alors j , g est un ( C, 

pour tout g E K*03B3.
PROPOSITION. L es conditions suivantes sont équivalentes :
~ ~ (h’, 1 ’ , 1 , h ) et r /3f 7). 1 , 1 , sont des 

2) h’ est une ( C, K’ ° ) - projection de h et ( h’ , j’ , j , h ) E DK ’, où j et j’ sont des

(C, K ’ ~ - projecteurs.

PROPOSITION. Si h E K, ~’ ’ "’ ~ )~ h et h" (- C’ K ~! h, il existe un et un seul quatuor

( h’, y’, y, h ) E [j C’ tel que et y’ .

CATEGORIES A C - PROJECTIONS.

DEFINITION. On dira que K ’ ° est une catégorie à C - proj ections à C - éjections)
si C’ ° est une sous-catégorie pleine de la catégorie K’ ° et si, pour tout e E il existe

un ( C, K ’ ) - projecteur j tel que 03B1(j) = e (res p. un ( K ‘, C ) - éj ecteur j tel que

= e).
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, 

Soit K ’ ° une catégorie à C - projections. Soit K ’ ) la sous-catégorie de
ù K ° formée des quatuors (h’ , j’, j, h) tels que h ’ ‘ E C et que j et j’ soient des ( C , K ’ ) -

projecteurs.

PROPOSITION. ~_ f KB ~, U(C, K ’~, (h’, j’, j, h) == h, est un foncteur défi-
nissant K ’ comme catégorie quotient strict de (voir[2]),

Soit p~ la relation d’équivalence sur associée à ~ , qui est définie

par :

7’/~ ~~ ~ ~B ~. 7. ~J’.

Soit P l’équivalence de K ° sur la catégorie quotient strict LfC, K ’ )/ p de U (C K* )

par /3, , définie par :

__ 

h -~ (h’, 1’ , 1 , h ) 

THEOREME. Supposons que C ’ vérifie la condi tion :

(0) Tout trio ( g, g, f ) de C ’, où f E C~, , , est contenu dans un quatuor de ( C’;C, C,~ ).
Pour tout h E K, re présentons par classe des ( C, de h .

Alors C ’ admet une catégorie quotient strict C* la relation d’équivalence g si

= 03C3(g’), dont les unités sont les saturantes des unités de C ’ dans C’ ; de plus
est une py - surjection dé f inissant C* ° comme catégorie quotient strict

de K -.

PROPOSITION. Un f oncteur section 03A0 de 03C8 est une équivalence de K ’ ° sur une sous-

catégorie de U(C, K ’ ); tout autre foncteur section 03A01 de 03C8 se déduit de 11 par une

équivalence naturelle. Soit 7T l’application de K dans K telle que (03C0(e)) =
pour tout e E K~; alors f/3 n, 7r) est un foncteur naturalisé.
PROPOSITION, Soit 03C0 une application de K* dans la classe des 
telle que ( e )) = e pour tout e E K*. Il existe un f oncteur naturalis é ~t ) tel

que ~(h) (C’ ~’ ~/ ~ pour tout h E K et f77f~ ~ ~(~(h)), 7~~ 0 f~J~, /~)
dé f init un f oncteur section de 

DEFINITION. Une application 03C0 de K dans la classe des ( C, K’ ) - projecteurs telle

que e = pour tout e E Ko sera appelée ( C, K ’ ) -projection naturali sée; le 
teur naturalisé ( ~ , 77 ) correspondant sera foncteur ( C, K ° ) - projection natura-
lisé associé à 77 .

~201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014
Dans une catégorie C’on appelle saturante d’une sous-classe B de C la catégorie engendrée dans C’ par

la classe

f ~ K, on pose
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IMAGE D’UNE PROJECTION PAR UN FONCTEUR.
A A

Soient ~( ’ et K ’ deux catégories, C ’ et C ’ des sous-catégories pleines de K ’
A A A

et K’ respectivement. Soient P ( C, K’ ) et P (C , K’ ) les classes des ( C, K’ ) projec-
A ..

teurs et des (C 1 K.) - projecteurs, Ef K’, C) et Ef K’, C) les classes des fK ’, C)-
A A

éjecteurs et des fK’, C ) - é;ecteurs.
- A ’ A

Soit p = ( K’, p, K’ ) un foncteur tel que p ( C ) CC; soit p03B3 la restriction de

~ à C~, .
PROPOSITION. Soient j et j’ deux (C, tels que a (j) = a(j’’) et

A 
~.

p(j) = p(j’). Si (C*03B3, py , C*03B3) est de 03C0lus un foncteur bien et est
A

un épimorphisme de K’, on a j = j’ .
A A A

PROPOSITION. Si f ~ K est telle que ~( f ) EC et K’~
*~~ A A A t A

on a f ~ P ( C, K*). Si p (C) = C et si les conditions k E K et a ( k ) E C entrainent
A A A

~ ( k ) eC, 1 les relations j E P ( C , K ’~ et p ( j ) E R d ( K ’ ) assurent est une
A

( K, ~ ~ - surjection.
_. 

A

DEFINITION. On dira est un foncteur (C, C ) - compatible avec les projections
I6 A A A

(resp. les éjections) si P fC, K’) E(K’, C)).
A

PROPOSITION. Soit p un foncteur (C, C)-compatible avec les projections ; si h’ est

une (C, E K, on a p(h’) K),
A A A

Supposons que K* soit une catégorie à C - proj ections (resp. C - éjections).

Soit 03C0 une (’C,K’)-projection (resp. naturalisée et (TI, 7T) le
A

foncteur naturalisé associé 

DE FIN IT 10 N. ,B On dira - que 03C0 est une (C,K’)-projection (resp. (’K’,C)-éjection) natu-

ralisée appliquée par p sur 03C0 si 03C0 est une (C, (resp. fK’, C ) -éjection)
. 

A - 
A 

y

naturalisée telle On dira que p est compatible avec C ) existe
A

une (C, (resp. CK’, C)-éjection) naturalisée 77 appliquée par p sur 03C0.
A

Si on suppose le foncteur ( C.~ , py ~ c00FF) bien fidèle, il existe au plus une
( C, K ’ ) - proj ection (resp. fK’, C ) - éj ection) naturalisée appliquée par p sur 7T .

PROPOSITION, Si 7T est une (resp. naturalisée
20142014 A 

.

appliquée par p sur 77 et si fn, 77) est le foncteur naturalisé associé à 77, .’

PROPOSITION, Si p est compatible avec C), alors p est un foncteur (C, C)-
compatible avec les projections (resp. les éjections).

*) Un foncteur (K*. q,K* ) est bien fidèle si les conditions: = a.( k 2) et 

entraînent k 1 = k 2 .
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3. Applications des projections : Produits et produits fibrés.

PRODUIT DANS UNE CATEGORIE.

Soit C’ ° une catégorie. Soit g une classe de classes (qui peut être réduite à un

seul élément I). Soit ~fC ’) la catégorie dont les éléments sont les familles 

où f I E C et I E 9, munie de la loi de composition suivante :

si, et seulement si, J = I et f/’, fi) E C’,~ C pour tout i E 1.

En particulier si § admet I pour seul élément, ’§ ( C’ ) est la catégorie produit C ;dans
le cas général, ~( C’ ) est la catégorie somme des catégories C’~, où 7 ~~ .

Soit £ ( § ) la classe des couples (( f I )t £ I, e ) tels que et

a ( fi) = e pour tout i E I . C * opère sur I (g) relativement à la loi de composition x’1 :

si, et seulement si, e = /3f ~ ~.

9 fC ’) opère sur ~S(~) relativement à la loi de composition K’ :

si, et seulement si, I = J et f t ) E C ’ * C ’ pour tout i El.

De plus (~fC*), C * ) est un couple de catégories dl opérateurs sur ~ ( ~ ) relativement à

( K’ ,KI1). Soit 7V ’(!)) la catégorie correspondante ( § 1) et C ’ ° sont des

sous-catégories pleines.

DEFINITION. Un (H*(g), C ) - éjecteur e ) est appelé g-produit naturalisé*)
dans C ‘; une de est appelée g-produit dans C . de

On dit que C ’ ° est une catégorie à g-produits si H *(g) est une catégorie à
C - éjections; une application (resp. un foncteur) ( H ’ ( ~ ), C ) - éjection naturalisée est

appelé application (resp. foncteur) § . produit.
est la classe de tous les ensembles finis, non vides, d’ entiers, une catégo-

rie à ~ - produits sera appelée catégorie à produits f inis.

P RO P OSITION . cg, (( f i )i ~ I, e ) est un ~‘ - produit dans C ‘ si, et seulement t si,

c ’est produit dans C ’ ° tel que I E ~’ .

Nous supposerons que toutes les classes I d’indices considérées appartiennent
à une même classe de classes, qui contient avec une classe toute ses sous-clas-

ses et qui admet pour élément tout ensemble fini d’entiers; ainsi 9 désignera une sous-

classe de mo. Nous désignerons par PfC ’) la classe de tous les mo-produits. En
vertu de la proposition précédente, on peut dire produit au lieu de ~- produit, ou de

*)La notion de produit naturalisé dans C ’est équivalente à celle de produit dans C * au
sens de [7], texte auquel nous renvoyons pour d’autres propriétés du produit.
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m - produit.0

PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes:
I ) h est un produit de ( h i ) i ~ I dans C ’ .

2) Il existe ((h,, f’., fi,h)iE I ,hm) et ((f’. ~ ~). E P ([[JC .).

COROLLAIRE. Si h ‘ et h sont deux produits de ( h i ) i E I dans C. i l existe y E C. et

y’ E C*03B3 tels qu eh’ . y = ’y’ . h .

Soit C. une catégorie à g - produits. Soit (TI, 7T) un foncteur g - produit naturalisé.
On posera:

EI) I hi i Ou hi)i~n) = h 1X ... Xhn.
Soit eÎ Z E C. 0 pour tout i E I et EI) _ ({pi)i ~ I’ e); , on appellera pi z la projec-
tion canonique de II ei sur et. Si gi. ’. E C, a(gi) = e’ et R(g ,) = ei pour tout i ~ I,

t£I 
z t Z l fJ z t 

’

nous représenterons par ( gi i ] E I 1 ,..., si I est fini) l’unique élémen t de

C te 1 que:

i pour tou t i EI.
A - 

_

Soit ( C’, p, C*) = p un foncteur; soit p03B3 la restriction de p à C*03B3. p s’étend
- A

en un foncteur g (p) de H. (g) vers H ’ (g) en posant:

~(~) ((h1)i EI) - (~(hi))i EI , oi,. hiE C ,

~(~) ((f i)i EI’ e) ((~(fi))i ~(e))~ 0’) f i E C et e = a.( f~).
A

PROPOSITION. Si (C*03B3, p03B3, C*03B3) est de plus un foncteur bien fidèle les conditions

~(fi)=~(f Î)~ et
A

DE FIN IT 10 N. On dira que p est compatible avec les q-produits si on 
est une application g- produit naturalisé dans ê., on dira que p est ;,- compa-

A

tible s’il existe une application g- produit naturalisé 03C0 dans c. appliquée sur 7T par

g(P).
PROPOSITION. Soit 7T) un foncteur g-produit naturalisé dans C. et supposons que
- A

p est 77- compatible. Il existe un foncteur g- produit naturalisé (TI, 7T ) dans C. tel que;

p(É I hi) = p(hi) st hi E C.
Si g1 i EC et a.(g1)=e’ pour tout i EI, ona: 

A .".

PROPOSITION. Si C. et C. sont des catégories à produits finis et si p est compatible
avec les { 1, 2 } - produits, alors p est compatible avec les produits finis.

A A

THE 0 REM E . Soit 03C0 une application produit fini naturalisé dans C. et soit 7T 2 sa
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restriction à C*o X C*o. Si p est 7T 2 . compatible et si (C*03B3 , p03B3, C*03B3) est une catégorie
d’hypermorphismes saiurée, alors p est 7T- compatible.

Soit f C ’, p, C’ ) un foncteur fidèle (respectivement soit ( C’, p, C’, C’ )A ~
une catégorie d’homomorphismes). Soit 77 une application produit fini naturalisé dans
w 

- A

C’ . Pour que p soit compatible avec les produits finis (resp. soit 7T- compatible), il

faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées, où si ~C’, i = 1, 2 et

03C0(p(s1),p(s2))= ((p1,p2),e):
1) Il existe S 2 ~ C*o tel que p ( s 1 X s2 ) _ P ( sI)  p(s2);
2) Il existe ~t 1 ê C tels que = s i x s2 , /3f ~p == st Z et = 

3)Si il existe [ ~ ~, R 2 ] ~ C tel que :

g2 ]) = s’, 03B2([g1,g2 ]) = s 1 et p([g1,g2 ] ) = °

PROPOSITION. Soient C’ ° et c. ° des catégories à {1} - produits. Si p est compatible
avec les {I} - produits et si on a j E C . ( C , p)-pour tout i E I, tout produit de 
est une ( C , p ) - injection.

CATEGORIE D’HOMOMORPHISMES A PRODUITS AU-DESSUS DE m.
Soit ? une catégorie pleine d’applications telle que mo contienne avec une

classe toutes ses parties, avec 2 classes leur produit. Soit le foncteur produit
naturalisé dans ? tel que :

. 

~~~Mt)i ~ j) ’ «Pi&#x3E;1 où 
E I 

= 

xi.

DEFINITION. Soit p,H) un foncteur et soit s= 6 K ; on dira que (si)j~I admet

pour produit dans p, H) et on posera ; S = FI s., si lm

produit naturalisé de dans H tel soit la projection canonique de
sur 

Soit (m,p,H,.) une catégorie d’homomorphismes.

PROPOSITION. Si s si admet un produit S) dans (m, ~,~) et
. s’il existe s S p S tel que p ( s s) soit la diagonale 0394 de p ( S ), il existe 03B4 ~ H03B3 tel

que = s, /3( Sj’ = s$ et :

= 

DEFINITION. Soit s E Ho; si admet un produit j, S) dans (~, p, J{) et

s’il existe s 8 tel que p ( s s ) soit la diagonale de p ( S) on dira que s s est une

structure diagonale de (s)i~l et on appellera l’élément 03B4 de dont 1 ’existence est

assurée par la proposition ci.dessus, l’isomorphisme diagonal de 
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PROPOSITION. Supposons f?n~,K,.~ résolvante à droite (resp. saturée). Si f~~ ~
admet ((pi)in, S) pour produit dans existe une structure diagonale s 8

 n’ °

PROPOSITION. Soient s E K et ~’ E }( . Supposons que ( f 
et ~~’~ ~; admettent

des produits ((pi)i~I, S) et E , S’ ) dans (m, p, H) et des structures diagonales
s03B4 et Si respectivement. On a si, et seulement si, Sp S’. Soit 03C1 une rela-

tion d’équivalence existe j que ci (y) = ~, /3f/) = S’ et

~(;) = 11 /3, alors s’ est la p - structure quotient de s par p [2 ] .

DEFINITION. On dira que la catégorie d’bomomorphismes (m,p,H,.) est à produits
finis si est un foncteur on munit toujours H du foncteur
produit naturalisé (!’!, 03C0) tel que 77 soit sur 7T par g(p).

Cette définition est équivalente à celle donnée dans [ 1 ] , II.

PRODUITS FIBRES.

Soit C’ ° une catégorie et ~ une classe de classes. Soit ~( uC ’) la catégorie

des familles la sous-classe de ~( 8C’) formée des familles

f telles que 7 6 S) et /3~f ==/?’ f ~ .) pour tout ~ ,. j 6j~. Alors 0’~ C ’ , ~ ) est

une sous-catégorie de ~( 8 C’ } et nous identifierons sa classe des unités à la classe

des familles , de C telles que /3( /J = e pour tout x ~/.

Soit S ( ~ ) la classe des familles ~ ~ ., /.) . ~ . telles que :

f . 1 E C, h ~ E C et h . , 1 f . 1 = pour tout x, ; E 1.

Q *f C*, g) opère relativement à la loi de composition K’ :

C * opère sur relativement à la loi de composition 

si af/~=~f~.
De plus f Q*( C*,g), C *) est un couple de catégories d’opérateurs relati-

vement à ( K’ , K’1 ) , ° Soit ~’fC’~) la catégorie correspondante, dont 0’fC’,~) et

C ’ sont des sous-catégories pleines ( § 1).
.

DEFINITION. Un (H’( C’, g), C)-éjecteur (hj,fj)i~I est appelé un !)-produit fibre
naturalisé de dans C -. de est appelée

un g-produit fibre de dans (hi,fi)i~I est un g-produit fibré naturalisé
dans C*, ’ on dira que / ) est une !!- somme fibrée naturalisée dans C’.

PROPOSITION. Si g’ C !!, un g-produit fi bTé naturalisé dans C’ ° tel que
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I E g’ est un g’ - produit fibré naturalis é dans C’; en partieulier, c’est un {I} - produit

fibré naturalisé dans C ’ .

Comme plus haut, nous supposerons que toutes les classes g sont des sous-

classes de mo .. Nous dési gnerons par V( C’ ) Ia classe des mo- produits fibrés natura-
lisés dans C’ ° et un élément de V( C’ ) sera simplement appelé produit fibré naturalisé.

PROPOSITION. Pour que (( fi)i~I, e) soit un produit naturalisé dans C’, il faut et il

suffit que ((a, 03B2( fi)), soit .un produit fibr é naturalisé dans la catégorie C’ °

obtenue en ajoutant à C’ un Ø - produit a  C la construction du § 1).

P R O P O S IT IO N . On a (h, f ) E V ( C’ ) si, et seulement si (,h, f ) E C* C’ et f E C*03B3.

PROPOSITION. Supposons qt = (k’, hi, kt ) E []C*
° 

pour tout i E j et kt E Rg(C’),
Les conditions ( k= , E V ( C ’ ) et h 1, fi = hl , f l pour tout i, j E I entrainent

(ht, fi)t f j E V(C’); ’ en particulier si qt 1 C’)y , on a (hi, ~I 
E V(C’) si, ’ et

seulement si, ( ht, kt , f ~ E V ( C’ ).

P R 0 P OSIT IO N . Les conditions suivantes sont équivalentes :

I) k est un produit fibré de ( qi )i~I dans C ‘.
2) Il existe (q~~(k~, f ’~~ E V(CDC’) et (~8(q.), ~ f’,8). ~ tEI E V(CDC’),
T H E O R E M E . La classe V’ ( C ’ ) des quatuors ( h 2 , h 1, f 2 , f 1 ) tels que l’on ait

( 
1 ~ 2 E V ( C’ ) est saturée de m C’ . ° 

_

D E FINIT ION. On dira que C ’ ° est une catégorie à ~ - produits fibrés si H ’ ( C ’ , ~ ) est

une catégorie à C - éjections; une application (resp, un foncteur) (H’(C’, g), C)-
éjection naturalisée est appelé application (resp, foncteur) g-produit fibré naturalisé
dans C’.

est la classe de tous les ensembles finis d’entiers non vides, une catégorie
à g-produits fibrés sera appelée catégorie à produits fibrés finis.

Soit C ’ ° une catégorie à g- produits fibrés ; un foncteur g- produit fibré naturalisé

sera généralement désigné par ( V , v) et on posera :

V(( qi)i ~ I) = V q= ou n) = ql V...V qn .

Soit h ~ E C et ~3 ( h ~ ) _ ~ ( h 1 ) pour tout i , j E 1. Si on a :

v((h~)~ ~’~)i 
on appelle vt la projection canonique de V hi dans a.( hÏ ) et on désigne souvent cette

projection par vÏ( hl )l E t . Si gt E C et ht , g= = hj . gj pour tout i , j E I, l’unique élé-

ment g de C tel que f t . g = gi sera noté 1 i E I .

Soit ( C*, p, C ’ ) = p un foncteur ; soit p03B3 la restriction de p à s’ étend
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N _ !v 1v w

en un foncteur g( p ) de H ’ ( C*, g) vers H ’ ( C*, g) en po sant :
S~ ~q~)~E,EQ’(~’~~)

g(p) ((h., t , ft .). tEI ) _ (p(hi), p( ft .)). iEI , si (h., t f t .), ~ I ~03A3(g).
PROPOSITION. ° Si (C,~, py, C~, ) est de un ’°’ bien fidèle ~ les conditions

E V(C’), (bt, f E V(C’), p( ft) - p( f ’i) pour tout i E I

et (~(ht), E V(C’) entraîn ent ft = f i.
DEFINITION. On dira que p est compatible avec les g - produits fibrés s i on a :

g( p ) ( V ( C ’ )) C V ( C ’ ) . Si v est une application g- produit fibré naturalisée dans C ’ ,
on dira que p est v- compatible s’il existe une application g- produit fibré naturalisé

v dans C’ telle que vg(p)o = g(p) v , et on dira que v est appliquée par p sur v .
w 

° 

w w

T H E 0 R E M E . Soit v une application g- produit fibré naturalis é dans C ’ ° et soit v2 sa
’ 

w w w w w w ~ w
restriction à la classe des ( h 1, h 2 ) E C X C tels que 03B2( h 1) = 03B2( h 2 ). Si p est v2 -
compatible et si ( C00FF , p03B3, C00FF ) est une catégorie d’hypermorphismes saturée, p est
w 

J/ Y Y 
,

v- compatible. 
’

w ....,

PROPOSITION. Soient C’ ° et C’ ° des catégories à { I}- produits et supposons p compa-
tible avec les {I}-produits, Si on a qt = ( k’, h’i, hi, ki) E p C’ ° et si k’ et kt sont des
( C , p ) - injections pour tout i E I, alors tout produit fibré de ( qi est une ( C , p ) -
injection. 

’

Soit m la catégorie d’applications déjà considérée, Soient h i des applications
de M= dans M , où i appartient à une classe finie 1. Alors ( h ~ )t E I admet pour produit
fibré dans m la sous-classe v Mi de 03A0 Mi ’ ayant pour éléments les tels

que :

h=(xt) = hj(xj) pour tout i, j E I ,

la projection canonique vt = EI 
étant la restriction de pi à 

i VMi, où pt est

la projection canonique de 
i 03A0 M= ’ sur M . Nous désignerons toujours par ( V, v) le

foncteur produit fibré naturalisé tel que :

~ 

E I 
"

DEFINITION. Soit p, C’) un foncteur et soit ht E C, ~(ht) _ ~(hj) pour tout

i , j E I . ~n dira que ( est un produit fibré n aturali s é dans ( ~I , ~, C ’ ) si

( ht, f E I 
E V ( C’ ) et si p ( f t ) = vt ( p ( hi ))i E I. 4n dira qu’une catégorie d’homomor-

phismes ( ~î, ~ , C ’ , C00FF ) est à produits fibrés finis si ( ~, p , C ’ ) est v- compatible.

T H E ORE M E , Supposons que p = ( C’, p, C*) soit un foncteur fidèle et soit ht E C
tel que 03B2(hi) = 03B2(hj) pour tout i, j E I. Supposons qu’il existe un produit naturalisé
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w

de dans C. tel que l’on ait EP(C.) et
w w

qu’il existe (p(h~), E j 
E V(C’). Four qu’il existe (ht, v=)i EI E V(C’) tel que

A A

p ( v; ) = vt, il faut et il su f f it qu’il existe une ( C, p ) - injection k telle que a, ( k ) = S
.

et p( pt). p(k) = vt; dans ce cas, on a (ht, pi.k)t Et E V(C’).

COROLLAIRE 1. St 
. (m, p, C’, C,~ ) est une catégorie d’homomorphismes résolvante

à droite et à produits finis, c’est une catégorie d’homomorphismes à produits fibrés f inis.

COROLLAIRE 2. (m, j{, .), (m, py, j{’ , .) et (m, ’J , ,) Sont des catégories

d’homomorphismes à produits fibrés finis.

PROPOSITION. Soit 
J une famille de catégories. Si (hji, fji)i ~ I est un produit

fibré naturalisé dans C 1 ~, pour tout j E I, on a ;

H ,Î )tEI Ev( j I~ E ~ ca). 1
De plus les projections canoniques p . _ ( C : , p ., II C ~) sont compatibles avec les1 1 1 ~EJ J

produits fibrés.

COROLLAIRE. Si Cl est une catégorie produits fibrés pour tout j E J , alors 03A0 c:
est une catégorie à g- produits f ibrés. 

jEj

COROLLAIRE. Soit C: une catégorie, où j E J. Si on a (( f Î )t E r, el) E P ( C 1 .’ ) pour tout
j ê J, on a F = ((( f i )j E J )i ( el )j E j ) E p ( C’ ). Si C a est une catégorie 
1 E r

produits, II C: est une catégorie à ~- produits et~ pj est un foncteur compatible avec

les g-produits..

THEOREME. Soit (q.).E E Q ( ’J , { JI), où qj=(03A6’, Hj, Hj, 03A6j) et 03A6j=(K*j,03A6j,K*j).
- w

Soit ~ = V qj. Soit Hl la restriction de Hj à la sous-catégorie KS = K: (K ., ~ .)~, . .jEJ J J 1 1 1 1 1

Les conditions:

( fj)1 E lE V H~ et Hj( fl) E 1 1 j EJ 1 1 1

,. - 

entrainent ( fl)j E~ E( V Hj) ( V Hj, cI» .. De même si Ht est la restriction de H.Il ~E~ 1 jE] 1 -’ 1 1
A

à 
, les conditions (f’j)j~J E V Hij et Hj( f ’.) ER (03B1(03A6’)) entrainent

J ~ 

~ J 1 lEJ 1 J l â
A -

que (f’j)j E J est une ( V Hj, 03A6) - injection.1 1 1

COROLLAIRE. Soit Hj = ( C . , Hl, K*j) un foncteur, pour tout j E J. Soit (Hl,vj)j E J ~ V(F).
Si f l est une ( C , Hj)- surjection (resp. injection)- et si Hj( = f E Rd( C.) (resp.
E Rg( C.») pour tout j EJ, alors f = ( f j )j ~ J est une ( Kj , vj)-surjection (resp. injec-
tian et f est une ( C , H . v . ) - surjection (resp. injection).
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REMARQUE. Avec les notations précédentes, une (C Hj vj ) surjection peut ne pas
être de la forme ( f j )j E J , où f j est une ( C , Hj)- surjection pour tout j E J .

-

T H E 0 R E M E . Soit H. = ( K ’ , H ., K*j) un foncteur et soit Cl une sous-catégorie pleine
de K*j pour tout j EJ. Si f j est un ( Cj, K*j)-projecteur et si Hl ( f j ) = f 
pour tout j E J , alors f = ( f ) . E est un ( V H’., V Hj)-projecteur. Si f ’. est un1 J J lEJ 1 lEJ 1 1

.

( Kl , Cl ) - éjecteur et st Hf ( f j ) = f E Rg( K ’ ) pour tout j E J , ( f’j)j E J est un ( V Hj,
V 

1 

Hl ) - éjecteur. On désigne par H’j la restriction de H. à Cj . 
, 1 

COROLLAIRE 1. Soit Hj = ( C’, Hl, pour tout j EJ. Si on a ((pji)i E j,el ) EP (C’ 1 ),
si Hj(pji) = pt et si = pt.g’ pour tout i EI entraîne g = g’, alors on a :

(((pji)j~J)i~I,(ej)j El) E P ( . V H.).J l ,Î jEJ 1

COROLLAIRE 2. Sott H. _ ( C . , H., C ~ ) E~~, c. = ’YJ H., h~ _ E C,
_ ~ 

l 1 1 1 J 1 Z Z 1 J
f i = ( f i ) ’ E J E C et o’j = (hij, fji)i~I E V( C’ ) pour tout j E J . Si les conditions

Hj ( f i ) , g = H . ( fji). g’ pour tout i EI entrai"nent g = g’ , alors on a: w = ( b=, fi)i E I E V (C ’).
COROLLAIRE 3. Soient H . _ ( C ’ , H ., C ’ ) des foncteurs 7T- compatibles, où 7T est une

application g- produit (resp. g- produit fibré) naturalisé dans C ’ . Si on a (H 1 ., ;;.). 1 1 e E V(F),
r .

le foncteur Hj. vj est 7T - compatible.

TH’EOREME. La catégorie des applications covariantes entre espèces de struc-

tures ( C’, So, K’ ) telles que C ~ mo et S E mo, est une catégorie à g - produits fibrés,
si m est une catégorie à g-produits.

N

.Soit (î (m) la catégorie des homomorphismes entre catégories d’homomorphismes,
A

dont les éléments sont les quadruplets (~I 1, F I, F, TI) tels que II = ( C . , H, C . , S ) et
A

TI1 = ( H 1, Ci, S 1) soient des catégories d’homomorphismes et que l’on ait:
A A 

I

(( C i , H 1, C 1 ), F, ( ê . , H , C . )) E 0 ~ ,
la loi de composition étant définie par:

(TI 3’ F 3’ F 2 ’ TI2 ) . (TI l’ F1, F , TI) = (TI 3’ F3.F~, F 2 . F , TI)

si, et seulement si, II 
2 
= TI 1 .
N

et (m) est équivalente à la sous-catégorie pleine de (î (m) ayant pour objets les II tels

que C = S .
N

THE 0 REM E . Si m est une catégorie à g- produits, G (m) est une catégorie à g- produits
N

librés, de même que la sous-catégorie pleine de (t( m) ayant pour objets les catégories
d’homomorphismes saturées.
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4. Extensions de foncteurs et élargissements.

DE F IN ITION. Soit p = ( K ’ , p , H ’ ) un f oncteur. On dira qu’une sous-classe F de K

est p - admissible si elle vérifie les conditions suivantes :
. 

2) Si f E F, la condition f , g1 = r, g 2 , où gj E P ( H ), entraine g 1= g 2 .
La condition 1 entraîne 

Soit Ka (resp. la clas se des couples ( F , p ) , où p = ( K ’,?, H ’ ) tels

que F soit p- admissible et que ( K’ , H. ) soit un foncteur fidèle (resp. bien

fidèle, c’est-à-dire tel que deux éléments de ayant même source et même image

par Py sont égaux), Py étant la restriction de p à H*03B3. Soit S’o la classe des triplets
( F, C, q) vérifiant les conditions suivantes :

1) q = fK ’, q, H* ) 6 3F et ( K’, est un foncteur bien fidèle.

2) C ’ ° est une sous-catégorie pleine de H* , et H 
° 

est une catégorie à C - éjec-

tions ; on a C)) C F, en désignant par E ( H . , C) la classe des f~ ’, C )-

éj ecteurs.

3) F est une classe fK ’.~~ , C’ )- admissible.

THEOREME. Soit et p’ = (K*, p, H*). Il et 03C3 ~ F

véri f iant les conditions suivantes :

1 ) H, (K*, p, H*)) N et a = (H*, a, H’) 
N 

est une pF-surjection.
2) Soit F = E ( H . , H ) et s E H*o; la restriction de p à F , s est une bijection

sur 

3) Si ( F, p ) est une équivalence.
Soit la catégorie des quadruplets ( k, f’, f, h ) tels que :
’ 

(k, f’~ f, ~(h)) E 0 K . , f’ E F, f E F, h &#x3E;

la loi de composition étant définie par :

si, et seulement si, f 1= f’ et = /3~).

La catégorie H ) opère à droite relativemen t à la loi de com-

position :

( k , /B /, ( h , g’, g, h1) = (k, l’ . p(g’), f.p(g), h 1).
H’ ° est la catégorie quotient de par la relation d’équivalence p dont les classes

d’équivalence sont les classes d’intransitivité de l’espèce de structures correspon-

dante; p est l’application :
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et 03C3 est le foncteur défini par :

h -~ (h, ~3(h), af~;, ~ J 

DEFINITION, Soit (F,p)~So; X(F,p) sera appelé l’extension canonique de f F, p);

le foncteur o’" sera r équivalence canonique associée de H 
‘ 

sur H*.

Soit $ la catégorie dont les éléments sont de la forme (p2, p1, U) où:

= ~ = ~ ’ ~ ~ ~ = ~2 ~’ ~ ~’ ~i~ ~ D?. ~’(F1)~~F2~
la loi de composition étant définie par :

~ ~2 ~ p~n ~~ -~2 ~ ~r U) _ ~2 ~r Ur ©U)
si, et seulement si, p’j = p2.

La classe des unités de &#x26; est identifiée à la classe S .
Soit §’ la catégorie dont les éléments sont de la forme ( q 2 , q 1, ~~ où :

et 03A6 est un fondeur ( C2 , C.)-compatible avec les éjections,

la loi de composition étant définie par :

(q’2, ~1’ ~~ -~ ~2 ’ ~1~ ~ ~ = ~ ~2 ’ ~1~ U’ CDU)

. 

si, et seulement si, y’ = ~ .
La classe des unités de §’ est identifiée à §’ et l’élément ( q 2 , q 1, L~~ sera aussi

désigné par le symbole ( q 2 , 03A6’, 03A6, q1).
Soit §" la classe dont les éléments sont de la forme ( p, . 03A8’, 03A8, q 1) , 

~ _ (F, p) (F1, C,, ql) F

etf~,~B~,~.~~D9’, q’ 
1 
désignant la restriction de q 1 

S opère sur S" relativement à la loi de composition / ’ :

r~~~f~~’~.~h~~~~~~~~~~’.~’~.~~i~
et la catégorie duale §’ * de §’ opère sur §" relativement à la loi de composition /’ :

((q2,~’~~,qlJ~(p,~~,~,q2~)-~(~~~’.~’,~.~~,q~~
où ~ . 

1 
est la restriction à C i et q t = f F 1, C i, 

(S, S’*) est un couple de catégories d’opérateurs sur S" relativement à (/’,/’).

Nous désignerons la catégorie correspondante (voir §1) dont 0 et o’ sont des

sous-catégories pleines; l’élément ( ~ , ~ ’ , ~, q 1 ) de S" est un morphisme de
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source ~., de but ~.
THEOREME, § est une catégorie à et ï7 un foncteur f §, S’)-
éjection naturalisé ( X , f ) tel que, pour tout $ E So, on ait f ( $ ) = ( $ , K ° , y, X ( 1 )) ,
0ù X(p) est l’extension canonique de p et 03B3 l’équivalence canonique associée.

N -

DEFINITION. Un (S, S’)-éjecteur sera appelé extenseur. Une (S, S’)-éjection de
sera appelée extension de m, ou extension de U à ( F 2 F ) 1 si m = (p 2’ Pl, U)

. -

et ~i = ( Ft, 
.. --

Si m = ( p2, p1, U) E S et U = (p2 ,03A6’,03A6,p1), l’extension canonique X ( m )
de m est l’élément ( X (p 2 j, 03A6’,03A6,X ( p 1))’ est le foncteur défini par l’applica-
tion :

(k, f’, f, h) mod (~’(k),~’( f’), ~’( f ), ~(h)) mod p2 .

PROPOSITION. Pour que q=(F,H, (K’,q,K i ))ES’ soit une extension de 
il faut et il suffit que les condit ions suivantes soient vérifiées:

Ij Pour tout s ~ Hô, la restriction de q à F l.s, oû F 1 
= E( K i, H ), est une

bijection sur F. q( s ),

2)Si et si Ep(K’;F, K), iI

existe un et un seul k 1 E K 1 tel que q ( k ~ ) = k et (k ~, ~’) E p Ki.
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....-....... ,,----

COROLLAIRE 1 (transitivité verticalej. ,SOit ~?=(F,t?)EUa,p=(K’,~,H’),(p, K’,y,(F,C,q))
un extenseur et F = E(a(q), C). Soit ~’ _ (H’,~’, L’) E~ tel que H. = p’(L’j et

0 0
- _ _ _ ~ ~ -....-...- --- --

que ~00FF soit bien fidèle. Si ( F, L , q’ ) est une extension de ( F, ~., p’), alors (F, L, q , q’)
est une e xt en si on de (F,~.p’) où ~=(tx(q),t,C’).~~.

- - - - - ~

COROLLAIRE B2. Soient m =(( F, ~), K’, y, (F,C,q)) et ml = (( Pl’ q), K’,yl,(Fl,Ci,ql))
deux extenseurs. Pour que ( F" , yl l( C ), q 1 ) soit une extension de ( F" , ~b ), il faut

,

que F n F 1 C K.00FF et F" = F 1 . F .

PROPOSITION. Soit ( F, L, q) une extension de ( F, ~) Si p est un foncteur
- - -

fidèle, q est fidèle. Lorsque p est bien fidèle, q est bien fidèle si, et seulement si,

les conditions fI EF, hi EH, a.(hI) = a(h2 ) et f2.p(h2)assurent
l’existence d’un g E H.00FF tel que a ( g ) _ ~ ( h 2 ) et f 1 = f 2 ~ ( g ).

PROPOSITION. Soit ( F, C, q) une ex t en si on de ( F, ~) E S 0’ où p = ( K’, ~, H . ), et
supposons que les conditions f E F et 03B2( f 1 ) _ 03B2( f2) entrainent qu’il existe ,g E F

- _ _

tel que F . g C F et f 2 = f l. g (resp. g E H,00FF tel que f 2 = f l. p ( g )) , Alors q y est

une catégorie d’hypermorphismes (resp. q est une catégorie d’hypermorphismes si p en

est une).

N

THEOREME. Soit ~ une catégorie d’applications à ~- produits; ~ est une catégorie à

g-produits et S et S, sont des catégories à g,- produits fibrés. Soit mt 1 une extension de
mt E S pour tout i E I; alors II mi est une extension de II mt et, si 03B2(mi) =1 

tEI 1 
~EI 

z % 1

pour tout i, j E I, V mt est une extension de V mt, où I E g.

DEFINITION. Soit C. une sous-catégorie d’une catégorie K’. On dira que K’ est un

élargissement de C. si C. est pleine dans K’ et si K03B3 est une catégorie à Cy-
éjections..

Cette définition est équivalente à celle donnée dans [ 5 J .

PROPOSITION. Pour que K’ soit un élargissement de C’, il faut et il suffit que K.

soit une catégorie à C - éjections et que tout ( K ’ , C ) - éjecteur soit inversible dans K ’ .
J Ir A---

Soit S la sous-catégorie pleine de S ayant pour objets les p = ( F, p) E S 0 tels

que Fe ~( ~ )y et les éléments ( F, C, q ) où q~ ( K’ , q, H .),tels que F C K.00FF
et que H’ soit un élargissement de C’ . Soit S’ = S, () S . -

w w w w

T H EOR E ME. S est une catégorie à S, - éjections, admettant ( X , 03BE) pour foncteur
w w ’ A A

( S, S, ) - éjection naturalisé, où X et 03BE sont des restrictions de X et 03BE.

CoROLLAIRE. Soit (F,C,q j une extension de (F, p) ~So et ((Fl,q), K’, y;, (F1,C
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un extenseur tel que F C F 1. Four que (F", 03B3-1(C), q1) soit une extension de (F" , p),
il faut et il suffit que F C K.00FF ; on a alors F" = F 1. F .

w w A... - ...

DEFINITION. Soit U)E S, où pi = (Ft, On dira que U’=(q2,03A6’,03A6,q1)
est un élargissement de m si pi t est une restriction de g1, i = 1 2 et si ( q Y 2 , q V 1, U’ )
est une (S, S, ) - éjection de m . 

A

- .... - A.--.

q E ~ est un élargissement (F, ~ ) ESo si, et seulement si, (p, K ’, H ’, (F, H, q ))
- - 

w w

est un extenseur. ( q 2 ,~’ ,t&#x3E; , q 1 ) est un élargissement de ( ~ 2 , p 1, U ) si, et

- A- 
_

seulement si, qt i est un élargissement de ~t et si U = ( p ~ , ,CI&#x3E;’ , ~ 1 est 
une

res tri cti on de .
A w

PRO POSITION. Il existe un foncteur (S, S, ) - éjection naturalisé ( X’, ~’ ) tel que,
w

pour tout m E on ait X’ ( m ) = ( q 2 , q 1, U ), où U est un élargissement de m .

w 
_

PROPOSITION. Soit (F,H, q) q = (K’, q, Ki) et F1= E(Ki,H). Pour que q
soit un élargissement de ( F , ( K ’ , q c , H ’ », il faut et il suffit que q définisse une

bijection de F 1, s sur F . q( s ), pour tout s E ( Ki) 0 .
Soit F, (resp. F") la sous-classe de F formée des foncteurs p tels que p y

soit bien fidèle (resp. définisse une catégorie d’hypermorphismes). j=’ est identifié à la

classe des unités de © ( j=; ~ , ~’ ) .

T H E 0 R E M E . Dans j=’ (resp. F") la relation:

p  q si, et seulement si, il existe une classe p - admissible F telle que q soit

un élargissement de ( F, p ),

est une relation transitive (resp. de préordre). La classe des q ~ F" tels que p E q, où
p ~ F’, admet un élément minimal et un élément maximal dans (F" , ~),

COROLLAIRE. Dans O(j=;~, ~’) (resp, D(~;~, 5’’’» la relation:
w w w 

w 
w

U E tI si, et seulement sï, il existe m = (p 2 ’ Pl’ U ) E S tel que U soit un élar-

gissement de m ,

est une relation transitive (resp. de préordre). Pour tout U E [](F;F, F’) la classe
w w

des U E O( ~ ; ~, ~" ) tels que U E U admet un élément minimal et un élément maximal

dans (0 ( ~ ; ~ , ~" ), E ).
....

DEFINITION. Soit U E [](F;F, F’) j’ si U, on appelle U un élargissement de U;
w w

si U’ est un élément minimal (resp. maximal) pour la relation ~ dans la classe des U
....

tels que U E U, on appelle U’ un élargissement minimal (resp. maximal) de U.

Soit la sous-classe de F" formée des p ~ F" tels que p03B3 soit une catégorie

d’hypermorphismes saturée.
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THEOREME. [][](F;F, F’) est une catégorie à [](F;F, F")-projections et à [](F; F, F"s)-
projections, un étargissement minimal de U étant une ( p( F; 3=, 3=" j, F, j=’ » -

projection de U et un élargissement maximal de U étant une (O( ), 

projection de U.

DEFINITION. Soit II = ( K’, p, H’, C) une catégorie d’homomorphismes. On dira qu’une
A

A w A

catégorie d’homomorphismes II = ( K’, p, H. , C) est un élargissement (resp. élargisse-
A A A A

ment maximal) de TI si ( K ’ , ~ , H .) et ( K ’ , p c , e .) sont des élargissements (resp.

maximaux) de ( K ’ , ~ , H .) et ( K ’ , ~ c , C. ).
A A A

PROPOSITION. deux catégories

d’bomomorphismes, et H03B3 CC. Alors II est un élargissement (resp. élargissement
JI 
......

maximal )de II si, et seulement si, H. est un élargissement de H ’ et C. un élargisse-
A

ment de C. (resp. tel que II soit de plus saturée).
A

Cette proposition montre que 03A0 est un élargis sement de II si, et seulement si,
A

TI est un élargissement de H’ au-dessus de K’, au sens de ~5 J .

PROPOSITION. Soit II = ( K . , p, H ., C) une catégorie d’homomorphismes. Si C = H . "
(resp, si p(C,~ ) est un sous-groupoide plein de K;, ), alors TI admet un élargissement
maximal.

REM A R QUE. La condition plus faible indiquée dans le corollaire 2, p. 37 [ S J n’ est pas
A

suffisante pour que TI admette un élargissement II .
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5. Espaces de structures.

Nous aurons à utiliser la notion suivante :

DEFINITION. On dira que f~,p,C’,.~ est une catégorie d’homomorphismes avec

atomes si (M, p, C’, .) est une catégorie d’homomorphismes saturée, à produits finis,
si C ’ ° admet un (S tel que p ( a ) soit l’ensemble ayant un seul élément a 6’f

si, pour tout s tel que a existe h E C véri f iant a( h ) = a ?~ /3~ ~ ) = s;
on un atome de fT~,~, C’, .~.

Cette définition entraîne que h est une ~, ~)-injection.

PROPOSITION. soit C ’ , . ) une catégorie d’homomorphismes à produits f inis. Si

s~ 6C ’ , où Z = ~,2 et si C’ admet un produit a tel que ~(a) _ ~ { ~{, où a E ~(s1 .~
!/ existe h E C,~ tel que a, ( h ) = s 2 = ~X5- .

COROLLAIRE, Si (?,~,0*, .~ est une catégorie d’homomorphismes avec atomes et si

s ~ 6 C* , = I , 2 , il C,~ tel que : .’

CLf~~ = ~ ~ . /3f ~~ x s2 e~ ~ f/3f~~ = X p(s2 ~,

1 E ~ ( s I ) .
Soit (X!,~,K,.) une catégorie d’homomorphismes. Soit 7~=(C’,~,~’) une

espèce de structures et soit 77’ l’application z - e de S dans C ’ telle que fe, ~ 

Si ~C’,~),77’,f~,cr)) est une X - espèce de structures [4c] nous désignerons aussi
cette espèce de structures par le symbole ffC’,~),f~,o’),/’).

DEFINITION. On H-espace de structures une H-espèce de structures

~ _ (( C ’ , s ), ( S, o’ ) , x’ ) véri f iant la Condition suivante : il existe une es pè ce de

structures ( 7~ H ) dominée dans ( q, K) telle tout e ~C’ , on ait o q

On alors ( ~7 , H ) l’espèce de structures dominée sous 7~.

T H E O R E M E . Si (m, q, H.,) est une catégorie d’homomorphismes avec atomes toute

H-espèce de structures est structures.

Si (~I~~.K,.) n’est pas une catégorie d’homomorphismes avec atomes, une

~- espèce de structures peut ne pas être un ~(- espace de structures. Ainsi pour qu’une
3F - espèce de structures (( C ° , C|), S|, K’ ) soit un F-espace de structures, où

C* = il faut et il suffit que l’on ait C~ C C et que, si f’ 1 f est défini dans

C , on ait fz = f’ z pour tout z 677’(o.f/~. En particulier ces conditions sont véri-

fiées si K’ ) est la % - espèce de structures associée à une espèce

de morphismes (c’est-à-dire si . est la loi de composition triviale sur C [ 4c ] ) .

Si (~9 /~~ )t~i) est une application K-covariante [4c] et si 7~ et 77
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sont des H-espaces de structures, alors (03A6,03C6o) définit aussi une application cova-

riante entre les espèces de structures dominées sous 7~ et sous 7~ respectivement.

Soit 3(K ) la sous-c atégorie pleine de 8(K) formée des applications K -

covariantes entre H-espaces de structures. Nous désignerons par pH1 et pH2 les pro-

jections :

( ~2 ’ ( 4Y , ~) ’ ~ l) ~ « ~2 ’ ~2 ~ ’ ~ ~ ~ ~ 1’ ~ 1~
et ( ~2 ’ ~ ~ ’ ~~ ’ ~ 1~ " ~ 2 ’ ~o ’~ 1 ~

de 3(K) vers la catégorie K des fondeurs K-structurés et vers la catégorie K respec-
tivement. Soit (K,~,K) le foncteur canonique de K vers K.

DEFINITION. On appelle H-espace de morphismes un couple (~, G), où ~ est un

K de structures ffC*. s), (S, cr;, /’ ) et où (( C’, S, / ’ ), G) une espèce

de morphismes, vérifiant la condition suivante: soit (~,H) l’espèce de structures

dominée sous ~; alors (G(e), H(e)) est une catégorie H-structurée, pour tout e ~ 03C0’(S).

Soit ( ~, G) un H-espace de morphismes. Soit G’ l’application définie de la

façon suivante :

Gf~;=fG~~~~~ si ~e~’~)

et . Gf/~=fG~~,/~~~ si / ~C~ OLf/)= ~ et /6f/~= ~

où C est la sous-catégorie clé C ’ ° opérant sur ~’. Le couple f C’ ,G ~ est un couple

dominant dans une espèce de structures. Supposons C1 = C et désignons par

S ’ la catégorie produit croisé S 2022 K’ C ’ (voir [ 4d ]).

THEOREME, Si (m,q,H,.) est une catégorie d’homomorphismes à produits finis et

résolvante à droite, z/ existe 03C3 ~ H tel que 03C3 crX .? X o- et que (03A3.,03C3) soit une
~ ?

catégorie K - structurée.

Soit T~ = f C ’, ~ , /" ) une espèce de structures; soit 77 la proj ection canonique
de C vers C et C, = 7r( C.*So). Soit

~=((C.,s), (So,03C3), 03BA’)

un H-espace de structures et (~, H) l’ espèce de structures dominée sous ~. Soit

(7~, F~ une espèce de structures dominée dans f~,(3(?f!)) (nous reprenons les notations
des conditions 1, 2, 3, § 1) et supposons que fC’,G) soit un couple dominant dans

une espèce de structures  = (C*, S, 03BA’). Soit a l’application source dans

la catégorie S*, somme des catégorie s G(e), et soit 7T* l’application canonique de

So dans S*o.
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Soit ( ~C , G ) un ~. - espace de morphismes, = « C ’ , s ), ( S , a ) , k’ ) et soit

( ~, = H ) l’espèce de structures dominée sous ~. Nous supposons de plus que,
_. 

....- 
- 1 ._

17 ’ (e ) _ (( G ( e ), H ( e )), ( ~’ t ( e ), H ( e », x’ ( e )) soit un ~. - espace de structures, pour
A

tout e E(C ~ )ô . Soit ( C ’ , F ) le couple dominant dan s ( ~~ , ~ ) l’espèce de structures
A

7J" = ( C . *, 03A3, Kt) construite au § 1, telle que:
A -1

F(e) _ (G(e) *~’(e))’ pour tout e 

T H E 0 R E M E . Si (m, q, J{, .) est une catégorie d’homomorphismes à produits fibrés finis,

(7j ", F ) est urt J{ - espace de morphismes, où
- A A

~~=((eus)~(~~~)tK’~
A

et où o’ est le produit fibré dans (m, q, ~ ) défini 
A ....... _ ....

Q’ _ ~. ~ a’ ) V ( o’, ~’ , a’ ) .
~ ,

A - A

Soit (~", H ) l’espèce de structures dominée sous 7]"" alors H ( e ) est la catégorie

J{ - structurée des hypermorphismes [4c] assaciée à 7j’ ( e ), pour tout e E Co ’
- -

D E FIN IT 10 N. Si les hypothèses précédentes sont vérifiées, on dira que ( 7~, ~,, F ) est

espace de structures au-dessus espace de morphismes.
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03A8-ESPACES DE STRUCTURES.

Soit { ~, q, ~, , ) une catégorie d’homomorphismes et un fonc-

teur fidèle.

DEFINITION. On dira que (~, H’) est un ’1’ - espace de structures si les conditions

suivantes sont vérifiées .~

1) "1j = ffC *,~~f~. cr), K’ ) est un K- espace de structures; soit H )

l’espèce de structures dominée sous ~.

2) (’C’, H’ ) est un couple dominant dans ( q~, J{’ ) une espèce de structures et

on a H = 1./; H’ .
La notion de ~Y - espace de structures généralise la notion d’ espace fibré dont

-1 0

les fibres sont munies de superstructures; le couple ( 7T ’ ( e ), H ( e )) , où e E 7T ’ ( 5’~,

peut être considéré comme la fibre sur e, H’ ( e ) étant la superstructure correspondante.

PROPOSITION. Pour que (7j, H) soit le ~- espace de structures sous un ~- espace
de morphismes (’~, G ), il faut et il suffit que ( ’~, H ) soit un ( ~., q, ~ )- espace de
structures, où H est la catégorie des foncteurs H - structurés et H ( e ) _ ( G( e ), H ( e ))
pour tout e E ~ ’ ( S ) .

CAS PARTICULIER. 1) Supposons que (‘~, q, ~., .) soit une catégorie d’homomorphismes

~ 

à produits finis, que T soit un foncteur compatible avec les produits et que (? ,~~ ,K’,. )
soit une catégorie d’homomorphismes avec atomes. Soit (C*,s) une catégorie H-
structurée. Soit cr’ E }(’ . Pour tout e soit H’ ( e ) = x e , où e est l’atome tel

que q03C8(e) = { ?! ; soit H’ l’application de C dans K’ : f ~ cr’ x (e’, 03BE, e ), où

f ( e ) = e’, e = CLf /;, e’ = /3f /). S, K’ ) l’espèce de structures dominée

par (C., H’ ) (qui est l’espèce de structures associée au foncteur constant f -~ q ~ ( o’’)) .
Alors

~=((C.,S),(S,03C3’ x so), 03BA’), où s -s ,
est un H- espace de structures et (:ry, H’ ) est un espace de structures appelé le

’1’ - espace de structures trivial défini par ( C ’ , s, o’’ ) . 
_ _

2) Soit G la catégorie des triplets (E 2 ’ (03C6’,03C6),E1), où E ==

( Et ( Ki’ +, . )) est un espace vectoriel topologique sur le corps topologique ( Ki’ +,. ),

où 03C6 est un isomorphisme topologique du corps (K1,+,.) sur ( K 2 ’ +, . ) et où est

un homomorphisme continu du groupe topologique dans E ~ tel que :

03C6’(kx) = 03C6(k)03C6’(x) si x ~ E1 et k E K 1 .

La loi de composition sur C est définie par :
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r.

Soit v le foncteur de V vers la catégorie 5 des applications continues entre espaces
topologiques tel que :

v(E2~(~’’a~P)~E~)=(E~ x 

Soit §. 1 la catégorie des homomorphismes continus entre groupes abéliens

(resp. corps) topologiques et soit ~.=(?)I~~§~) le foncteur fidèle canonique, où

i = 1 , 2. Soient ~t les foncteurs de 0 dans §~ : t

p’1(E2,(03C6’,03C6),E1)=(E+2,03C6’,E+1)
p’2(E2,(03C6’,03C6), E1)= ((K2, +, .), 03C6,(K1, +,.)).

Soit ( 7~, H’ ) un v- espace de structures, où

7j = (( C . , s ) , ( S , a ), K’ ) et H’(e) = f~~K~+~J) pour tou teE C  .
Soit e 1 (resp. e ~ ) le groupe (resp. anneau) atomique tel = e, i =1, 2 . Si

f E C, e = a( f ) et e’ = ~( f ), posons ~., où ~1 est l’isomorphisme
trivial de e. sur fC’, G.) est un couple dominant dans ( ~~ , ~t ) une espèce de
structures = ( C ’, ~ .,/’.). Soit al (resp. ~’2 ) la topologie sur S 1 (resp. S 2 ) homé-

omorphe à la topologie induite par a sur la classe des couples ( z, 0 e ) , où 0 e est le
0 de (K ,+,.) (resp. (Oé, k ), où 0~ est l’unité de Eé ). En posant

’~i = ((C’, s)~ (StWt), xt)~
{ ’~t, G~ ) est un pÎ- espace de structures. Un v- espace de structures est appelé un

espace fibre vectoriel généralisé; c’ est un espace fibre vectoriel ordinaire si C ’ est un

groupoide localement trivial et si (7]2’ G 2) est le p’2-espace de structures trivial
défini par f C ’, s, ( K, +,. )).

Soit (7~,~, F ) un ~, - espace de structures au-dessus d’un H - espace de mor-

phismes (nous reprenons les notations antérieures). Supposons que (7~~,) et ( ~,, H’ )
soient des T-espaces de structures et que, pour tout H’ (e)), H’ (e), K’ (e j)

soit un K’ - espace de structures. Ceci équivaut à se donner une espèce de structures

(7~ F’) dominée dans (~’ telle que :

F’=H et pH’1 F’ = fi .
PROPOSITION. (~,H’) est un 03A8-espace de slructures, où H’ ( e ) est, pour tout

e 677’~ ), la catégorie ~’ - structurée des hypermorphismes ( 4c ~ associée à F’ ( e ).

D E F IN IT I O N . A vec les notations précédente.s, on dira que (7], F’ ) est un ~~ -espace
de structures au-dessus d’un ~.- espace de morphismes.
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