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THEORIE DE MORSE EN GEOMETRIE FINSLERIENNE

par Daniel LEHMANN

Dans cet article, on adapte au cas finslérien la théorie relative aux géodésiques
des variétés riemanniennes, telle qu'elle est exposée par Milnor Wt que d'appli-
quer la théorie générale de Palais et Smale [ 2] relative aux variétés de dimension
infinie, nous avons préféré utiliser la connexion finslérienne d'E. Cartan, qui s'avére
aussi maniable dans le cas général que la connexion riemannienne qui en est un cas
particulier.

1. Notations.

On se donne :

- une variété différentiable [ 3] U de dimension n,(cf.[3]),
-une sous-variété ouverte J de la variété des vecteurs non nuls tangents a4 U,

telle que si v €J et si A>0 alors Av €T, et pour laquelle la projection naturelle
p:J > U est surjective,

- une fonction différentiable L : J - R, a valeurs positives, positivement homogé-
ne de degré I (c'est-a-dire vérifiant L(Av) =AL(v) Vv e 9, Ya>o0).

Notons :
D Z U le fibré des directions orientées de U correspondant aux v € g ,

7n:J » D I'application canonique surjective,

Tp»3J (resp. Tqg-» D) I'image réciproque par p (resp. g) du fibré vectoriel tangent
T(U)-U,

59 le sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel tangent T(J) » g formé des vecteurs

dv tels que p(dv) =0 (@v = Tv(jp (v)) ol ix désigne, pour tout point x
de U, la fibre p~!(x) de J).

Ty * Tp (v)y = 2 @v I'isomorphisme d'espace vectoriel associé a la structure
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affine plate canonique induite par 1'espace vectoriel Tp(u)(U) sur son ouvert
f]’p(’u) (on en déduit un isomorphisme de fibrés vectoriels j : Tp%» 0.
V  la section canonique de Tp » J définie par V(v)=v.
Soit X € T,U. Notons jX le champ de vecteurs tangent a 5'”-, égal a jv(X) en
v € S(x. (Si X et X' € T U, ona évidemment [j X, jX'] = 0). On définit une métrique

riemannienne g sur le fibré vectoriel Tp, en posant :
'y — . sy 172 ' —
8,(X,X")=(j,X).(7X'). =L VoeJ, e VX, X" €(Tp),=T,,,(U).

On supposera cette métrique définie positive, et 1'on dira que (J, L) définit sur U une
structure finslérienne. On réservera le terme de variété finslérienne au cas o J est

toute la variété des vecteurs non nuls tangents a U. (cf.[4]).

2. La connexion finslérienne.

Soit D la loi de dérivation covariante d'une connexion sur le fibré vectoriel
Tp » T, et soit H le sous-fibré vectoriel de T(J) formé des vecteurs H tels que
Dy V =0. Suivant [51, on dira que la connexion D est réguliére, si T(J) est somme
de Whitney de H et de 0. Un vecteur dv appartenant 3 H (resp. ) sera dit chorizontal
(resp. «vertical»),

Une forme o appartenant a l'espace /'\(ir,E) des r-formes sur J a valeurs
dans un fibré vectoriel différentiable E » J, sera dite de type (i,j) (ou i,j> 0 et
i+j=r)si a()A(I yeros )}r) = 0 chaque fois que, parmi les r vecteurs )‘{)\, il y en a au
moins 7+ ] horizontaux ou au moins j+ I verticaux. Soit lA](f(, E ) l'espace des forrpgs
de type (i,7) a valeurs danszE. Si D est réguliére, il est clair que /'\(3, E)=; +]f°=r 1'/( (J,E).

Soit T la 2-forme € A(J,Tp), appelée torsion de la connexion D, définie par
T()‘(, )") = D;(p?’— D}p?--p([)‘(, }"]) \) )‘(, Y champs de vecteurs sur J .

Exactement comme dans le cas d'une variété finslérienne [ 5], on démontre,
pour toute structure finslérienne, que :

Il existe sur Tp »J une connexion D, réguliére, et une seule ayant les propriétés

suivantes :
(i) D est l'image réciproque par 7 d'une connexion sur Tq
(i) Dg=0

(iii) la torsion T est de type(1,1)et vérifie :
g, (T(X, H), pH') =g (T(X,H'),pH) VX eT (J) VH,H €K .
C'est toujours de cette connexion (appelée la connexion finslérienne attachée & L)

qu'il s'agira dans la suite. :
Sa torsion vérifie en outre : T()‘(, v¥)=0 VXe Tu(fr) et v*e¢ Tu(g)

vérifiant p(v*) = v . On en déduit, d'aprés (iii), que gu(T(.;(. {’). v)=0 VX, Y eTv(fT).
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Si R,P,Q désignent respectivement les composantes de type (2,0), (1,I) et
2
(0,2) de la 2-forme de courbure K € A(9F,End Tp), on a aussi :
P(X,v¥)=0 et Q(X,v*)=0 VX eT (T), Vuv*eT (F) véifiant p(v*) =u.
3. L'espace Q et la fonction longeur £ .

Soient @ et b deux points de U. On notera ()

(a,b) (ou ) s'iln'y a pas d'am-
biguité sur a et b) l'ensemble des courbes ¢

0,11+ U qui sont:
(i) continues sur [0, 1 ] et différentiables par morceaux,

(ii) d'origine a et d'extrémité b,
(iii) tellesque( )+ eJ Vte[Ol[et( - €F Ve elo, 1],
(o}
(iv) telles.que gdc(— s d__) soit une fonction constante (donc égale a
dt

[f L( )dt] )le long de c. (cf. [61).
Sur () on déhmt la fonction longueur £ : O » R* par

sé(c):fiuii)dt.

Soit ¢ €{) une courbe différentiable en dehors de {¢,=0, 1t

appelle relévement canonique de ¢ l'application ¢ de C[O 1]“

définie par &(t) = d_": c'est une courbe de J ,

goeeer rk=1}.0n

. tk} dans §

ayant un nombre fini de discontinuités,
t
différentiable entre ces discontinuités, vérifiant p( ) =é(t).

Une courbe ¢ de () est dite géodésique, si elle est différentiable sur tout [ 0,1].
et si tous les vecteurs tangents & ¢ sont horizontaux (c'est-a-dire Dd“‘

=0).
zt—dl
Pour toute courbe ¢ de {1, on appelle variation de ¢ (sous-entendu 3 I para-

métre) une application a:[-¢ ,+ €15 Q (& estun nombre > 0) telle que:
(i) [ a(0)=

(ii) | l'application a:[0,1] x[-¢, +8]-U quia (t, u) associe (a(u))(t),

est continue, et il existe une subdivision {t =0<t 1 <ty = 1} de

. tk} x[-€e, + €]}
soit différentiable (une telle subdivision sera dite adapte’e aa)
Vit e[0,1] I'application u > a(t,u) de [-€e,+ €] dans U est diffé-

rentiable et l'application (¢, u) - g—a(t, u) est continue sur{0,1].

u
(c'est parfois 1'application a, qu'on appellera la variation de c).

[0, 1] telle que la restriction de a 2 C[ 0.1] {t

(iii)

On appellera vecteur tangent a ) en ¢ un champ de vecteurs X tangent & U

défini le long de ¢, tel qu'il existe une variation a de ¢ pour laquelle

(g—‘:)(,‘ofx, vielo,1].
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On appellera relévement canonique de la variation a l'application différentiable
&'C[O 1]{10, i x[-e, + €]+ définie par a(t u) = (=% CL)(! _3 et on
appellera relévement canomque du vecteur X tangenta () en ¢ vénfxant X =(= o’)u -0

le champ de vecteurs X tangent & J défini le long de ¢ par X —-( )“ 0 (On véri-

fie que X ne dépend que de X, et non de la variation a telle q?m X = (—-—) =0)"
Plus généralement on peut définir un champ de vecteurs X tangent 3 J le long de &,
pour tout champ de vecteurs X tangent 2 U, défini le long de ¢, continu et différen-
tiable par morceaux.

Notons alors §( X ) la section de Tp » J définie au dessus de ¢é par:

- d
§(x)=R(X, C) S+ DgeDge X

dt dt
On vérifie, lorsque ¢ est une géodésique, que le champ de vecteurs X, nul en

a et b, estun vecteur tangent & §{) en ¢, si et seulement si gd (S(X) gf-) =0 le long
de ¢. dt

L'ensemble TCQ des vecteurs tangents 4 {) en ¢ posséde une structure natu-
relle d'espace vectoriel réel. Il est clair que :
L'application X - X de T,_.Q dans l'espace vectoriel réel des champs de vecteurs tan-

gents & J définis le long de &, est linéaire et vérifie : p(}}) =X

4. Variation premicre de £ .

. Soient ¢ €1, a une variation de ¢, it =0< t,<..<ty = 1}une subdivision de
[0,1] adaptéea a,et X € T, Q) le vecteur tangent a Q défini par a : X = (ga)u -0
u
THEOREME 1. La fonction u - g(a,(u)) est dérivable pour u = 0.
df(a(u)) dc
(2=~ =7) =- EA [ (X, )]+ (X,D,.%)dt]
a2 u=20 g(—c_—)[ g [ gc(t) dé dé 7,
dr (cf.[71)
COROLLAIRES.
1°) La dérivée (‘—1%—(1'(—“2) ne dépend que du vecteur X eTCQ et non de la

(22),
f_: :T_Q> R est une forme lmeazre sur T (1 qu'on appellera la différentielle de e

variation o telle que X = : on notera S‘?:(X) cette dérivée. L'application

en c .
2°) La courbe c est une géodésique si et seulement si .53: = 0. On retrouve ainsi
le résultat classique : les géodésiques de la connexion finslérienne sont les extrémales

du probléme de calcul des variations attaché a la fonction L.
5. Variation seconde de £. Hessien d'une géodésique.

Pour toute courbe ¢ €{), on appellera variation de ¢ & 2 paramétres une appli-

cation (“1'“2)9‘ c_r.(ul,uz) de [-e,+e]"’ dans (2, telle que :
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(i) a(0,0)=c

(i) 'application [0,1] x[-¢,+ 5]2: U vérifiant a(t,ul,u2)=(a(u1,u2))(t)

est continue. Il existe une subdivision ¢ = 0< t,<..<ty=14de[0,1] (dite

v b x[-8, + ]2

adaptée & a) telle que la restriction de a a C[O 1] {to
soit différentiable
(iii) VY u, (resp.u,) €[-e,+ e], 'application u, » a(u, ,u,) de [~ &, + €] dans

Q (resp. u L a(u1 ,u,)) estune variation de a(ul, 0) (resp. a(0, u,)) a1 pa
rameétre,

Soient alors ¢ une géodésique de (), a une variation A 2 paramétres de c,

t,<t,;<..<t, une subdivision de [0, 1] adaptée a a et X, X, les vecteurs € TCQ
égaux respectivement 3 (@95 du =4 =o €A (Qa_. Yy =u_=0-

u, uyTu, u, “1 U2

THEOREME 2. La fonction (ul, u2)~» g(c—x,(ul, u, )) est 2 fois différentiable,
28(a(u ,u,) _ 1 kst . da 1

e a2 umu,mo T g LR B )Xo By (D% S04 o e Xy 30X a1

(cf. [71)
cf. § 3 la définition de (X ). -t
COROLLAIRES.

1°) Cette dérivée seconde ne dépend que de X, et de X, : on la notera désor-
; c
mais £ (X, X, ). .
2°) L'application (TCQ)2 ¥¥R est une forme bilinéaire symétrique, que l'on
appellera le hessien de la géodésique c.
r
3°) S§i a' est une variation de la géodésique ¢ a 1 paramétre, et si X' = (.%OE)
u
_________ «=0
u
Comme toute forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel, 53: a un
indice A (entier > 0 ou éventuellement infini) que l'on appellera !'indice de la géodé-

sique c. Elle a aussi un noyau que nous allons étudier [8].

6. Champs de Jacobi.

Soit ¢ une géodésique € (). On dira qu'un champ de vecteurs | tangent a U,
défini le long de c et différentiable, est un champ de Jacobi s'il vérifie §( ] ) =0. Les
champs de Jacobi le long de ¢ forment un espace vectoriel réel f]c de dimension 2n :

chaque champ | € SC est entiérement déterminé par les données de |, et de (Dyel),
(o] — o

dt
en un point ¢t arbitraire de [0, 1 ]. On démontre que le noyau du hessien Sj: est égal

a SC N TCQ . - La dimension (finie) de cet espace vectoriel sera appelée l'ordre de conju-
gaison de a et b le long de c. On démontre aussi que | eﬂc si et seulement si il

existe une famille 3 1 paramétre de géodésiques u~» a(u) telle que | = (%04 u=0 (si
u
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I'on suppose, en outre, que les géodésiques a (u) ont toutes mémes extrémités a et b,

J appartient alors 2 §_n T _Q).

7. Théoreme de l'indice (cas d'une variété finslérienne).

Soit ¢ :[0,1]- U une géodésique d'extrémités a et b, et soit c' la géodé-
sique définie par la restriction de ¢ a [0,t] (reparamétrée de 0 a 1 proportionel-
lement & l'arc) : c? EQ(a, c(t)"

Si a et ¢(t) sont conjugués d'ordre kt le long de ct et si kt> 0, on dira que

c(t) estun point focal de a, d'ordre k| relativement a c.

t’
THEOREME 3 (théoréme de l'indice). Si U est une variété finslérienne, il n'y a qu'un
nombre fini de points focaux de a relativement a c, et l'indice \de la géodésique c

est égal a k, (en particulier, M est fini).

(b1
Si U est une variété finslérienne, il existe un recouvrement (Ul.)ls ik de
c([0,1]) par des ouverts U, de U, et il existe une subdivision ¢, =0< ¢t ,<...<1t,
de [0, 1] tels que :
(i) e(lt, . t;DCU; Vi=1,..,k
(ii)  deux points de U, peuvent étre joints par une géodésique d'indice 0 incluse
dans U, et par une seule. ‘
Notons :
la restriction de ¢ a [ti—l‘ t; 1,
T'?:Q le sous-espace vectoriel de TCQ formé des champs X dont la restriction a chaque
ct appartient 3 gci (T? () est de dimension n.(k-1)).
T‘C’Q le sous-espace vectoriel de TCQ formé des champs X tels que X, =0
Vi=0,1,., k. ‘

Pour démontrer le théoréme 3, on utilise le

THEOREME 4.
T Q  est somme directe de T% Q et de T?Q s
T%_Q et T‘;Q sont orthogonaux relativement a g:*,
la restriction de f:* a (T‘;Q)2 est définie positive,
COROLLAIRE. Le noyau et l'indice de S?:* sont égaux respectivement au noyau et d
I'indice de la restriction de f:* a (TgcQ )2. En particulier, I'indice \ est un nombre
fini.
8. Théoreme fondamental (cas d'une variété finslérienne, complete),
Supposons que J est toute la variété des vecteurs tangents 2 U non nuls, et que

la métrique finslérienne est compléte. Utilisant le théoréme de Hopf-Rinow qui reste
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valable en Géométrie finslérienne [9 ], on démontre, comme Milnor dans le cas riemman-
nien, que l'identité dans () est une équivalence d'homotopie entre ) muni de la C° et
de la C!-topologie. Comme Milnor, on construit une rétraction par déformations de
e, l[') muni de la C° ou de la C!-topologie sur une sous-variété B! de dimen-
sion finie, composée de géodésiques brisées, admettant T{I_Q comme espace tangent en
une certaine géodésique c e B! pour une subdivision Ly By suffisamment fine de

[0,1]. On en déduit, utilisant la théorie de Morse sur une variété de dimension finie :

THEOREME 5. Si a et b ne sont conjugués le long d'aucune géodésique de longueur
<1, Il'espace Ql=8 (o, 1]), muni de la C° ou de la C'-topologie, a le type
d'homotopie d'un CW - complexe fini, ayant une cellule de dimension M pour toute géo-
désique d'indice N, d'extrémités a et b, et de longueur < 1.

et

Si a et b ne sont conjugués le long d'aucune géodésique, l'espace Q(a b ), muni de
la C° ou de la C'-topologie, a le type d’homotopie d'un CW-complexe dénombrable

ayant une cellule de dimension M pour toute géodésique d'indice M et d'extrémités a et
b.

Comme dans[1 ], on démontre aussi que :
Pour tout point a de U, l'ensemble des points b tels que a et b soient conjugués le
long d'une géodésique est de mesure nulle.

9. Variétés a courbure négative (théoreme de Cartan).

Soit (L,J) une structure finslérienne sur U, Pour tout X € T (U) etv €3x,
soient v* et X €TU(3) vérifiant p(v*) = v et p()‘() = X. Notons R, x la quantité
gv(R()}, v*)v, X) (qui ne dépend que des composantes horizontales de v* et )2).
Si, V(v,X), Ru,X < 0, deux points quelconques de U ne sont conjugués le long
d'aucune géodésique,

Dans le cas ot U est une variété finslérienne compléte, on en déduit :

Deux points quelconques de U peuvent étre joints par une géodésique et une seule,
nécessairement d'indice 0. Le revétement universel de U ne peut qu'étre difféomorphe
a R”.

10. Variétés a courbure positive (théoreme de Myers).

Pour tout v € J , notons K, la trace de la forme quadratique X » g (R ()‘(,v*)u,X)
(notations du § 9).

Si U est muni d'une structure finslérienne, et

si K, 2 n-1 V v vérifiant g (v, v) =1 (en particulier si R
2 ,
r

1
xz.._a Y(v,X)),
r
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toute géodésique de U de longueur > 7r est d'indice > 1.
Si U estune variété finslérienne compléte, on en déduit :
si K, >r1 Vv ed vérifiant g,(v,v) =1, U est-compacte et de diamétre { Tr.

,2

Le groupe fondamental 71,(U) ne peut alors qu'étre fini, et le premier nombre de Betti

b (U) ne peut qu'étre nul. [ 10 ].

Références.

[1]
[2]

[3]
[4]

(51

[s1

[7]

[8]

J. MILNOR. Morse Theory (Annals of Mathematics Studies n°51, Princeton 1963).
PALAIS et SMALE. A generalized Morse theory (Bulletin of the American Mathe-
matical Society, vol., 70, n°1, 1964, p. 165).

«différ'entiable» signifiera toujours : de classe Cm .
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