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SUR I’ENSEMBLE SINGULIER ET L’ENSEMBLE DE
CONCENTRATION D’ENERGIE DE NAVIER - STOKES

WALTER CRAIG

Department of Mathematics & Statistics
McMaster University
Hamilton Ontario L8S 4K1 Canada
craig@math.mcmaster.ca

Résumé : Les travaux bien connus de Caffarelli, Kohn & Nirenberg [6] (1982) sur la
régularité partielle des solutions faibles “convenables” u(x,t) des équations de Navier-
Stokes en dimension 3 donnent une borne supérieure sur la mesure de l’ensemble
singulier S(u) de ces solutions. Nous présentons ici des estimations globales nouvelles
pour les solutions faibles, donnant des informations sur la continuité dans L? de ces
solutions. En particulier, un résultat microlocal de type géométrique donne une borne
inférieure, complémentaire de celle de [6], sur 'ensemble de concentration d’énergie
S (u), ou plutdt sur son analogue microlocal WFL (u) C T*(R?). Cette borne
implique, dans le cas ou 'ensemble W FL (u) n’est pas vide, qu’il ne peut pas étre
“trop petit”.

1. INTRODUCTION

Dans cet article nous nous intéressons a la question de régularite des solutions
faibles des équations de Navier — Stokes, ou bien a la nature de leurs singularités
éventuelles. Une solution faible u(z,t) est au minimum une distribution, dont ni
la régularité ni l'unicité sont connues de maniere globale. Partant d’une solution
faible globale des équations de Navier — Stokes, on déduit des contraintes a priori
sur son ensemble singulier S(u) et sur son front d’'onde W F'(u). L’inégalité d’énergie
implique que 'application ¢ %Hu(, t)||2, est bornée en fonction du temps ¢, quoique
non nécessairement continue.

Cependant il est bien connu que l'application ¢ + wu(-,t) est toujours continue
A valeurs dans L? muni de sa topologie faible. Notre travail peut étre vu comme
I'étude de la situation ol la solution ¢ +— u(-,t) est discontinue dans L? muni de sa
topologie forte. Des discontinuités éventuelles dans L? & un temps singulier particulier
t = T impliquent un saut d’énergic & ¢t = T, notamment limsup,_,,— 3|u(-,t)[|3. >
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Hjul(,T)|22, ce qui implique 'existence au temps ¢ = 7' d'un sous-ensemble S¥*(u)
de I'ensemble singulier S(u) associé¢ a la concentration d’énergie. Le théoreme célebre
de Caffarelli, Kohn & Nirenberg [6] donne des bornes supérieures sur la mesure de
Hausdorff parabolique de dimension 1 de S(u), et donc sur la dimension de Hausdorff
de S(u)N{t = T}. Le but de notre analyse est de donner une borne inférieure
sur la taille de I'ensemble microlocal associé a S&° (u), correspondant a la région de
I'espace des phases T*(R?) dans laquelle une quantité de densité non nulle de masse
L? est transportée a l'infini. Pour identifier cette région, 'ensemble 7(u) des temps
singuliers se décompose en 7(u) = 71 U7y, ot 71 est formé des temps de discontinuité
L?, autrement dit des sauts d’énergie. Pour T' € 7, temps de discontinuité L?, on
définit un ensemble géométrique S de concentration, qui est un sous-ensemble de
Pensemble singulier S(u) N {t = T'}. Dans un voisinage B,(xy) d’un point zy € S’
on examine le comportement local de I'énergie de la solution avec les opérateurs
pseudo-différentiels du calcul de Weyl, de symboles a(x,&) € SY, homogenes. La
propriété de convergence faible mais non forte d’'une solution peut étre quantifiée
en termes de mesures de défaut microlocales, selon la théorie de L. Tartar [21] et de
P. Gérard [11]. Le support d'une mesure de défaut microlocale est un sous-ensemble de
T*(R?) homogene dans chaque fibre. L’ensemble de concentration microlocal W FX’
at =T est défini comme ’adhérence de I'union des supports de toutes les mesures
de défaut associées a des suites faiblement convergentes u(-,¢) — u(-,T) dans L?
lorsque t — T. Cet ensemble de concentration microlocal est un sous-ensemble du
front d’onde W F'(u) classique.

Notre analyse de W EE" est basée sur une nouvelle estimation des coefficients de
Fourier des solutions faibles de Navier — Stokes, en fonction de la norme |||£||Fu(&, t)|| L=,
ou Fu(&,t) = u(&,t) est la transformée de Fourier de la solution en la variable
d’espace. Cette estimation est démontrée dans la référence [3], ou on 'utilise dans
un commentaire sur la loi de Kolmogorov [13][16] pour la fonction spectrale d’énergie
des solutions turbulentes. Quand cette estimation est appliquée a 'analyse de la
concentration d’énergie, elle n’est pas assez forte pour controler la densité d’énergie
dans des voisinages coniques de I/VF%2 C T*(R3), et le résultat ne consiste pas en une
borne inférieure sur la dimension de Hausdorff de VVF:%2 C S*(R?). Au lieu d’'une
telle estimation, on élargit la classe de symboles & a(x,§) € Ay, C Sps agissant sur
u(z,t), de fagon a isoler microlocalement ’ensemble de concentration WF# dans des
voisinages des points =y € S¥° (u). Le taux de croissance optimal 3., du support
de ces symboles dans la fibre T (R*) donne la taille de (WFE),,. Notre résultat
principal est que, si xy € SL2, alors nécessairement 3,, := inf,c Ay Bzo 2 1.

Notre étude s’articule comme suit: dans la section 2, on rappelle quelques prélimi-
naires sur le systeme de Navier — Stokes. Dans la section 3, on explique comment
estimer la quantité |||€|Fu(€,t)| 1, et on identifie les ensembles SE* et WFE . Dans
la derniére section on explique comment aboutir au résultat principal sur 3,, > 1. Ces
estimations, ainsi que les bornes inférieures sur ’ensemble singulier et sur I’ensemble
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de concentration d’énergie ont été obtenus en collaboration avec M. Arnold et A.
Biryuk.
2. LES EQUATIONS DE NAVIER — STOKES

2.1. Solutions faibles. Les équations d’évolution d’un fluide visqueux et incom-
pressible s’écrivent

o+ (u-V)u=—Vp+ vAu
(1) V-u=0,
avec les conditions initiales
u(z,0) = ug(z) € L*(D), V- -uy=0.
Le domaine spatio-temporel est
D=R* (v,t)eDxR":=Q

ou bien

D=T*, (r,t)eT* xRt =Q.
Nous ne considererons pas dans ce qui suit le cas d’'un domaine borné et régulier
D C R3. La définition standard d’une solution faible sur 'intervalle ¢ € [0, T] consiste
a postuler que

e Le couple (u(z,t),p(z,t)) est une solution de (1) au sens des distributions.
e Les conditions d’intégrabilité suivantes sont satisfaites pour tout 7" > 0:

(2) we L¥([0,T); LA(D)) n L*([0,T); H'(D))

peLy(@)
e [’inégalité d’énergie est satisfaite pour tout 7' > 0
T
(3) %/ |u(x,T)\2das+u/ / IVu(x,t)|* dodt < %/ |lug()|? da .
D 0o JD D

L’information précisée sur la pression (2) est due a Sohr & von Wahl [19] (1986).
Les solutions faibles convenables sont celles qui satisfont en plus une inégalité
d’énergie locale, analogue a (3), a savoir que Vo € C§°(Q)

T

T
[ soredn] v [ ] vutopp s
D t=0 o JD
T
s%/ /Iu(-,t)P(é‘twwAw) dudt
0 D

T
—l—/ / <p+%|u(-,t)|2>u-Vg0d:pdt
o Jp

Le théoreme d’existence classique de Leray peut étre énoncé ainsi :

VIII-3



WALTER CRAIG

Théoréme 1 (Leray (1934)). Etant donnée ug € L?(D) a divergence nulle, il existe
au moins une solution faible de (1) globale en temps. Ces solutions faibles satisfont

we L®(RY LA(D)) n LARY H(D) pe L Q).

loc

Ces solutions ont été étudiées en détail, et il est bien connu qu’elles sont faiblement

continues, c’est-a-dire que
u € Cy(L? — faible)
ainsi que
3 2 3
we Li(LE), -+ - = 2<p<6.
t( :E) P S 2 SP>

Les solutions construites par Leray sont convenables [4]. Toutefois, on ne sait toujours
pas aujourd’hui si les solutions construites par la méthode de Hopf — ou encore par
certains autres procédés — le sont. Ni la régularité ni I'unicité de ces solutions ne
sont connues.

2.2. L’ensemble singulier. La définition de I’ensemble singulier d’une solution faible
est la suivante :

Définition 2 (L’ensemble singulier). Pour une solution faible (u,p) de (1), l’ensemble
singulier S(u) C Q est U'ensemble des points (x,t) autour desquels u(x,t) n’'est pas
localement bornée.

C’est-a~dire que (g, ty) & S(u) sl existe un voisinage B,.(xg,to) de (o, o) tel que
(4) u e LOO(BT(JI(],t())) .

Cette définition est raisonnable grace au théoreme de régularité intérieure de Serrin
[18] (1962), qui implique que, si (xo,tg) € S(u), alors pour tout k > 0, et pour un
certain indice de Holder 0 < o < 1,

Oz, t) € C(B,ja(z0,t0)) -
La condition originelle de Serrin (4) est en fait que u € L*LP(B,(x¢,to)) pour

(5) 3 + 2 <1.

p S
Cette condition (5) a été améliorée par Struwe [20] (1988), qui obtient 1'égalité
quand s < oo, et par Escauriaza, Seregin et Sverak [8] (2003) dans le cas ou u €
L®L3(Q, (0, 1)), et pour Q, cylindre parabolique. Ce résultat est important & cause
du fait que les normes L;L2 sont invariantes par le changement d’échelle

(@, t) = (y,7%t) ,  wrqu

qui laisse les équations (1) invariantes.
L’ensemble singulier S(u) est un fermé par définition, et il fait 'objet de nombreuses
études difficiles. En particulier, 'ensemble des temps singuliers 7(u) = m.S(u) C Rt
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est de dimension de Hausdorff inférieure ou égale a 1/2, — ce qui est implicite dans
les travaux de Leray [15], et explicite dans Foiag & Temam [10]. Autrement dit

HI/Q(T(U)) =0.

Les bornes supérieures plus précises ont été obtenues d’abord par Scheffer [17] ; une
étude plus précise dans 'article [6] conduit au résultat suivant:

Théoréme 3 (Régularité partielle, Caffarelli, Kohn & Nirenberg (1982)). Si (u,p)
est une solution faible convenable de (1), alors la mesure de Hausdorff parabolique de
dimension 1 de S(u) est nulle:

PLS(u)) = 0

On peut également parler de la restriction de la solution a un temps donné {t = 7'},
pour laquelle ce théoreme implique que '’ensemble singulier St := S(u)N{t =T} est
de dimension de Hausdorff au plus 1, car

1
H(Sr)=0".

2.3. Un principe du maximum. Le théoreme suivant peut étre vu comme une

sorte de principe de maximum, au sens ou sa démonstration consiste a identifier un

domaine invariant par I'application u(-,0) +— wu(-,t), ou u est une solution faible des
équations de Navier — Stokes (1).

Théoréme 4 ([3] (2008)). Soit Br(0) C L*(D), et définissons l’ensemble
Ay = {(@(8))gers : €]1A(S)] < B}

Si R%/v/ o < vR, alors Ag, N Bg(0) est un ensemble captant (dans le futur) pour
les solutions faibles de Navier — Stokes.

C’est-a-dire que, si une condition initiale uy € Bg(0) satisfait |uo(§)] < |§1|, alors
pour tout temps ¢t > 0

R,
(6) a(s, t)] < G V¢
Comme corollaire de ces estimations, on aboutit au résultat suivant:
Corollaire 5 ([3] (2008)). Si une condition initiale ug € Br(0) satisfait |to(&)| < %,

alors pour tout temps T > 0

T ) R2
(7) u/0|< s < gk

On remarque que pour toute condition initiale ug(x) suffisamment réguliere, il
existe des constantes R et R; qui satisfont les hypotheses de ces deux résultats.
Les quantités sup, |[|£|@(&, )]z et sup; fOT \E[*a|? (&, t) dt satisfont des relations de
changement d’échelles identiques a celles de la norme sup, ||0,u(-,t)||z: de BV (pour
laquelle il n’existe pas de borne a priori connue pour les solutions des équations de
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Navier — Stokes). Pour une démonstration de ces deux estimations, nous renvoyons
le lecteur a l'article [3].

3. DISCONTINUITES DANS L2

3.1. Discontinuités de ’énergie. L’application ¢ — u(-,t) € L? est bornée, et de
plus continue dans la topologie forte de L? pour presque tout temps t. Mais il se
peut qu’il existe des discontinuités pour certains ¢ dans 7(u) (I’ensemble des temps
singuliers pour u). Cependant cette application est continue pour tout temps dans la
topologie faible de L?. Dans ces conditions, la continuité forte de ¢ — u(-,t) dans L?
pour t = T équivaut donc a la condition lim_,p- [[u(-,t)|| 2 = ||u(-, T)|| Lz

Ainsi toute discontinuité forte dans L? est associée a une discontinuité de la norme
L?, ce qui correspond & une discontinuité d’énergie 3 ||lu(-,¢)[|7.. Comme la norme est
semi-continue inférieurement dans la topologie faible de L?, I’énergie & un instant de
discontinuité vérifie

(8) limsup glju(-, ¢)[|72 > gllu(- T)[|72 -
t—T—

Considérons I'ensemble des temps singuliers 7(u); pour T’ € 7(u), 'énergie §||u(-, t)||2.
peut étre discontinue ou bien continue en T, mais en tout cas la quantité || Vu(-, )|,
sera non bornée sur tout intervalle [T — §, T']. Une décomposition naive de I’ensemble
7(u) est alors

T(u) =1 Uy
ou 7 est 'ensemble des discontinuités de 1’énergie,

71 :={T : limsup Hu(,t)H%Q > HU(aT)H%?}

t—T—

et ou 75 = 7(u)\7 est Pensemble résiduel des temps singuliers ou 1’énergie est con-
tinue.

3.2. L’ensemble de concentration L2. Supposons que l’ensemble 7; n’est pas vide,
et prenons T' € 7 ; c’est-a-dire que 7" est un temps ou ¢ — u(x,t) n’est pas continue
dans L? fort, et que sa norme satisfait (8) a t = T. Cette discontinuité est associée a
une concentration de masse L? sur un ensemble de points x € D.

Définition 6 (L’ensemble de concentration L?). Dans D x {t = T} le point xg
n’appartient pas a 5’%2 sl existe r > 0 tel que

. 2 o 2
il D[ zap, (w0)) = 110 D25, (00)

. . s 2
Ainsi la concentration L? de u(:,T) est associée & un sous-ensemble SE™ de D.
. , . 2 , .

Suivant cette définition, ’'ensemble S&™ est un fermé, parce que la convergence faible

et la convergence de la norme impliquent la convergence forte, et que ces propriétés
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de convergence L? valent encore pour tout B,,(z1) C B,(xy). En plus, comme u(-,t)
est réguliere en dehors de 1'ensemble singulier Sy (u),

5%2 C St
ce qui implique une borne supérieure sur la mesure de S%Q, identique a celle obtenue
sur St dans [6].

L’ensemble 5%2 est, de maniere plus précise, associé a une perte de masse L? de la
transformée de Fourier 4(&,t) pour |£| — oo quand t — T~. En effet, pour chaque &
la transformée de Fourier (&, t) € Lip comme fonction de temps ¢, et en particulier
pour tout &, 'on a lim;_,7u(&,t) = u(€,T), en général sans uniformité en &.

Pour un point zg € 5%2, localisons la question de la convergence pour ¢ — T au
moyen d’une fonction test 0 < ¢ € C§°(B,(xg)):

U(.T,t) = (U(.T,t) - U(%T))SO(JU) :
Alors limy_,p- 9(£,t) = 0 ponctuellement pour tout &, et ce qui peut empécher

éventuellement la convergence forte est la perte de masse L? de 9(&,t) pour |£] — oo
quand ¢t — T.

3.3. Calcul de Weyl. Etant donné le point zy € S%Z il est commode de tester
la quantité v(-,t) pour la concentration d’énergie microlocale avec le calcul pseudo-
différentiel de Weyl. Rappelons brievement le calcul de Weyl:

(e, D)o t) = [ [ € Da(z5, oty o) dyd

ou l'on autorise des symboles a(z, &) € 52’5 dans les classes de Hormander avec 0 <
0 < p < 1. Un test d’énergie microlocal consiste a postuler que

(v] a®(z, D)v) :/ (2.1) // @) (2, E)u(y, 1) dyde de

- // (z, )W) (z, €) dwdé

ou Wv] est la transformée de Wigner de v

1 )

W2, i= g [ e€¥ota+ /20t~ /20 dy.

(2m)

ce qui est un calcul classique. Pour a(z, &) € 527 s, ces opérateurs a®(z, D) sont bornés
sur L?, de sorte que, si u(-,t) converge fortement vers u(-,T) dans B, (),

Jim (o Wv(t)])) =0

Mais si u(-,t) converge faiblement mais pas fortement vers u(-,T) dans L*(B,(x)),
ceci est détecté par une ou plusieurs mesures de défaut microlocales u € M(S*(R?)).
La théorie de L. Tartar et P. Gérard sur les mesures de défaut donne le résultat
sulvant.
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Théoréme 7 (L. Tartar (1990), P. Gérard (1991)). Soit p,, une mesure de défaut
microlocale de la suite limy, - v(x,t), et supposons que pour tout symbole a € S?’O
homogéne de degré zéro

lim (a|Wlv // a(z, &) iy, (dxdSe) =
* RS

tj—T—

Alors pigy = 0, et u(-,t;) converge fortement dans L*(B,(x¢)) vers u(-,T).

Ce résultat nous permet de définir le front d’onde de concentration L? microlocale
des suites v(-,t;). Dans chaque boule B, (x), » > 0 on prend des fonctions test
or(x) € CF°, et on définit la localisation v, := ¢, (z)(u(x,t) —u(z,T))) de la solution.

Définition 8. Soit A, l’ensemble de toutes les mesures de défaut microlocales piy, ,
pour t — T~ de v, = o,(x)(u(z,t) —u(x,T))). Le front d’onde de concentration L?
dans la fibre Ty (R?) est défini comme suit:

(9) WEE = (| supp (ttay.r)

r>0 A,

Comme supp (fiz, ) est une famille décroissante en r > 0 de fermés, I'intersection
(9) sur r > 0 n’est pas vide.

Lemma 9. Supposons qu’il existe une fonction test ¢, € C§°(B.(xo)) et une suite
t; = T telles que la transformée de Wigner Wiv,] de v, == ¢, (x)(u(z,t) — u(z,T)))
converge vers la mesure (g, . Pour tout ry > r et tout ¥ € C{°(B,, (o)) tels que
v =1 sur B.(zg), posons w,, = ¥(z)(u(x,t) —u(x,T)). Alors pour tout symbole
a € S%(B,(x0)) homogéne vérifiant

(10) Tim (o] Wloi(t)]) £0
on a
(11) limy, - (a | Ww,, (t //* - a(z, &) piygr (dzdSe) # 0

Démonstration: Remarquons d’abord que, dans le cas ou un symbole b € S7% pour
m < 0, Popérateur b (z, D) est compact, de sorte que par convergence falble de
w = w,, vers 0

limy - /w(a:,t) 0 (x, D)w(z,t) dx = limy_yp- (b| W]w(t)]) =0 .
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Réécrivant l'intégrale (11),

/ w(z) / / e a(H, OYu(y, 1) dyds d
:/w(x>v<x> // e (2L O (y)o(y, t) dyds da
/ // ey (T (2L, E)u(y) dydé da

by e // / O (E22)0 (L5 9 (2L, €)v(y) dydéda.

'O/'
|a)+|a’|>0

En général le premier terme de cette expression asymptotique est un opérateur de
Weyl de symbole 1?(z)a(z, &) et les termes suivants du développement asymptotique
sont tous compacts, puisque correspondant a des symboles de la classe S 5 P)lad+eD),
Ces termes sont donc tous de limite nulle. Lorsque v satisfait les COHdlthnS du lemme,
notamment lorsque 1) = 1 sur le support du symbole a(z, &), chaque terme fini du
dévélopement asymptotique s’annule. Ainsi lorsque (10) possede une limite non nulle

pour un symbole a, alors (11) a également une limite non nulle. U

3.4. La classe de symboles S); de Hérmander et le front d’onde WEL,
Par définition, le front d’onde de concentration L? est un ensemble homogene dans
chaque fibre T(R3). Comme les voisinages coniques de WFZE oT sont trop grands
pour notre analyse, on proceéde a un examen plus fin avec les symboles a € SY .5y OU
0 <§ < p < 1. Les résultats standard montrent que les opérateurs a"(z, D) de
symboles appartenant a 505 sont bornés sur L2 Ces classes de symboles incluent
les symboles de type quasi-homogenes, voir Beals & Fefferman (1974) [2] Boutet de
Monvel (1975) [5] and Lascar (1977) [14]. Pour travailler avec un exemple concret,

on peut prendre a(x,§) = go(x)x(< 5) €S0, pour 0 < p < 1.

Supposons donc que zy € ST et soit a, un symbole tel que 0 < a(z,§) < 1 et
xo € supp (a), mais

(12) lim (v|(1 —a)" // (1 —a(x, &)y, (dzdSe) =

t—=T—

Alors

WEL,. C supp (a)

et 'ensemble sur lequel la norme L? est transportée a I'infini microlocalement en x est
contenu dans supp (a). Ceci motive la définition ci-dessous de la taille de ’ensemble
WFxLOQT Etant donné un symbole test a(z,&) vérifiant (12), le taux de croissance a
'infini du volume de supp (@) donne une borne des voisinages de W F, xLOQT dans lesquels
la norme L? se transporte. Pour de tels symboles, le taux de croissance du volume de
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leurs supports dans les fibres de T*(R3) vaut
vol (mesupp (a) N Br(0)) ~ R'F
ou 'exposant satisfait 0 < 5 = f(a) < 2.

Définition 10 (Taux de concentration sur WFwLOQT) On pose

B (v) := inf g{(ﬁ)-
Théoréme 11 (Arnold & Craig [1] (2009)). S’il est non vide, [’ensemble WFILOZT C
W F,,r(u) ne peut pas étre trop petit, au sens ou

Beo(v) >1 .

Cette estimation donne effectivement une borne inférieure pour chaque fibre S (R?).
Nous proposons ainsi d’utiliser 1'exposant (3,,(v) pour mesurer la taille de WFILOQT

Cet exposant fournit une borne supérieure sur la dimension de Hausdorff de W F KT N
S*(D), ce qui est une quantité géométrique. L’inégalité correspondante n’est pas
toujours une égalité dans tous les cas — nous remercions P. Gérard [12] de nous avoir
signalé ce point. La borne inférieure de la taille de W F gT donnée par B3,,(v) concerne
plutot des informations de nature analytiques, notamment une borne inférieure sur

la taille des voisinages non coniques de W F zLOQT dans la fibre T} (R?).

3.5. Esquisse de la démonstration du théoréme principal. Supposons 3, (v) <
1, et choisissons r > 0, un voisinage B, (z), une mesure fi,,,, une suite {t;} — 7,
et un symbole a € 527 5, Possédant les propriétés de support exigées dans le voisinage
B,(xg) et tel que (a), le taux de croissance du volume du support de a, satisfasse
B.,(v) < B(a) < 1. Etudions le convergence de v(-, ) avec

lim (a|Wlv(t;)]) = lim [ v(x,t;)a(z, D)v(z,t;) dx

t—=Ty t—=T,
— 1 [ o [ a0l + /20)5E 0215 de
=T,

ou a(n, ) est la transformée de Fourier du symbole a par rapport a x. Pour chaque 7,
la croissance de supp a(n, £) est bornée par R'*#. On arrive & la majoration suivante:
pour chaque n > 0

[a(n, OO +n/2, t;) 100 —n/2,t;)| < Rila(n, I +n/2)" (€ —n/2)7" .

Le second membre est intégrable en &; plus précisément [, (x) d¢ < [(r)7*r% dr < +o0.

Alors le théoreme de convergence dominée de Lebesgue implique que, pour t; — T,
la limite de 'intégrale est nulle, ce qui contredit notre hypothese (11). O
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