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Propagation des mesures de Wigner à travers un croisement

de codimension 1 dégénéré

Clotilde FERMANIAN KAMMERER

1 Introduction

Les résultats que je présente ici résultent d’un travail avec T. Duyckaert de l’Université de Cergy-
Pontoise et T. Jecko de l’Université de Rennes 1 ([7]). C’est le fruit de discussions autour d’un
article antérieur de T. Jecko ([15]) qui était consacré à l’obtention d’estimations sur la résolvante de
l’opérateur de Schrödinger semi-classique matriciel

P (ε) = −ε
2

2
∆ Id + V (x)

où le potentiel V est une matrice hermitienne N ×N présentant des croisements de valeurs propres
de codimension 1. Le résultat de [15] repose sur l’analyse de la mesure de Wigner d’une famille de
solutions de P (ε)ψε = 0 et introduit des conditions relativement contraignantes sur les projecteurs
spectraux de la matrice V . Nous avons voulu mieux comprendre cette condition et nous sommes
intéressés à des systèmes plus généraux mais présentant le même type de croisements de modes ; ce
sont les résultats obtenus dans ce cadre que je vais sous exposer ici.

On considère une famille (ψε) uniformément bornée dans L2(Rd,CN ) et solution d’un système
d’équations aux dérivées partielles de la forme

opε(A(x, ξ))ψε = o(ε) dans L2(Rd,CN ),

où la notation opε(a) pour a ∈ C∞(R2d,CN,N ) désigne l’opérateur pseudodifférentiel semi-classique
de symbole a, à savoir l’opérateur défini par

∀f ∈ L2(Rd,CN ), opε(a)f(x) = (2π)−d

∫
eiξ(x−y)a

(
x+ y

2
, εξ

)
f(y)dydξ.

La matrice A(x, ξ) est supposée hermitienne et dépendant de façon C∞ des paramètres x et ξ. On fait
aussi l’hypothèse que ses valeurs propres et ses projecteurs spectraux sont des fonctions régulières
sur R2d et l’on écrit

A(x, ξ) =
∑

1≤j≤K

λj(x, ξ)Πj(x, ξ)

avec pour 1 ≤ j ≤ K ≤ N , λj ∈ C∞(R2d,R), Πj ∈ C∞(R2d,CN,N ), Π2
j = Πj et λj 6= λk pour j 6= k.

On appelle alors point de croisement un point (x∗, ξ∗) pour lequel il existe deux indices distincts j
et k tels que λj(x∗, ξ∗) = λk(x∗, ξ∗). L’ensemble des points de croisement sera noté Σ et l’on a

Σ =
{
(x, ξ) ∈ R2d, ∃j, k ∈ {1, · · · ,K}, j 6= k, λj(x, ξ) = λk(x, ξ)

}
.
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On s’intéresse au cas où Σ est une hypersurface. Remarquons que si N = 2 et si l’ensemble Σ est
une sous-variété, l’existence de valeurs propres et de vecteurs propres réguliers est équivalent au fait
que Σ est de codimension 1.

Nous nous intéressons aux propriétés des mesures de Wigner associées à la famille (ψε) c’est-à-
dire aux mesures à valeurs matricielles µ telles qu’il existe une suite εk tendant vers 0 lorsque k tend
vers +∞ pour laquelle

∀a ∈ C∞0 (R2d,CN,N ),
(
opεk

(a)ψεk , ψεk
)
−→

k→+∞
tr

∫
adµ.

Une telle mesure est alors positive au sens où µ = (µi,j)1≤i,j≤N a des éléments diagonaux µi,i

qui sont des mesures de Radon positives et des éléments anti-diagonaux µi,j qui sont des mesures
absolument continues par rapport à µi,i et µj,j ; pour i 6= j, la mesure µi,j d’ecrit les interactions
entre la i-ième et la j-ième composante de ψε. En dehors de Σ, il est démontré dans [11] que la
mesure µ se décompose sur les différents modes suivant

µ =
∑

1≤j≤K

ΠjµΠj

où les mesures µj vérifient une sorte d’invariance le long des trajectoires classiques associées à chaque
mode puisque

Hλj
µj = [µj , Fj ],

où
Fj =

[
Πj , {λj ,Πj}

]
+

1
2

∑
k

(λj − λk)Πj{Πk,Πk}Πj , (1)

le champ Hλj
est le champ hamiltonien associé à la fonction λj(x, ξ)

Hλj
(x, ξ) = ∇ξλj(x, ξ) · ∇x −∇xλj(x, ξ) · ∇ξ

et ses courbes intégrales sont appelées trajectoires classiques.

Nous démontrons dans [7] que cette propriété est toujours satisfaite si Σ vérifie certaines conditions
géométriques. Notons Σ0

j (resp. Σk
j ) l’ensemble des points de Σ tel que Hλj

est transverse (resp.
tangeant à l’ordre k ∈ N∗ ∪ {∞}) à Σ en ce point, posons

Σreg
j = ∪

k∈N
Σk

j

et désignons par J(x∗, ξ∗) l’ensemble des indices des valeurs propres se croisant au point (x∗, ξ∗) ∈ Σ,

J(x∗, ξ∗) = {j ∈ {1, · · · , N}, ∃k ∈ {1, · · · , N}, k 6= j et λj(x∗, ξ∗) = λk(x∗, ξ∗)}.

Théorème 1 . Soit Ω un ouvert de Rd tel que

∀(x∗, ξ∗) ∈ Ω ∩ Σ, ∀j ∈ J(x∗, ξ∗), Hλj
(x∗, ξ∗) 6= 0 et (x∗, ξ∗) ∈ Σreg

j (2)

alors pour Fj défini par (1)
Hλjµj = [µj , Fj ] dans Ω. (3)
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Après un paragraphe de commentaires sur ce théorème où j’évoquerai les travaux antérieurs sur
le sujet et les applications aux estimations de résolvante, je donnerai quelques éléments de preuve
du théorème 1. Nous verrons alors comment ce résultat peut être étendu à un ensemble Σreg

j un
peu plus gros et contenant en particulier les points isolés de Σ∞j . Enfin, je voudrais mentionner que
dans le cas où λj est une valeur propre simple, le commutateur de la première partie de Fj avec µj

est nul. Ceci implique que, s’il s’agit d’une équation de Schrödinger avec A(x, ξ) = |ξ|2
2 Id + V (x)

dans L2(Rd,C2), l’équation (3) s’écrit Hλjµj = 0.

2 Commentaires et autres résultats

On trouve assez peu de travaux consacrés aux croisements de codimension 1. Citons l’article de
G. Hagedorn [12] où est analysée la propagation d’un paquet d’onde gaussien pour une équation
d’évolution de type Schrödinger avec potentiel matriciel ainsi que le travail de M. Brassart [1] dans
un cadre périodique. Nous nous pencherons plus précisément sur l’article [15] et sur ce que donnent
les méthodes de [8] et [9].

Dans l’article [15], T. Jecko démontre l’invariance le long des trajectoires classiques de la mesure
de Wigner dans le cas où

A(x, ξ) =
| ξ |2

2
Id + V (x),

pour un potentiel V vérifiant essentiellement les mêmes hypothèses que les notres, à savoir l’existence
de valeurs propres et de projecteurs spectraux réguliers et le fait que l’ensemble de croisement est
une variété de codimension 1. A la place de la condition géométrique sur la tangence éventuelle des
trajectoires hamiltoniennes au lieu de croisement, T. Jecko fait une hypothèse sur les projecteurs
spectraux Πj(x) associés à la matrice V (x). Si γ(x) = 0 est une équation de Σ près d’un point
x∗ ∈ Σ (le fait d’appartenir ou non au croisement est maintenant décidé par la variable x puisque
la partie matricielle du Hamiltonien est une fonction de x), T. Jecko suppose que les projecteurs ne
varient pas dans les directions normales au croisement, plus précisément

∀x ∈ {γ(x) = 0}, si ξ · γ(x) = 0 alors ∀j ∈ J(x), ξ ·Πj(x) = 0.

On peut construire des exemples pour lesquels ni cette condition ni la condition géométrique (2)
ne sont vérifiées, on peut alors démontrer qu’il y a des transferts d’énergie entre les modes dus aux
variations des projecteurs (cf. [7]).

Il est aussi intéressant de faire le lien entre notre résultat et ce que permet d’obtenir les méthodes
de [8] et [9]. On se restreint alors au cas N = 2 des symboles A(x, ξ) qui sont des matrices 2 × 2.
Prenons

A(x, ξ) = a(x, ξ) Id + g(x, ξ)
(
b(x, ξ) c(x, ξ)
c(x, ξ) −b(x, ξ)

)
et supposons que ∇g 6= 0 et b2 + c2 6= 0 sur {g = 0}. On a alors deux valeurs propres

λj(x, ξ) = a− (−1)jg
√
b2 + c2, j ∈ {1, 2}

et on peut démontrer en suivant [8] et [9] que pour j ∈ {1, 2}

Hλjµj = [µj , Fj ] + νj , Supp νj ⊂ {∇ξa · ∇xg −∇xa · ∇ξg = 0}.
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Dans le cas de l’équation de Schrödinger de [15], on obtient ainsi que le support de νj est inclus dans
{ξ · ∇γ(x) = 0} et on peut vérifier que la condition sur les projecteurs assure la nullité de la mesure
νj sur son support. Notons

{a, g} = ∇ξa∇xg −∇xa∇ξg,

si cette quantité est non nulle en un point de croisement, alors les champsHλ1 etHλ2 sont transverses
au croisement puisque l’on peut vérifier que

Hλ1,2g(x, ξ) = {a, g}
√
b2 + c2.

Pour résumer, les méthodes de [8] et [9] permettent de démontrer l’équation (3) au niveau des points
du croisement où les champs hamiltoniens associés aux valeurs propres sont transverses. Ce sont les
points du croisement que l’on qualifie de génériques dans [9]. Le théorème 1 permet donc de traiter
aussi des situations non génériques. Il est intéressant de noter que c’est, avec le résultat de [15], le
premier résultat concernant la propagation des mesures de Wigner près d’un point de croisement
non générique. Dans le cas générique, nous démontrons dans [7] une forme normale microlocale dans
l’esprit de celles de Colin de Verdière pour les croisements de codimension 2 et 3 (cf. [4] et [5]).

Théorème 2 Soit (x∗, ξ∗) un point générique de Σ alors il existe Ω un voisinage de (x∗, ξ∗) tel que
pour tout n ∈ N, il existe κn une transformation canonique de Ω dans un voisinage de 0, Un un
opérateur intégral de Fourier, B0, · · · , Bn des matrices C∞ et f1, · · · , fn des fonctions C∞ telles que
B0 est inversible, κn(x∗, ξ∗) = 0 et si l’on note

κ : (x, ξ) 7→ (s, z, σ, ζ), s, σ ∈ R, z, ζ ∈ Rd−1,

fε
n = f1 + εf2 + · · ·+ εn−1fn,

Bε
n = B0 + εB1 + · · ·+ εnBn,

alors microlocalement dans Ω, on a

Unopε(B
ε
n)opε(A)opε(B

ε
n)∗U∗n

=
ε

i
∂s Id +

(
s ε opε(fε

n)
ε opε(fε

n)∗ −s

)
+O(εn+1) in L

(
L2(Rd,CN )

)
.

Venons-en enfin aux applications à l’obtention d’estimations de résolvante pour l’opérateur de
Schrödinger semi-classique matriciel de L2(Rd,CN )

P (ε) =
1
2
∆ Id + V (x)

qui est un opérateur autoadjoint sur le domaine de ∆Id (cf. [17]). On suppose que le potentiel V
est longue portée : V a une limite V∞ à l’infini et il existe ρ > 0 tel que pour tout x ∈ Rd,

‖V (x)− V∞‖ = O (< x >−ρ) ,
∀α ∈ Nd, |α| > 1, ‖∂α

x V (x)‖ = Oα

(
< x >−ρ−|α|) .

De plus on suppose
V (x) =

∑
1≤j≤K

Ej(x)Πj(x)

Clotilde Fermanian Kammerer
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où Ej , Πj sont respectivement des fonctions et projecteurs réguliers. On suppose que l’ensemble des
points de croisement

Σ = {(x, ξ), ∃j, k ∈ {1, · · · ,K}, j 6= k, Ej(x) = Ek(x)}

est une hypersurface et on garde les notations précédentes avec λj(x, ξ) = |ξ|2
2 + Ej(x). Notons

R(z, ε) = (P (ε)− z)−1

sa résolvante, définie pour z dans l’ensemle résolvant et considérons les espaces à poids L2,s(Rd,CN )
contenant les fonctions f telles que x 7→< x >s f(x) appartient à L2(Rd,CN ). En suivant la
méthode de N. Burq ([2]) déjà reprise par plusieurs auteurs ([14], [15], [6] et [10] par exemple), on
obtient le théorème 3 ci-dessous. Remarquons que ce résultat permet aussi de montrer des effets
régularisants pour le propagateur eitP (ε) ainsi que des estimations de Strichartz en suivant la stratégie
de [3]. Posons

Σ(λ∗) := {(x, ξ) ∈ Σ, ∀j ∈ J(x, ξ),
| ξ |2

2
+ Ej(x) = λ∗}.

Théorème 3 Soit λ∗ tel que pour tout (x∗, ξ∗) ∈ Σ(λ∗) on ait

∀j ∈ J(x∗, ξ∗), Hλj
(x∗, ξ∗) 6= 0 et (x∗, ξ∗) ∈ Σreg.

Alors, il y a équivalence entre les deux proposition suivantes:

1. ∀s > 1/2, ∃I voisinage de λ∗, ∃ε0 > 0, ∃Cs,I > 0, ∀λ ∈ I, ∀ε ∈]0, ε0[,

|| R(λ± i0, ε) ||L(L2,s,L2,−s)≤
Cs,I

ε
.

2. Pour toute trajectoire classique (x(j)
s , ξ

(j)
s ) telle que λ∗ = Ej(x(j)

s ) +
| ξ(j)s |2

2
on a

| x(j)
s | −→

s→±∞
+∞.

La deuxième assertion est appelée hypothèse de non-capture: l’énergie λ∗ est non captante.
Pour montrer qu’elle implique l’estimation de résolvante, on raisonne par l’absurde, ce qui conduit
à analyser une famille de fonctions de masse 1 vérifiant une équation de la forme

P (ε)ψε = λ∗ψε + o(1)

Les hypothèses du théorème permettent d’appliquer le résultat du théorème 1, on a donc invariance
le long des trajectoires classiques de la mesure de Wigner de (ψε). Les hypothèses de longue portée
faites sur le potentiel permettent de montrer que la mesure est nulle à l’infini. Le fait que les
trajectoires vont à l’infini et l’invariance le long des trajectoires impliquent alors la nullité de la
mesure, ce qui est en contradiction avec le fait que la suite est supposée de masse 1. La preuve du
caractère nécessaire de l’hypothèse de non capture se fait en suivant un argument de Wang ([18]):
on construit des familles de solution de

iε∂tψ
ε + (P (ε)− λ∗)ψε = 0

qui se concentrent sur une trajectoire classique. L’estimation de résolvante permet de démontrer

que les quantités
∫ +T

−T

< x
(j)
t >−s dt sont bornées en T , ce qui n’est possible que si les trajectoires

vont à l’infini.
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3 Eléments de preuve

Nous allons maintenant expliquer la preuve du théorème 1. La première étape consiste à établir la
décomposition de µ en somme des µj en dehors de Σ ainsi que l’équation

Hλj
µj = [µj , Fj ] + νj , Supp νj ⊂ Σ.

La deuxième étape consiste en l’analyse de cette équation de transport et à montrer que la mesure
νj est nulle sous les hypothèses géométriques que nous avons faites.

Commençons par décrire rapidement la première étape qui est une relecture de [11]. On projette
l’équation sur les modes en posant

ψε
j = opε(Πj)ψε.

La mesure µj = ΠjµΠj est alors une mesure de Wigner de (ψε
j ) et on a

opε(λj(x, ξ))ψε
j =

ε

i
opε(Bj) + o(ε) in L2(Rd,CN ),

avec
Bj =

1
2

({λj ,Πj} − {Πj , A}) .

Pour a ∈ C∞0 (R2d,CN,N ), on a(
i

ε
[opε(a), opε(λj)]ψε

j , ψ
ε
j

)
=

(
opε({a, λj})ψε

j , ψ
ε
j

)
−→
ε→0

−
∫

tr
(
Hλja dµj

)
.

Par ailleurs, en utilisant l’équation satisfaite par (ψε
j ), on obient(

i

ε
[opε(a), opε(λj)]ψε

j , ψ
ε
j

)
=

(
opε(a)opε(Bj)ψε, ψε

j

)
+

(
opε(a)ψ

ε
j , opε(Bj)ψε

)
=

(
opε(ΠjaBj +B∗j aΠj)ψε, ψε

)
−→
ε→0

∫
tr

(
ΠjaBj +B∗j aΠj

)
dµ.

On remarque alors qu’en dehors de Σ, (opε(a)ψε
j , ψ

ε
k) −→

ε→0
0 pour j 6= k car

ΠkaΠj =
[
A,

1
λk − λj

ΠkaΠj

]
,

donc (
opε(a)ψ

ε
j , ψ

ε
k

)
=

([
opε(A), opε

(
1

λk − λj
ΠkaΠj

)]
ψε, ψε

)
+O(ε) = O(ε).

Par conséquent, en dehors de Σ, ΠjµΠk = 0 pour k 6= j et

tr
(
(ΠjaBj +B∗j aΠj)µ

)
= tr

(
(ΠjaBj +B∗j aΠj)µj

)
+ tr(aνj)

où la mesure νj est à support dans Σ et absolument continue par rapport à µj car elle décrit la
limite de quantités de la forme (fε, ψε

j ). Un calcul de [11] permet alors de montrer que

tr
(
(ΠjaBj +B∗j aΠj)µj

)
= tr (a[µj , Fj ]) .

Clotilde Fermanian Kammerer
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Dans la deuxième étape, il nous reste à analyser dans RD, une équation de transport de la forme

Hµ = bµ+ cµ+ ν

où H est un champ de vecteurs C∞(RD), b et c des matrices C∞(RD), ν une mesure à valeurs
matricielles supportée dans une hypersurface Σ et absolument continue par rapport à la mesure à
valeur matrice hermitienne positive µ. Le lemme suivant est crucial

Lemma 1 Si H est transverse à Σ alors µ(Σ) = ν(Σ) = 0.

Voyons tout d’abord comment ce lemme permet de conclure notre preuve. S’inspirant de [16],
on raisonne par récurrence en remarquant tout d’abord qu’avec les notations du théorème 1, on
a nécessairement µj(Σ0

j ) = 0 par application du lemme. Supposons maintenant que nous ayons
démontré µj(Σk

j ) = 0 pour 0 ≤ j ≤ k et montrons que µj(Σk+1
j ) = 0. Pour cela considérons

(x∗, ξ∗) ∈ Σk+1
j et désignons par g(x, ξ) = 0 une équation de Σ au voisinage de (x∗, ξ∗). On a alors

Hk+1
λj

g(x∗, ξ∗) = 0 et Hk+2
λj

g(x∗, ξ∗) 6= 0.

Notre point (x∗, ξ∗) est donc un point de l’hypersurface {Hk+1
λj

g(x∗, ξ∗) = 0} et le champ Hλj est
transverse à cette hypersurface en (x∗, ξ∗). On en déduit, en appliquant le lemme, que la mesure µ
ne charge pas Σk+1

j . On montre ainsi par récurrence que

∀k ∈ N, µj(Σk
j ) = νj(Σk

j ) = 0.

ce qui donne le théorème 1.

Avant de passer à la preuve de ce lemme clé, remarquons que l’argument développé ci-dessus
donne très précisémet que µj et νj s’annulent au voisinage des points (x∗, ξ∗) de Σ∞j pour lesquels
il existe un voisinage U et une hypersurface Θ telle que Σ∞j ∩ U ⊂ Θ et Hλj

transverse à Θ. En
particulier, nous démontrons ainsi que νj = 0 au voisinage des points isolés de Σ∞j ; en revanche,
nous ne pouvons pas traiter de cette manière une situation où des branches de trajectoire classiques
correspondant à des modes différents sont confondues et incluses dans le croisement; l’hypothèse de
T. Jecko sur les projecteurs fournit alors un cadre où l’on peut encore dire quelque-chose.

Démontrons maintenant le lemme 1 ; la variable x désigne maintenant un point quelconque de
RD. On travaille localement près d’un point x ∈ Σ et on se ramène à

x = 0, ∂x1µ = ν, ν << µ, Σ = {γ(x) = 0}, ∂x1γ ≥ c1 > 0.

On considère

χ ∈ C∞0 (R) telle que 0 ≤ χ ≤ 1, |s| ≤ 1
2

=⇒ χ(s) = 1, |s| ≥ 1 =⇒ χ(s) = 0

f0
ε (x) = χ

(
γ(x)
ε

)
χ

(
|x|2

r2

)
, fε(t, x) = f0

ε (x1 + t, x2, . . . , xN ) .

On vérifie alors que

x ∈ supp f0
ε =⇒ |x| ≤ r and |γ(x)| ≤ ε (4)

x ∈ supp fε(t, .) =⇒ |x| ≤ r + |t| and |γ(x1 + t, x2, . . . , xN )| ≤ ε. (5)
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On choisit | t |< r et on teste µ contre fε(t, .) en posant

Fε(t) = tr
(〈
µ, fε(t, .)

〉)
,

On a alors par le théorème de convergence dominée

lim
ε→0

Fε(0) = tr
(〈

µ,1Σ χ
( |x|2
r2

)〉)
≥ tr (µ (B0(r/2) ∩ Σ))

et on veut montrer que lim
ε→0

Fε(0) = 0. Pour cela, on va estimer F ′ε(t) pour des t proche de 0 et

utiliser une suite (tn) tendant vers 0 telle que lim
ε→0

Fε(tn) −→
n→+∞

0.

Remarquons tout d’abord que

F ′ε(t) = tr
〈
µ,

∂

∂t
fε(t, .)

〉
= tr

〈
µ,

∂

∂x1
fε(t, .)

〉
= −tr

〈
ν, fε(t, .)

〉
≤ C1

car la mesure ν comme la mesure µ est finie. Par ailleurs, pour que F ′ε(t) 6= 0 il faut que le support
de fε(t) rencontre celui de ν, c’est-à-dire qu’il faut qu’il existe des points x tels que | x |< 2r,
γ(x1 + t, x2, · · · , xD) < ε et γ(x) = 0. Or | γ(x1 + t, x2, · · · , xD)− γ(x) |≥ c1 | t |. Donc F ′ε(t) = 0
pour | t |> ε

c1
. On a donc

| Fε(0)− Fε(t) |≤ C1
ε

c1
.

Construisons maintenant la suite (tn). On remarque que

∀t ∈ [−r,+r], lim
ε→0

Fε(t) = tr
(〈
µ,1Σt

〉)
où Σt = {x, | x |< 2r, γ(x1 + t, x2, . . . , xD) = 0} .

Les ensembles Σt sont deux à deux disjoints et l’on a ∪
n∈N

Σ1/n ⊂ {| x |< 2r}. On a donc

Σ
n∈N

µ(Σ1/n) ≤ µ ({| x |< 2r}) < +∞.

Donc la suite µ
(
Σ1/n

)
tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, ce qui permet d’écrire

Fε(0) ≤ C1
ε

c1
+ Fε(1/n),

lim
ε→0

Fε(0) ≤ lim
ε→0

Fε(1/n) ≤ µ(Σ1/n) −→
n→+∞

0,

d’où Fε(0) = 0, ce qui clôt la preuve du lemme 1 et donc du théorème 1.

4 Conclusion

Nous renvoyons à [7] pour une preuve des autres théorèmes et une discussion de situations où
apparaissent des tangences d’ordre infini engendrant des phénomènes de transfert entre les modes.
Il faut noter en particulier que dans une situation générique, de telles interactions n’interviendront
pas au premier ordre en ε mais à des ordres inférieurs, comme le laisse prévoir la présence d’un terme
d’ordre ε sur les coefficients antidiagonaux du symbole dans la forme normale du théorème 2 ; de
telles interactions mériteraient d’ailleurs d’être étudiées.

Clotilde Fermanian Kammerer

XXII–8



References

[1] M. Brassart: Limite semi-classique de transformées de Wigner dans des milieux périodiques ou
aléatoires. Thèse de l’Université de Sophia-Antipolis (2002).

[2] N. Burq: Semiclassical estimates for the resolvent in non trapping geometry. Int. Math. Res.
Notices, 5 (2002), p. 221–241.

[3] N. Burq, P. Gérard, N. Tzvetkov: On nonlinear Schrödinger equations in exterior domains.
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