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par sa transformée de Radon non-Abélienne

R. G. Novikov

CNRS, Laboratoire de Mathématiques Jean Leray (UMR 6629)
Université de Nantes

BP 92208, F-44322, Nantes cedex 03 France

e-mail: novikov@math.univ-nantes.fr

Résumé. Dans cet exposé nous présentons plusieurs résultats récents sur le probleme de la
détermination d’un champ de jauge sur R¢ par sa transformée de Radon non-Abélienne le
long de droites orientées. Cet exposé est basé en premier lieu sur le travail [R.Novikov, On
determination of a gauge field on R from its non-abelian Radon transform along oriented
straight lines, Journal of the Inst. of Math. Jussieu (2002) 1(4), 559-629].

On considere I’équation de transport

OV (x,0) + ag(x)Y(z,0) =0, zeR? #estt, (1)

ou

OV = Ze oz, T x))v

et a; sont des fonctions suffisamment régulieres sur R? a valeurs dans M (n, C) et a;(z) — 0
suffisamment vite quand |z| — oo, 7 =0,1,...,d, par exemple,

a; € C’a’lJre(]Rd,M(n,(C)), j=0,1,....d, pourun a >0 etun >0 (2)
(voir la formule (10)). Dans (1) on consideére § comme un parametre spectral.

On considere la matrice de diffusion S pour I’équation (1) :

S(z,0) = lim vz +s0,0), (x,0)eTS* !, (3)
ou
TS ={(2,0) | zeR? HeST z60=0} (4)

et ¥ est la solution de (1) telle que

lim ¢ (x+s0,0)=1, zecR? HeS, (5)
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ot T est la matrice identité n x n. On interpréte TS?! comme lensemble de toutes les
droites orientées dans R, Siy = (z,0) € TS" ' alors y = {y e R? | y = 2+ t0, t € R}
(modulo l'orientation) et # donne ’orientation de . La matrice de diffusion S est invariante
pour les transformations de jauge de la forme

a=(ag,ai,...,aq) — a = (ay,al,...,ay),

(6)

af =g la;9+97 1059, j=1,....d, aj =g 'aoy,

ot d;g(x) = dg(x)/dz; et g est une fonction suffisamment régulicre sur R? & valeurs dans
GL(n,C) et g(z) — I suffisamment vite quand |z| — oco. Par exemple, sous I’hypothese
(2) la matrice de diffusion S et la propriété (2) elle-méme sont invariantes par rapport aux
transformations (6), ou

g est a valeurs dans GL(n,C),

7
g—1eC" R M(n,C)), 8;gc C¥*RY M(n,C)), i=1,...,d. ()

Notons que S = I si a = (ag,a1,...,aq) = 0.

On considere le probleme de diffusion inverse suivant:

Probléme 1. Etant donné S, trouver a = (ag, ay, . . ., ag) modulo les transformations (6)
(par exemple, sous les conditions (2),(7)).

La matrice S s’appelle aussi la transformée de Radon non-abélienne le long des droites
orientées du champ de jauge a.

L’équation (1), la matrice de diffusion S et le probleme 1 apparaissent, par exemple,
dans les domaines suivants :

[. Géométrie différentielle, ou

A. Pour ag = 0 I’équation (1) décrit le transport parallele de la fibre dans le fibré vectoriel
trivial R x C", olt R? est la base et C" est la fibre, avec la connexion a = (a1,...,aq) le
long des géodésiques euclidiennes de R? (voir [Sh], [No2]).

B. Pour ayp # 0 léquation (1) décrit le transport parallele de la fibre dans le fibré
vectoriel trivial ]R‘litll x C", ou R‘le est la base et C™ est la fibre, avec la connex-
ion a = (ag,a,.. .7, agq) (indépendaﬁt du temps) le long des géodésiques de ’espace de
Minkowski Rf;l (voir [No2]).

II. Théorie de champs de Yang-Mills:

A. Etudes de I'équation de Schrodinger 2?21 —(% + a; (x))21/1 +v(z)y = Ev dans le

champ de Yang-Mills a = (a1, ...,aq) quand E — +o0 (voir [No2]).

B. Intégration des équations de Yang-Mills autoduales par la méthode de diffusion inverse
(voir [MZ], [Wa, [V], [FI]).
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III. Tomographie:

A. Tomographie de transmission de rayons X:

n=1, a; =0, j=1,...,d, (8.a)
S = exp (—Pay), (8.b)

ou Pag (définie par la formule (14) ci-apres) est la transformée classique de rayons d’une
fonction ag (transformée classique de Radon d’une fonction ag le long des droites) (voir
[No2|).

B. Tomographie d’émission de simples photons:

n=2 a; =0, j=1,...,d, aO:(O 0), (9.a)

g_ <eXP (apﬂ) —Jiuf) 7 (9.0)

ot P, f (définie par la formule (16) ci-apres) est la transformée de rayons atténués (trans-
formée de Radon atténuée de f avec le coefficient d’atténuation p (voir [No2]).

Pour le cas non-abélien (c’est-a-dire pour n > 2) la transformée de Radon non-
abélienne S et le probleme 1 ont été considérés pour la premiere fois dans [MZ| pour
d = 2 (et pour une certaine forme spéciale de a) dans le cadre de l'intégration d’une
réduction 2+1 - dimensionnelle (proposée dans [MZ]) des équations de Yang-Mills auto-
duales. Notons que [MZ] ne contient pas encore de théoréme sur le probleme 1; ce travail
est écrit au niveau ”physique”. Pour le cas non-abélien et pour a a support compact cer-
tains théoremes d’unicité locale (c’est-a-dire des théorémes d’unicité sous I'hypothese que

a est petit en un certain sens) pour le probleme 1 ont été obtenus pour la premiere fois
dans [We] (pour d = 2, a; = 0, az = 0) et [Sh] (pour d > 2, ag = 0) (voir [We], [Sh], [No2]).

Notre but maintenant est de présenter quelques résultats généraux sur le probleme 1
obtenus dans [No2]. Considérons

C*? (R, M(n,C)) = {f € ClYR!, M(n,C)) | ||fllaw < +oo}, (10)

ouna > 0,0 >0, [a] est la partie entiere de «, Ck(Rd, M(n,QC)), k € NU{0}, est I’espace de
fontions k fois continiiment dérivables sur R® & valeurs dans M (n,C) (matrices complexes
nxmn),

[ fllo,c = sup (1 + [=])?|f(z)], (11a)
xGRd

[ flla,o = max (|| fllo,o: [ flla.0), 0<a <1, (11b)

1fllee = sup A+ [z)lyl"f(x+y) = f(z), 0<a<], (11c)
zyeR?, ly|<1

| fllo,c = max (|| f]|g,0, max H@JfHa_g,U) pour B<a<p+1, €N, (11d)

|J|=5
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(o &7 = all oz . oxle, Je (NU{oh)?, [J] =0, J),

lc| = max |¢;j| pour ¢ € M(n,C). (11.e)
1<i<n,
1<j<n

Théoréme 1 ([No2]). Supposons que d > 3, a« > 2, ¢ > 0 et que a = (ag,a1,...,aq)
satisfasse (2). Alors, S détermine a modulo les transformations (6), (7).

Théoréme 2 ([No2]). Supposons que d =2, a > 0, ¢ > 0. Alors, sous la condition (2), S
ne détermine pas a modulo les transformations (6), (7), en général. Par exemple, soient

n=2 a9=0, ap =0, a2:%<1}ﬂ:fl}'(} fff)>’ (12a)

peC\R, f=f(z)=p(z)/a(2), (125)

ol

p,q sont des polynomes de z= xy + pxy, = (x1,22) €R? [ =degp—degq>0.

(12¢)
Alors,
S=1= (1 0) pour a = (ag,ay,az) = (0,0,as),
0 1 (13a)
as € COMHR? su(2)) Va >0,
mazis
a=(0,0,az) %0 modulo les transformations (6) (13b)

avec g € C*(R*,GL(2,C)), g(z) — I pour |z|— oc.

2
Théoreme 3 ([No2|). Supposons que d = 2, a satisfait (2) et ||allq,14c = Y |@j]la,14c €St
j=0
suffisamment petite (pour « et € fizés de (2)). Alors, S détermine a modulo les transfor-
mations (6), (7).

Le théoreme 1 est un théoreme d’unicité globale pour le probleme 1 en dimension
d > 3. Le théoreme 2 donne des contre-exemples pour I'unicité globale pour le probleme
1 en dimension d = 2. Le théoreme 3 est un théoreme d’unicité locale pour le probleme 1
en dimension d = 2.

Les théoremes 1 et 3 sont démontrés dans [No2] de maniere constructive, c’est-a-dire
ces démonstrations contiennent des méthodes de reconstitution. La démonstration du
théoreme 1 (donnée dans [No2]) s’appuie essentiellement sur des résultats locaux pour le
probleme 1 en dimension d = 2 (obtenus dans [No2]) dont le théoréme 3 est un exemple.
La démonstration du théoreme 3 (donnée dans [No2]) développe la méthode de [MZ], ou le
probleme 1 dans certains cas en dimension d = 2 a été réduit a des problemes de Riemann-
Hilbert au niveau formel. Le théoréme 2 est obtenu (dans [No2]) en utilisant des résultats
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de [Wa] et [V] sur les solitons pour une réduction 2+1- dimensionnelle (proposée dans
[Wal) des équations de Yang-Mills autoduales.

Notons que les contre-exemples (pour 1'unicité globale pour le probléme 1 en dimension
d = 2) du théoreme 2 ne sont pas des champs a support compact. Récemment dans [E]
G.Eskin a publié le résultat suivant:

Théoréme 4 [E]. Supposons que d = 2, a; € C§°(R?, M (n,C)) (ot C§° désigne les fonc-
tions infiniment lisses a support compact) j = 0,1,2. Alors, S détermine a = (ag, a1, asz)
modulo les transformations (6) avec g € C®(R?, GL(n,C)),

g— Ie CSO(R2,M(7”L,(C))

La méthode de démonstration du théoreme 4 (proposée dans [E]) développe la méthode
(de [MZ] et [No2]) utilisée pour la démonstration du théoreme 3.

Dans certains cas importants (par exemple, sous les hypotheses (2), (8a) ou sous les
hypotheses (2),(9a)) la matrice de diffusion S détermine uniquement a par des formules
explicites. Notre but maintenant est de présenter quelques résultats de [No2| et [No3] sur
le probleme de diffusion inverse pour ’équation (1) sous les hypotheses (9a).

Théoréme 5 [No2]. Supposons que a satisfait (2), (9a). Alors, la formule (9b) pour S est
valable, ou

Pu(x,0) = /Ru(x + s0)ds, (x,0) € TS (14)
et
P,f(x,0) = /]R exp [—-Du(z + 6, 0)] f (x + s0)ds, (x,0) e TS, (15)
Du(z,0) = /+O° w(x + s0)ds, (x,0) € RY x S471, (16)
0

En vertu du théoréme 5, sous les hypotheses (9a) le probléeme de déterminer a a partir
de S se réduit aux problemes de déterminer p & partir de Pu et (ensuite) de déterminer
f a partir de P, f. Ces deux derniers problemes sont des problemes de base (au niveau
mathématique) de la tomographie d’émission de simples photons (SPECT=single-photon
emission computed tomography) (utilisée en médecine nucléaire). L’objectif de cette to-
mographie est de déterminer la distribution des isotopes radioactifs dans un corps a partir
de la radioactivité au voisinage de ce corps.

Dans ce cadre: f est la densité des émetteurs de photons 7 (la densité des isotopes
radioactifs), p est le coefficient d’atténuation (de photons ) linéaire du milieu, P, f(l),
I = (z,0) € TS, décrit Dintensité (espérée) de ’émission mesurée dans la direction 6 par
un détecteur a +o0 sur [ (par un détecteur sur la composante connexe de I\ (supp fUsuppp)
contenant oo sur [ pour f et p et a support compact).

En médecine, on détermine d’abord le coefficient p d’atténuation de photons v dans
un corps humain a partir des radiographies (grosso modo a partir de Ppu), en utilisant des
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méthodes d’inversion de la transformation classique de Radon P. Ensuite, on introduit
dans le corps (par exemple, dans le sang) un médicament ou certains atomes sont rem-
placés par leurs isotopes radioactifs. On cherche alors la distribution de ce médicament
ou autrement dit la distribution f des isotopes radioactifs dans le corps a partir de la
radioactivité au voisinage du corps, c’est-a-dire grosso modo a partir de P, f.

Des formules explicites d’inversion pour la transformation P sont connues depuis [R]
(voir aussi, par exemple, [Na]). La premieére formule explicite d’inversion pour la transfor-
mation P, (dans le cas général) a été obtenue dans [No3].

Théoreme 6 ([No3]). Supposons que p, f € C41H¢(R* R) pour un o €]0, 1] et un e > 0.
Alors, supposant p connu, P, f sur TS détermine uniquement f sur R? par les formules
sutvantes:

fz) = —i <a% - ia%) /Sl o, 0)(01 + i65)d6, (17a)

o (@,0) = exp [~ D_pp(a)lm(z6™, 0), (17b)
m(s,0) = —iRe (exp [~(20) ™ (H, P 1) ()) (. oxp [(20) " H_ Py plgo)(s)),  (17c)

ol

go(s) = Puf(s0",0) (18)
et Dy, Pg-, Hy, exp [+(2i) "' Hx P; 1] sont les opérateurs tels que

+o0
Dou(zx) = / u(x + t0)dt,
0

Pitu(s) = /Ru(sﬁL + t0)dt,
Hauls) = /R %dt’
exp [£(2i) "M H+Pi-plv(s) = exp [£(28) " HePy-p(s)]v(s),

ot u,v sont des fonctions de test, x = (x1,x2) € R%, 6 = (A1,05) € S', 0+ = (—65,6,),
s € R, df est l’élément d’arc standard sur S'.

Si p =0 alors (17) se réduit a la formule (4.6) de [Nol] similaire a la formule (1.12)
de [FN] et quelque peu différente de la formule d’inversion de Radon classique.

La démonstration du théoreme 6 (proposée dans [No3|) utilise des méthodes de [MZ],
[FN] et [No2]. Dans cette démonstration on réduit le probleme initial (de déterminer f &
partir de P, f, supposant £ connu) & des problemes de Riemann-Hilbert additifs (résolubles
explicitement).

Notons que pour d > 2 la formule (17) permet de reconstruire f ’Y pour chaque plan
¥)’ ott TS'(Y) est 'ensemble de toutes les

droites orientées dans Y, sous la condition que /L|Y soit connue.

bi-dimensionnel Y ¢ R? & partir de P, f’TSI

XVII-6



Pour savoir plus sur les questions considérées dans cet exposé voir [No2], [No3|, [No4],

[E] et [GJKNT].
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