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1 Introduction

Beaucoup de travaux récents dans le domaine des problemes inverses ont été consacrés a la détermina-
tion (partielle) du coefficient v de ’équation de conductivité V - yVu = 0 dans Q,u = f sur 012,
a partir de la connaissance (partielle) de I'opérateur Dirichlet-Neumann A, : f — ’yg—:”aﬂ. Les
résultats obtenus comprennent des résultats d’unicité, des résultats de stabilité et des algorithmes
de reconstruction [1, 18, 24, 38, 44, 46, 50]. Les résultats de ces algorithmes sont insatisfaisants a

cause de trois difficultés majeures.
(i) L’application v — A, est fortement non-linéaire.

(ii) Le caractere mal posé du probleme qui se traduit par une faible sensitivité de A, & certaines
variations de la conductivité ~.

(iii) De plus, en pratique, on ne dipose que d’un nombre fini de mesures et non pas de l'opérateur
de Dirichlet-Neumann A, tout entier.

Ces difficultés ne sont surmontables que dans un cadre asymptotique utilisable en imagerie médicale
[49, 10] ou en controle non-destructif de structures métalliques. A.P. Calderén [20] fut le pionnier
de ce type d’approches asymptotiques.

L’objet de cet article est de présenter d’une maniere synthétique les résultats obtenus sur ce
theme. Nous renvoyons a [3] pour une présentation plus détaillée.

2 Le probleme de conductivité inverse

Soit € un ouvert borné Lipschitzien de R%, d > 2, et v la normale sortante au bord 0. Le
vecteur v existe pour presque tout x € 0€). On suppose que ) contient m inhomogénéités sous
forme de | J;"; Dy, ot D; = z + p By, les domaines By, pour | = 1,...,m, étant Lipschitziens et
bornés. Les points z; déterminent les centres de ces inhomogénéités et les petits parametres p;

caractérisent leurs ordres de grandeur. On note par p = Jnax pp. La conductivité du milieu
=1...,m

ambiant Q\ ;" D; est égale & 1 et celle de 'inhomogénéité D; vaut ki, o 0 < k; # 1 < +o0, pour
1 <1 < m. Enfin, on suppose qu’il existe une constante co > 0 tel que |z, — zp| > 2¢o > 0,V I # I/
et dist(z;,00) > 2¢o > 0,V 1.
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On note par E, la solution du probléme de conductivité

V-(X(Q \UDy+>- klx(Dl))VEp —0 dans Q,
=1 =1

, /Epzo,
o0

ou x(D) désigne la fonction caractéristique de D, et par Ej celle en 'absence d’inhomogénéités.
La condition g € L3(99), ot LZ(99) est le sous-espace des fonctions de L?(92) d’intégrale nulle,
est bien nécessaire pour que le probleme de conductivité admette une solution.

0E,
v o =

Q

2.1 Formules asymptotiques

Pour énoncer les principaux résultats de cette section, il nous faut maintenant introduire les po-
tentiels de simple et double couche. Ils sont construits de la facon suivante. On part de la solution
fondamentale

1
2—ln\x], d=2,
T

I'(z) = 1 V.
— x| d>3
(2_d)wd|x‘ Y — I

du Laplacien A dans R%; wy est la surface de la sphére unité S41 ¢ RY. Les potentiels de simple
et double couche d’une densité ¢, portée par 9D ou D C R? est un domaine borné Lipschitzien,
sont définis par

Spé(x) == / Dz — y)é(y) doy, = €RY,

oD

Dpo(x) == /GD a%F(a: —y)p(y)doy, x€R\OD.
Y

Pour une fonction u définie sur R\ 9D, on pose

0 .
8Fu(l‘) = 1tl_l}r(r)1+ (Vu(x £ tvg),vg), x€ 0D,

ol v, pour x € 9D, désigne le vecteur normal en z a 0D. Les formules de trace suivantes sont
démontrées par Verchota [51] :

0 1
al/—iSpqﬁ(m) = (:|:§I+ Kp)o(z), =€ 0D,
(Dpd)s = (51 +Kp)ola). = €D,

ou

Kpo(z) = —v.p. /8 ) W=T%) 4 o,

wy |z —y|d

et K7 est 'adjoint de 'opérateur Kp dans L?(0D). Lorsque la surface OD est Lipschitzienne, Kp
est un opérateur borné sur L2(0D) et sa définition s’obtient par une intégrale singuliere dont le
calcul se situe entierement sur 0D [25]. On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.1 ([28], [51]) Soit D un domaine borné Lipschitzien et [N > 1. Alors, l'opérateur
M — K% 0 LE(0D) — L3(0D) est un isomorphisme.
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Soit maintenant

Hylg)(z) = =Sa(9)(z) + Da(f)(x), = €R'\OQ, [:=Eys.

Remarquons d’abord que par construction, H,[g] est une fonction harmonique dans R4\ Q et Q.
Elle se calcule dans R?\ 99 & partir de la donnée de Neumann g et de la mesure f par une intégrale
sur 0f). L’idée d’utiliser cette fonction harmonique H,[g] est introduite dans [34] ou les auteurs
montrent en particulier quen dimension d = 2, H,[g](z),z € R?\ 0%, détermine d'une manitre
unique, pour un seul choix de g # 0, toute inhomogénéité de conductivité de forme circulaire.

Nous nous proposons de reconstruire les inhomogénéités [, D; a partir de H,[g](z),x € R4\Q.
La formule de Green nous apprend que [34]

=Y (=1 | V,T(@—y) VE,(y)dy, z€Q,
1=1 Dy

_Z(kl -1 /D V,[(z —y) - VE,(y)dy, z€R"\Q.

L’asymptotique de la fonction harmonique H),[g](x),z € R%\ Q, lorsque p — 0, est fournie par
I’énoncé suivant.

Théoréme 2.2 ([12], [4]) Supposons que By = —By, pour !l =1,...,m. Alors, on a

d
Jol(@) = =3 — P (@ —2) M- VEy(z) + O(Y ‘xpli_l), zeRI\Q,

=1 walr — 2|4

ou le tenseur de polarisation de Pdlya-Szegé M est défini par

_ k‘l—l-l
M(By, k ;:/ N —Kg) Y (w)doy; N =——.

La généralisation suivante du tenseur de polarisation de Pdlya-Szego est introduite dans [4].

Définition 2.3 ([4]) Le tenseur de polarisation généralisé d’ordre (o, 3) € N% x N?  associé a
(B, k), est défini par

0
M i [T = K)oy doy A=
OB v
Une définition équivalente est la suivante [5] :

B
M = (k—1) [/ yaay doy + (k — 1 / \_ )doy |,
o~ Ov o5

ot 1? est la solution du probléme de transmission suivant :

(AyP(z) =0, dans BU(R?\ B),

kE+1

Py —4P|- =0 sur 0B,

P awﬁ
ov { + ov { -

P (x) — 0 lorsque |z| — 0o sid =3,

=v-Vz? sur 9B,

1
P (x) — —log|:v|/ v-Vy? — 0lorsque |z| — 0o sid=2.
2w OB

Quelques remarques sont maintenant nécessaires.
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i) Dans le cas général (B, — B, pour un certain lg), ’'asymptotique de la fonction harmonique
0 0
H,[g](x) fait intervenir d’une maniere naturelle les tenseurs de polarisation généralisés définis
dans [4]. Elle s’écrit pour z € R\ Q :

|| +|B]+d—2 m p2d

Ay D 9T (x—z) M. 9P P
Yo > g T ) M Bl + O )

=1 |a|+|8|<d+1

p2d 2d
(ii) Le reste O( g | r= ————=—) est borné par C E ‘pﬁ, ou la constante C' dépend unique-
T — 2z x
=1

ment de la constante co et des caracteres Lipschitziens de 2 et B;,l = 1,...,m. La constante
C' explose lorsque 'un de ces domaines a un mauvais caractere Lipschitzien, ou en d’autres
termes, il est aplati [12]. On dit qu'un domaine étoilé B a un mauvais caractére Lipschitzien
si infycop @ - v, est proche de 0. La constante C' explose également lorsque I'une des inho-
mogénéités touche le bord 0f).

(iii) On note que la formule asymptotique de H,[g|(x) reste valable quand une ou plusieurs in-
homogénéités deviennent parfaitement conductrices ou isolantes, i.e. leurs conductivités k;
convergent vers 0o ou 0 (\; — £3).

(iv) L’asymptotique de la fonction harmonique H,[g|(z) dans € est plus compliquée. Des couches
limites, dues au caractéere singulier de la perturbation de la conductivité, sont construites
dans [9] pour obtenir un développement asympotique uniforme de H,[g|(z) dans €.

(v) En utilisant les résultats de [21], on peut écrire des formules asymptotiques de H ,[g](x) pour
x a l'intérieur ou a l'extérieur de ) qui correspondent a des perturbations générales de con-
ductivité.

On considére une inhomogénéité D = z + pB dans Q C R?. On trace dans les figures suivantes

2
max log || Hlg)(x) + o0 (@ = 2) - M- VEg(2)]|

27|z — z|?

ot S est une surface fermée de classe C2 enveloppant le domaine €2 [15].

Figure 1: inhomogénéité symétrique (a); non symétrique (b)
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Figure 2: reste en O(p?) pour (a); en O(p?) pour (b)

Le tenseur de polarisation de Pélya-Szego M (B, k) = / y(M — K3)~H(v) doy, est un tenseur
oB

symétrique, défini positif pour A > % et négatif pour A < —% [23]. Ses termes diagonaux M;;,i =
1,...,d, vérifient I'inégalité isopérimétrique suivante [45, 48, 37] :

|B|min(1, k) < M;;(B, k) < |B|max(1, k).

Les bornes optimales suivantes peuvent étre obtenues en adaptant les travaux de Polya, Schiffer et
Szego [47, 45, 48]

d? Trace(M (B, k)) 1
B| < < (d-14+ =)|B|.
i—igrPls k1 < (d=1+ 2Bl
De plus, pour k fixé, la fonction B — M (B, k) est monotone : si By C By alors M(Bs, k) >

M(By,k)sik >1et M(Ba,k) < M(By,k) si k < 1. L’analyse des propriétés du tenseur M est liée
a la théorie des matériaux composites, voir [39, 43, 22, 8.

Les tenseurs de polarisation généralisés possedent des propriétés analogues, décrites dans les
énoncés suivants.

Théoréme 2.4 ([5]) (i) Soient By et By deur domaines bornés Lipschitziens de R et ky # 1
et ko # 1 deux constantes strictement positives. Supposons que les tenseurs de polarisation
généralisés associés a (B1,k1) et (Ba,ka) sont identiques. Alors, By = By et k1 = ks.

(ii) Supposons que aq et bg sont des constantes tel que Zaaya et Zbgyﬁ sont des polynomes

acl pel
harmoniques, ot I est un ensemble fini de multi-indices. Alors,

D aabgM = Y " agbgM.
avﬁel a,ﬁe[

(iii) De plus, il existe une constante strictement positive C' qui dépend uniquement du caractére
Lipschitzien de B et de la conductivité k telle que

/ \V(Z aqzr®)|dx < ‘]Z;h{ Z aaagMo‘ﬁ‘ < C/ \V(Z aqr®)|?dz.
B - B

ael a,Bel ael
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2.2 Algorithmes de reconstruction

(i) Méthode de projection des courants. On se restreint au cas m = 1. Pour tout vecteur
a, on note par Hy(z) = H,g|(x),z € R9\ 09, on g(y) = 8%(a -y) sur 0. La méthode
de projection des courants, décrite dans [12], permet de reconstruire, modulo une erreur en
O(p?), I'inhomogénéité D = z 4 pB, de conductivité k, & partir de d mesures de E p sur 0f)
qui correspondent a g(y) = %(al -y) sur ) pour d vecteurs constants a;,l = 1,...,d. Elle
est basée sur les deux lemmes suivants.

Lemme 2.5 (Estimation de ’ordre de grandeur de I'inhomogénéité[12]) Soit S une
surface fermée de classe C? enveloppant le domaine Q. Alors, pour tout vecteur a et a*, on a

0
/ g 1p (P) " wdse = / Hj(x)a" - vy dsy = —pfla” - M -a + O(p™),
g Ov s
ot M est le tenseur de polarisation associé a (B, k).

Cette formule permet de calculer une approximation symétrique M du tenseur M et une
estimation p de p. L’approximation du centre z de I'inhomogénéité est donnée par :

Lemme 2.6 (Localisation de I'inhomogénéité [12]) On suppose que B = —B. Soient
(a1,...,aq) une base orthonormée de vecteurs propres de 'approzimation M du tenseur de
polarisation de Polya-Szegé M. Soit ¥; C RE\ Q une droite paralléle a a;, pour 1 =1,...,d.
Alors, il existe un unique point z; € X; ot Hgl change de signe (Hgl (z1) = 0). De plus,

d
=) (Z-a)a vérifie |z — 2| = O(p?).
=1

Lorsque on sait a priori que I'inhomogénéité D est une petite boule ou une petite sphere, un
algorithme plus simple [41] peut étre utilisé pour trouver son centre z et son volume p?|B|.

4 A -4

Figure 3: reconstruction d’une petite inhomogénéité par la méthode de projection des courants

Lorsque plusieurs petites inhomogénéités sont proches les unes des autres, nous pouvons les
remplacer par une ellipse qui induit les mémes perturbations [6]. La méthode de projection
des courants nous permet ensuite de détecter cette ellipse. Les exemples numériques présentés
dans la Figure 4 démontrent efficacité de notre approche [6].

(ii) Approche variationnelle. Pour n € R%, on pose g,(y) = g—y(ei(”*ml)'y) sur 02, ot Nt est
un vecteur orthogonal a . On a le lemme suivant.
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1 bl -16833

A 1 -4.9833
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L] | oo | 0.9

1 -5.05' 1 34333
-10 -5 0 5 10 3475 7575 -10 -5 0 5 10 4.1667 6.9667

Figure 4: détection de 'ellipse équivalente

Lemme 2.7 (Localisation des inhomogénéités [11]) Soit S une surface fermée de classe
C? enveloppant le domaine Q. Alors, pour tout vecteur n € R?, on a

/ 5 Holgy) (@) THT) ds, / Hylgy)(x) va - (1 + i) 02 ds,

:ZP( n—int) - My (n +int ) 4+ 0(p*).
=1

La fonction £(n) est alors approximativement la transformée de Fourier d’'une combinaison
linéaire de dérivées de masses de Dirac aux points z;. On a

m
(‘j = Z p?Ll(szz“
=1

ott L; est un opérateur différentiel elliptique d’ordre deux et € désigne la transformée de Fourier
inverse. La méthode variationnelle consiste & échantillonner £(n) pour un nombre fini de
valeurs de 7 et & calculer, par le théoréme de Shannon [26], sa transformée de Fourier discrete
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inverse [11]. Le support de cette distribution donne une bonne approximation des centres z;
des inhomogénéités. La méthode est illustrée dans les exemples numériques présentés dans la
Figure 5. Sa stabilité est également mise en évidence [11].

-

W

- a ,
- | " 4

5

@ W)

Figure 5: identification de 5 inhomogénéités par la méthode variationnelle en présence de 10% de
bruit avec (a) : 30 x 30 points d’ échantillonnage et (b) : 20 x 20 points

(iii) Approche par extension méromorphe. On suppose que d = 2. Pour simplifier, on iden-
tifie # € R?2 & = 21 +iz2 € C et M; - VEy(z) & m;. On peut montrer que

m 2
Py 4
H =- —— = =
L9l (2) m; - +0(pY), zeS={xeC,|z|=R}
ou le rayon R est tel que Q C Br = {|z| = R}.

La fonction

m
est une fonction analytique harmonique dans C \ {z;}",. Soit v(z) = Re —
ytiq q \ a2y (x) ; (e = 71)

w(x) sa conjuguée harmonique définie, & une constante additive pres, par

w(z) = gv( )ds, pour tout z € S,

a

ou a € S est une constante de normalisation. On a le lemme suivant.
Lemme 2.8 [ existe a € S tel que

- 'Ol UL / EY y)ds, +O(p®)  pour tout x € S.
v

27r33—zl

Hylg]

La fonction

(x) est calculée, pour x € S, a partir de f et g par

O3 ) — L 5o (g)lsta) + LDa(Fls o)

L’approche par extension méromorphe consiste a utiliser la fonction

h(z) == v(z) + iw(zx Z plml

m(x — 2;)
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en la variable complexe z € S pour reconstruire les inhomogénéités |J;~; D;. On peut
déterminer les centres z; en calculant d’une maniére récursive la limite suivante :

/ h(z) x e** ds,
lim 22

amree /h(x)ewdsx
S

On remarque qu’on n’a pas besoin de calculer la constante a introduite dans le lemme
précédent.

3 Le systeme de Lamé

Pour simplifier, on suppose que le domaine élastique {2 C R3 contient une seule inclusion D = pB+z
dont les parametres de Lamé sont (A, ). On consideére le systeme de Lamé :

3
9 9
5, (Cijklaix’;> —0 dans Q, i=1,2,3,
k=1
dit B
$|BQ =49,

Cijr = (AX(Q \ D)+ XX(D))5ij5kl+ (HX(Q \ D) + ﬁX(D)) (001 + 0itdjk)-

T~ i O <
Les parametres de Lamé A, pu, A et g sont constants. La dérivée Em désigne celle par rapport a la
v
conormale :

ou
o
ou N est la normale & 9D. La donnée de Neumann ¢ satisfait la condition de compatibilité :
faDg- Jda = 0 pour tout 1; € V¥, ou ¥ est I'’ensemble de 1; satisfaisant 0;¢; + 9;4; = 0, 1 <
i,7 < 3. On note par L2 (0D) = { feL2dD): Jop f 4 do =0 pour tout ¢ € ¥ }.
La solution fondamentale I' = (I';;) du systeme de Lamé est définie par :

= XNV -@)N + p(Vi + V' )N sur oD,

A 5ij B Til g
Z](x) H Em E |.’,1:"3 ’

1/1 1
A L(L, W oLl 1Y
2\ 2u+ A 2\ 2u+ A

Les potentiels de simple et double couche d’une densité d_; portée par 0D, oit D C R? est un
domaine Lipschitzien, sont définis par :

zeR3 z#£0,

ou

Spé(z) :/aDr(x—y)g(y)day, z € R3,
) -
Dpite):= | 5, (@~ 0)éw)doy, w B\ 9D,

Théoréme 3.1 ([27]) On a les résultats suivants.
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. 1 R 1 B
(i) Dpol+ = (:I:§I+ Kp)o et 3_8D¢‘i = ($§I + Kp)o, sur D, ou Kp est défini par :
v
. o .
Kpo(x) := v.p. /BD 87I‘(ac —y)p(y)doy, x € 0D, et K}, est ladjoint de l'opérateur Kp
y

dans L*(0D).
(ii) Les opérateurs 31+ K3 et —3I+ K3, sont inversibles sur L%,(9D) et L*(OD), respectivement.
(iii) Le noyau de Uopérateur 11 + Kp sur L*(OD) est 0.

Théoréme 3.2 ([29]) On suppose que (A— N(u—1) > 0. Pour tout (F,G) € H(8D) x L*(dD),
il existe une unique paire (f,§) € L2(0D) x L?(0D) telle que

Spfl- —Spgly =F  sur D,
0

~ o . -
gsDﬂf — 55D9’+ =G surdD,

et une constante C' dépendant de X\, p, X, it et du caractére Lipschitzien de D telle que
| fllz2apy + 191l 2200y < CUIF 5100y + |Gl 2 (00))-
De plus, si G € L%(8D), alors § € L2,(0D).

D’une maniere analogue aux tenseurs de polarisation généralisés, on introduit la notion de
tenseurs des moments élastiques.

Définition 3.3 ([7]) Pour un multi-indice o« € N3 et j = 1,2,3, on note 12 et @ les solutions
dans L?(0B) du systéme :

Spfll- — Spd |+ = 2%¢|on,

0 ~ = 0 , d(x%e;)
Y _Ye ., — j
8§SBfa|— 8V339a|+ 5 los

Pour 3 € N3, le tenseur du moment élastique Miﬁ associé au domaine B et aux parameétres de
Lamé (A, ) et (N, i) est défini par :

My = gy gy mil) = [y )y,

Pour a = e; et B =¢, (i,p =1,2,3), on note mffé = miﬁq, p,j=1,2,3.

Proposition 3.4 ([7]) (i) Le tenseur du moment élastique est symétrique : mi, = mé, mi, =

Jt v _ P4 P4 =
mpq; et mpq - mzj »y D4, = 17273'

(ii) Le tenseur du moment élastique est défini positif (si jn > p, négatif dans le cas contraire) sur
l’espace des matrices symétriques.

(iii) Pour i # j, il existe une constante C qui dépend uniquement de A, , X,ﬁ et du caractere
Lipschitzien de B telle que

H‘M—ﬁ
p+ i

| B < [myj| < C|B].
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3.1 Reconstruction d’une inclusion élastique

Soit la fonction H[7] définie par :
H[g)(z) := Sa(§)(z) — Da(iloa)(x), = €R?\Q.
Cette fonction se calcule & partir de (i]pq, g). On a la formule asymptotique suivante.

Théoréme 3.5 ([7]) Pour z € R3\ ), on a

- 3 3 4—|qf p\a|+\ﬂ|+1 o p6
Hlf@) =3 > D g 0"U)@IT@ - )M +0(1).

Ljal=1 |5]=1

J

L’algorithme suivant, de type projection des courants, qui exploite la formule asymptotique
précédente afin d’identifier I'inclusion élastique D est décrit dans [7]. Soit

5 O(Eyw@
Eyy = (5iu5jv)?,j:1 et Guy := %‘BQ

On calcule la quantité
o= tlggo 2 Hy[Guo] (ter),  k,Lu,v=1,2,3.

Les valeurs m};/, u,v, k,l = 1,2,3 du tenseur du moment élastique peuvent étre approchées, modulo
une erreur en O(p3), comme suit :

P = _ S8mu(A + 2p)
3A+5u

u,v,1=1,2,3,

+0(p%,

3
A+ p
o ;hzz+h;§”

pimii = —Ax (A +2w)hif + O(0°), wv kil =1,2,3, k# 1.
e
ijl = i
de D. Pour localiser I'inhomogénéité D, 'idée est la suivante : a partir de H|[gy,], on détermine
VI'(z — z). Ce qui donne

Ayant obtenu p3m}€‘z, I'approximation |p3m 03| B|, pour i # j donne une estimation de la taille

T —z
ﬁ pour x proche de I’ oo et donc, le centre z.
r—z

Les tests numériques suivants publiés dans [32] confirment l'efficacité et la stabilité de cet
algorithme.
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Figure 6: reconstruction d’une inhomogénéité élastique avec connaissance a priori de ses coefficients
de Lamé

1 1 1
0.5 ; 05 0.5
\ =
[ \ 7N
0 \ I 0 / I 0
\ / 1
\ /
-0.5 -0.5 P -0.5
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Figure 7: estimation de la position et de la taille d’'une inhomogénéité élastique sans connaissance
a priori de ses coefficients de Lamé
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