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Inégalités de Carleman globales pour les
problemes elliptiques non homogenes

Jean-Pierre Puel *

Résumé

On établit ici, suivant [5], une inégalité de Carleman globale optimale pour
les solutions faibles (au sens H') d’équations elliptiques générales avec second
membre dans H~! et trace non nulle.

La motivation, qui est expliquée dans I'introduction, réside dans ’obtention
d’inégalités de Carleman globale pour l'opérateur de Navier-Stokes linéarisé
afin, notamment, d’étudier les questions de controlabilité exacte sur les tra-
jectoires pour les équations de Navier-Stokes. Une étape majeure consiste a
obtenir une estimation sur la pression en fonction de la vitesse (et de la trace
de la pression), ce qui est donné par le résultat présenté ici.

1 Motivations

Le but recherché dans ce travail, qui reprend un résultat obtenu en collaboration avec
O.Yu.Imanuvilov dans [5], est de donner une inégalité de Carleman globale “opti-
male” (au sens des puissances des parametres qui interviennent) pour des opérateurs
elliptiques généraux et des fonctions a traces non nulles sur la frontiere du domaine.

Ceci constitue en soi une motivation consistant & donner dans le cadre plus
général pour des opérateurs elliptiques un résultat de référence en ce qui concerne
les inégalités de Carleman. Toutefois la véritable motivation de ce travail nous
est apparue dans le cadre du (vaste) programme d’étude de la controlabilité des
équations de Navier-Stokes. Il s’agit alors d’obtenir une inégalité de Carleman glob-
ale pour les opérateurs de Navier-Stokes linéarisés (cf les travaux pionniers dans ce
sens de [3] et [4]). Une autre application de ceci permet d’aborder de maniére non
classique les problemes d’assimilation de données (cf [8]).

Décrivons de maniere tres succinte et formelle le probleme de contrélabilité ex-
acte sur les trajectoires.

*J.-P. Puel: (jppuel@cmapx.polytechnique.fr) Laboratoire de Mathématiques Appliquées,
Université de Versailles Saint-Quentin, 45 avenue des Etats Unis, 78035 Versailles
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Soit L un opérateur de type elliptique linéaire et N un opérateur non linéaire.
On considere une trajectoire “idéale” Y du probleme d’évolution

Y
(1.1) aa—t—i—LY+N(Y) —F, t € (0,T),

(1.2) Y (0) =Y.

Par exemple, Y peut étre une solution stationnaire, éventuellement instable, du
probléeme elliptique non linéaire sous jacent.

Nous considérons maintenant une trajectoire effective du méme opérateur mais
sur laquelle on peut agir a I’aide d’un controle (ici supposé distribué pour simplifier)
qui s’exerce sur une partie w du domaine physique de travail.

(1.3) %+LY+N(Y) = F +vyw, t € (0,7T),
(1.4) Y(0) = Yo,

ol v désigne le controle et Yy une donnée initiale différente de Y.
Le probleme de controlabilité exacte sur les trajectoires consiste a chercher un
controle v tel que 'on ait exactement au temps T’

(1.5) Y(T) = Y/(T).

(Il est aussi possible dans (1.3) de remplacer le second membre F par F différent
de F' mais tres voisin de F' au voisinage de T'.)

Pour obtenir un résultat local (c’est a dire lorsque (Yy — Y) est “petit”) il est
utile d’étudier le probleme linéarisé autour de Y.

Si Y — L(Y)Y désigne le linéarisé de Y — LY + N(Y) en Y, on considére le
probléeme d’évolution pour Z (Z ~Y —Y)

(1.6) %—f + L(Y)Z = vxo, t € (0,T),

(1.7) Z(0) = Zo (= Yo —Yo),

et on cherche v tel que

(1.8) Z(T)=0.

Cette question est souvent appelée probleme de controlabilité a zéro (cf [7], [2], ...).

Il est connu que la solution de ce probleme équivaut a l’obtention d’une inégalité
d’observabilité pour le probleme (rétrograde) adjoint

(1.9) —%—TJFL*(?)(I):O, te(0,7),

(1.10) o(T) = 7.



L’inégalité d’observabilité s’écrit alors

(1.11) 13(0)]|? < C/()TL|®\2dxdt

(les normes sont bien entendu a préciser.)
Les seules méthodes connues pour 'obtention d’inégalités de type (1.11) font
appel aux inégalités de Carleman globales pour 'opérateur
0 —
—— + LYY
T (Y)
Dans le cas des équations de Navier-Stokes linéarisées autour d’une trajectoire ¥
dans un domaine Q de R" de fronti¢re I, le probleme adjoint s’écrit

N
(1.12) —88? — pAy; —jzlyjpij(cp) + ggi =0,i=1,---,N, dans Q x (0,7),
(1.13) divy =0, dans Q x (0,7,
(1.14) ¢ =0, sur I x (0,7,
(115) o(T) = oo,
o 1 dp; = Op;
Dij(¢) = 5(8:cj 83:1-)'

Le but est d’obtenir une inégalité du type

T
(1.16) eIz <c [ [ lofdud,

en utilisant le moins d’informations possible sur 7.
La seule stratégie actuellement abordable est la suivante :

1. considérer (1.12) comme un systeme d’équations de la chaleur avec second
membre Vp et obtenir des estimations de ¢ et Vy en fonction de Vp. On
connait pour cette étape des estimations optimales.

2. a partir de (1.12) en prenant la divergence de ’équation, on obtient pour p
I’équation elliptique

N9

(1.17) Ap= ) %@jDzj(@))’ dans ,
ij=1"1
(1.18) p=hsurl,



ou h n’est pas connue.

On veut alors estimer Vp en fonction de ¢, Vi et h. C’est cette estimation,
que 'on veut optimale afin de pouvoir 'utiliser dans I’étape 1. , qui a motivé
le travail qui sera exposé ci-apres.

3. estimation de h en fonction de ¢ et V. Cette étape utilise les résultats de
régularité sur le probleme de Stokes.

4. estimation locale de la pression p. Cette étape fait 'objet d’un travail en cours
avec S. Guerrero et O.Yu. Imanuvilov.

2 Résultat

Soit © un ouvert borné de classe C? de RV T, de frontiere I' et soit w un ouvert
non vide tel que w C €.
On se donne des coefficients a;; € C?(Q), i,7=0,---, N tels que

N
(2.19) B>0, Ve RV, vz eQ, Y a;4¢ > B¢
i,j=0

et des coefficients b;, ¢;, d dans L>®(Q), i,j = 0,---, N. Pour y € H*(Q) on pose

al Py Ly N D
2.2 Py = i b, —— i d
4,7=0 7=0 1=0
et on peut ecrire, puisque Py € H~1()
(2.21) Py=f+ Z —L dans Q,
=0 835]'

(2.22) y=g, sur I,

ot f € LX), f; € L2(Q), j=0,---,N, et g € H3(T).

Afin d’écrire 'estimation de Carleman relative & (2.21), (2.22), nous devons
introduire une fonction poids. D’apres [2] (Lemma 1.1), on sait que pour tout
ouvert non vide w avec w C €, il existe une fonction ¢ € C%(Q) telle que

e Y(x) >0, Ve etp =0surT,

o |Viy(z)| >0, Vx € Q —w.



Pour A € IR™, nous noterons
(2.23) o(z) = @),

Theoréme 2.1 (cf [5]) Il existe § > 1 et X > 1, il existe C > 0 tels que pour tout
y vérifiant (2.21), (2.22), pour tout s > § et pour tout A > X

@21) [ |[VyPeedn ¢ 2 [ PlyPeteds < Olshe gl
Q Q HZ2(T)

+ L ﬁ 250 +§: ‘f‘Q 2s¢
N o e € szosﬂj(pe !
£ QT+ 2R ) ).
w
Remarque 2.2 1. Pour les applications en wvue les puissances de s et A sont

fondamentales. Elles sont ici optimales.

2. Le théoréme étend le résultat de [1] qui considérait des fonctions y a support
compact dans ) ainsi que celui de [6] qui se limitait au cas ou g = 0.

3. On peut aisément, au priz d’agrandir un peu l'ouvert w, éliminer dans le
membre de droite le terme [ |Vy|?e**%dz.

4. La régularité demandée a;; € C2(Q) n'est certainement pas optimale. Il est
trés vraisemblable que I’hypothése a;; € WHo°(Q) soit suffisante.

3 Idée de la démonstration

3.1 Localisation

Par partition de I'unité on se rameéne & montrer I'inégalité (2.24) dans les deux cas
suivants :

1. Suppy C Qg avec Qo C Q,

2. Suppy C Bs(z), z €T.

Le cas 1) correspond aux résultats de [1] et [6] qu’il suffit de reprendre avec soin pour
obtenir les puissances exactes des parametres. Nous nous limiterons ici a ’examen
du cas 2) qui constitue la principale nouveauté.

On peut supposer § assez petit pour que

Bs(z)Nw=10
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et
O

8.1‘1'0

(x) # 0, Vx € Bs(z).

Apres renumérotation des coordonnées on peut supposer que iy = 0 et on effectue
le changement de coordonnées

Zo = w(@"),

JAZi:.Tl', izl,"',N.

Dans les nouvelles coordonnées (on omettra la notation "~ pour les coordonnées pour
simplifier et on prendra 6 = 1), nous avons

I By (#) = {wo = 0} N By (2)

et si on note 2’ = {x1,---,zn}, M = {||2'|]| < 1}, G =]0,1[x M,

(325)  Suppy C [0, 1[x{][a’|| < 1}
Py Py o O
(3.26) Py—a—xg—i-;aojm-l-fly-i-By—fﬁ-Za—xj dansG,
J= 3=0
(3.27) y(0,2") = g(2) dans M,
oll N
9%y

et ou B est un opérateur du premier ordre que l'on peut négliger.
De plus la fonction poids s’écrit alors

(3.29) o) = e
et il est tres important de noter qu’elle est indépendante de x;, ¢ =1,---, N.
Si on note
N
a(§17§2) = (1(.73‘,61,62) = Z aij(x)£1§27
i,j=1

la condition d’ellipticité (2.19) s’écrit

N
(3.30) 38>0, Vr e R, V€ e RN, 72+ ag;7& + a(€,€) > B(r* + [¢).
=1



3.2 Factorisation

Le symbole principal de 'opérateur P peut s’écrire
N

VT € Ra Vf € IRN? p(l‘,T,f) = 7—2 +1 ZCLOJ(.T)ng - a(x,ﬁ,ﬁ)-
j=1

Les racines en 7 de ce polynome, régularisées pres de £ = 0 par une fonction “cut-off”
1, s’écrivent

i 0 a0 (0)8 + u((€)y/4a(2,£,€) — (TN, ag;(2)€;)?
T:t(.l’,g) = B) .

On notera R4 l'opérateur pseudodifférentiel de symbole ro. On peut alors écrire
(suivant [9]) la factorisation

0 0

= _ = _R_ K
O R+>(8x0 R )y + Ky

ot K est un opérateur du premier ordre en variable z’ uniformément borné en xg
et qui pourra étre négligé puisque le poids ¢ est indépendant de z’.

Py = (

Remarque 3.1 Pour se faire une idée plus simple (mais non simpliste), le lecteur
pourra remplacer r4 par |£| et r— par —||.

Posons
w=e*y, scRT.
Alors nous obtenons
N oof; - X
(3.31) Psw=¢e*YPle *Yw) =€’ f + €% Z —j =e*f+ Z —— (e f5),
s Ox; o O0x;
(3.32)  w(0,2") = e°g(2), w = 0 pour g voisin de 1,

ou

et ou }
f=1—=sXefo.
On omettra dorénavant le " pour simplifier. On veut alors montrer que

2s5p
¢ dx
¥

2 2\2 2. |2 1 25 112 L 2
(3.33) /G(|Vw| + 52\ wP)de < Csze®|lg|? +SA2/G\f\

N
+ Zs/ \fj\2906255"d;1:).
j=0 ’¢
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3.3 Estimation de Carleman

La complete justification des calculs faits ci-apres nécessite des régularisations pré-
alables que nous omettrons afin de ne pas alourdir 'exposé. Cela n’entraine aucune
modification dans les idées des démonstrations.

Posons

3}
(3.34) (8—560 —sAdp— R_)w = z.

Alors, puisque w est nulle au voisinage de xoy = 1, z vérifie ’équation

) Y9
v _ — 5% Y (et
(3.35) (E)xo sA\p—Ry)z=e*Yf+ on oz, (e’ f;) dans G,
(3.36) z(1,2") = 0 dans M.

Lemme 3.2 [l existe C' > 0 indépendante de s et A, il existe sg > 0 tels que pour
tout s > sg, pour tout A > 1

6234,0

1
) 2 < 2
(337) Jeleldr < Oty [ 1725

N
+ Zs/ \fj\ngeQS“”dx).
j=0 ’¢

dzx

Démonstration. Elle se fait par dualité. On considere le probleme de Cauchy adjoint

(3.38) (i — sAp — R} )u = z dans G,
8330
(3.39) u(0,2") = 0 dans M.

Lemme 3.3 Pour tout z € L*(G), il existe une unique solution uw € H'(G) du
probléme (3.38), (3.39) et il existe C > 0 indépendant de s et A, il existe so > 0,
tels que pour tout s > sqg et pour tout A > 1, u satisfait ’estimation

(3.40) /qwﬁ+§vwmﬁmgc/p&m
G G

Supposons démontré le Lemme 3.3. En multipliant scalairement dans L?(G) I’équation
(3.35) par u et apres intégration par parties, on voit que

N _
Ju

sza::/ e*? fudr — /es‘p ——d,
/G| | G d jz;) G f]axj



d’ot, en utilisant (3.40), on obtient

1 e25%
2 2
dr < - d
[P < Clggg [P
N
+ ZS/ |fi[2e**?da).
j=0 G

On applique ensuite cette inégalité a Z = |/pz qui est solution d’une équation du
méme type avec les changements adéquats sur les seconds membres pour obtenir
I'estimation cherchée (3.37) qui termine le Lemme 3.2.

Montrons maintenant le Lemme 3.3. L’équation (3.38), (3.39) est un “bon”
Ri+RY
2

probléeme de Cauchy. On remarque que le symbole principal de 'opérateur

qui est —T+($’§);T+($’§) vérifie

3C >0, V(z,£) e G xRN, ¢ > 1,

T+(.’E,€) ;—Tj—(‘rﬂg) 2 C‘f’

Alors, en prenant la partie réelle du produit scalaire dans L2(M) de (3.38) par —u
on obtient

1 d 2 29 2 2 2
st + [ sxelulde + Ol y < CQulfaun + )
Si R Bt

on prend la partie réelle du produit scalaire dans L%(M) de (3.38) avec —Su. 1l
vient

1 d . 1 9
§d—;1:0(u’ Su) 2y + Re /M(S)\(pu + Riu)Sudx’ — §Re(u, (8—%S)U)L2(M)

= —Re(z,Su)r2(ar)-

D’apres 'inégalité de Garding, nous avons

2 2 2
(. Sz = 53 [ plulda’ + Cllully, | = Cluffaq.

)
Maintenant on a

Re/ (sApu + R u)Sudz’ = \Su|%2(M) + Re(Tu, Su) r2(an
M

ou

T =R - R,.
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On montre par des calculs soigneux que
2 2 9.
[Re(Tu, Su)aap| < Cllully |+ s) /M olul?da’.
D’autre part, on a

Subaguy 2 5232 [ Hulda’ + Clful s oy

Enfin il est aisé de voir que

9
Re(u, (5=8)u)12an)| §C||u]|2%(M)+3A2/M90‘u|2d:c/.

Utilisant toutes ces estimations et le Lemme de Gronwall, on obtient ainsi

2 2 242 2 2
341 ANVBuleuiany + 2+ [ GPulda
HlullFzorman < Clzliae) + X Veulizg))

soit pour s assez grand

3.42 A 2 (01 2 2)\2/ %Jul*d

(342)  sAllVeullpe ey + Il wonmbany 75N [ ¢ |ul“dx
HlullFznman < Clelie):

En réutilisant 1’équation on déduit de ceci que

ou
\—\m @ < Cl2lizg)-

Ceci termine la démonstration du Lemme 3.3.
Maintenant nous cherchons a obtenir une estimation de w en fonction de z. Nous
savons que w satisfait

(3.43) Lw = (+— 0 — sA\p — R_)w = z dans G,
8%0

(3.44) w(0,2') = e®g(2), w(l,2’) = 0 dans M.
On définit

R_+ R*
(3.45) Li = —(shp+ —5—)

0 R_—R*

(3.46) L= )



de sorte que
L =11+ Ls.

Cas 1. (L1(0)g,9) 2y < 0.

On a alors

|Liw|7zq) + [Lawl 72 (g + ([L1, Lalw, w) 2y — €2*(L1(0)g, 9) 2 (ar) = 12[72(cr)-
Mais

(L1, Lo) = sNp + K
ou
(Kww)pae < Cloll,

Mais en utilisant I'inégalité de Garding pour L; on a

2 < / 2 / 2
HwHL2(0,1;H%(M)) < CO(sA Ggp\w\ dzr + G|w| dz + (L1w, w)r2(q))

IA

1
C(s)\/Ggp\w\2d:C + S ILw ).
Choisissant s > 1 et A suffisamment grand (indépendant de s) on obtient
1 2 2 L \2 2 2
5Lz gy + [ Lawliag) + 58A G<P|w| dz < |2|72(c)

puis en appliquant ce résultat a I’équation vérifiée par w = /pw on obtient

1 1
§|L1(\/¢w)|%2((;) + | La(Voow) 2y + 55)\2 /GSDQ\W\2CZ9«“ < 2V/@2l 72 ()

Ceci, combiné a l'estimation (3.37) obtenue sur z donne l'estimation désirée de
s2A\? [ ©*|w|?dx et, dans ce cas, sans terme de trace g dans le membre de droite !

Cas 2. (Ll(o)g)g)LQ(M) > 0.
Remarquons qu’alors

. 2da’ < 2 :
(3.47) A [ ol < Cllaly
On considere alors le probleme adjoint
* a *
(3.48) L*p = (—5— — sA¢ — R" )p = puw.
8330

Il n’est pas évident qu’il existe des solutions p de ce probléme et encore moins que
I’on puisse estimer certaines de ces solutions.
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Lemme 3.4 1l existe C > 0, il existe Ao > 0 tels que pour tout X > Aa, pour tout
s > 1, il existe p solution de (3.48) avec

(3.49) s)\2/ Ip|*dx + \/E)\/ 1p(0,2")|?dz’ < C/ olw|?d.
G M G
Démonstration. Pour € > 0 fixé on considere
1 1 X
(3.50) Je(p) = Splize) + 5 low = Lplizq)-

On montre aisément que J, posséde un minimum p, et si ¢. = %(ww — L*pe) on a

(3.51) Lge = (L1 + L2)ge = pe dans G,
(3.52) q:(0,2") =0, q.(1,2") = 0 dans M;
(3.53) L*pe = (Ly — L1)pe = pw — €q,. dans G.

Nous avons vu (cf Cas 1.) que

‘Ll(JE‘%Q(G) + |LQQG|%2(G) + SAQ‘/G’QD‘QEFCZ«T < C|Pe|%2(G)~

Multipliant I’équation (3.53) par g, on obtient

—/ pe(Ll—l-LQ)qedx:e/ \qe|2dx—/ pwgedx
G G G

/|p€|2dﬂf+€/ |q€|2daz:/ owgedr.
G G G

En utilisant I’estimation obtenue sur ¢, on obtient, indépendamment de €

et donc

(3.54) s)\2/ Ipe|dz < C/ olw|?dz.
G G
Remarquons que
pe(0,2) = 2 0, 21,
8330

Il reste donc & obtenir une estimation sur gg; (0,2"). Si 0 € C*([0,1]) avec

1 3
Q(l'o) = 17 on € [07 5]7 9(%’0) = 07 VJE() € [Zv 1]7
on a
00

Ly + Ly)(0g) = Op. + ~q.,

(L1 + L2)(0qe) = Op +8x0q

00.(0.2) = 0, 0g.(1,2") =0, 209 (1 oy g

OZCO
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Appliquant opérateur (Lo — L1) & cette équation on obtient

00

(Lo — L1)(L1 + L2)(0gc) = (L2 — L1)(0pe) + (L2 — L1)(a—%qe)-

Donc

, , 00 020
L3(0qc) — L1(0ge) + [La, L1](0qc) = €0qc — Opw + — o (L2 — L1)ge + 9220
0

Multipliant cette équation par ﬁLg(qu) et aprés une estimation soigneuse des
différents termes, on obtient

9qe
152, Olzzan < OVENplL2) + Clviwli g lpd ).

Ceci nous donne

(3.55) \/5/\/ 1pe(0,2)|?dx’ < C’/ olw|?da.
M G

Maintenant les estimations obtenues sur p. sont indépendantes de € et apres passage
a la limite en € on obtient le résultat du Lemme 3.4.
Nous avons maintenant

/ch|w|2dx = (L*paw)LQ(G) = (pu Lw)LQ(G) + /Mp(()?m/)w(o)l‘/)dlj
(02 + [ epl0,a)g(a')do'

Donc C
/GSO\defC < W'Z‘%Q + ﬁ€2s|g\%2(M)

D’apres (3.47), cela donne

2 [ huldr < Cslzlfa) + OVaellal?y

Changeant w en ,/pw on obtient alors

242 2 2 2 2s 2
(356) s [ GPulde < CslyBliag) + OV ol

, 1 e25¢ s
< Cy/se? HQHZ%(M)JFC(—S/\Q /G‘fp (p—dx+zs/G\fj|2gpe2 ?dz).
5=0
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Ceci nous donne une partie du résultat escompté, a savoir I’estimation sur le terme
Jo P*|w|*dz. 11 reste & obtenir I'estimation sur [ |Vw|*dz. Pour cela on reprend
I'équation en w (3.43) qui donne

(3.57) Qw _ R_w = z + s\pw dans G,
8.1‘0
(3.58) w(0,2") = e®g(z") dans M.

Utilisant les mémes arguments qu’au Lemme 3.3 , on montre que

1
2 < / 2 2 2/ 2012 2811 112
/0 il aaydeo < C [ [ofde+Cs2? [ pPlufde +Ce®llgl?y

uis en réutilisant I’équation, qu
s en réutilisant 1’équation, que

(3.59) /|Vw|2dx§0/ |z\2dx+032)\2/ lwl’de + Ce||gll®
G G G H?2(M)

ce qui termine la démonstration du Théoreme 2.1.
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