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Le probl�eme de Yamabe sur des sous domaines de Sn

Frank Pacard

Universit�e Paris XII

Le probl�eme de Yamabe sur des sous domaines de Sn peut s��enoncer de la mani�ere suivante �
P � �Etant donn�e �� un sous ensemble ferm�e non vide de Sn� peut on construire sur Sn n �� une
m�etrique compl�ete g qui soit conform�ement �equivalente �a g�� la m�etrique standard de Sn� et
pour laquelle la courbure scalaire est une constante 	

Rappelons que� si 
M� g� est une vari�et�e Riemannienne de dimension n� le Laplacien conforme
sur 
M� g� est d�e�ni par

Lg 
 �g �
n� �

�
n� ��
Rg�

o�u Rg d�esigne la courbure scalaire de 
M� g�� Le Laplacien conforme b�en�e�cie de propri�et�es
d�invariance que nous r�esumons dans la Proposition suivante �

Proposition � Soient 
M� g� et 
N�h� deux vari�et�es Riemanniennes de dimension n telles qu�il
existe un di��eomorphisme conforme f � M �� N �i�e� f est un di��eomorphisme de M sur

N pour lequel il existe une fonction v � M �� R
�
� telle que f�h 
 v

�

n�� g�� Alors� pour toute
fonction � � N �� R de classe C�� on a

Lh
�� � f 
 v�
n��
n��Lg
v � � f��

En utilisant cette proposition� on voit imm�ediatement que le probl�eme auquel nous nous
int�eressons se ram�ene �a l��etude de l�existence de solutions pour une �equation aux d�eriv�ees par�
tielles� En e�et� si l�on cherche notre m�etrique g solution de P sous la forme

g 
 v
�

n�� g��

avec v � � sur Sn n ��� 
ce qui traduit le fait que les deux m�etriques sont conform�ement
�equivalentes�� et si v est solution de

Lg�v �
n� �

�
n� ��
Rv

n��
n�� 
 �� 
��

alors la courbure scalaire de g est R� Le fait que la m�etrique g 
 v
�

n�� g� est compl�ete sur Sn n ��
doit �etre v�eri��e a posteriori en remarquant que cette condition doit en particulier impliquer que

lim
x���

v
x� 
 �� 
��

sans que cette derni�ere condition soit su�sante�

�



� In�uence du signe de Rg sur la r�esolution de P

Le probl�eme P a attir�e l�attention de nombreux chercheurs et nous ne tenterons pas de faire un
expos�e exhaustif de tous les r�esultats qui ont �et�e obtenus sur ce probl�eme� A�n de souligner la
forte d�ependance de P par rapport au signe de Rg� nous donnons ci�dessous quelques r�ef�erences
et r�esultats�

Le cas de la courbure scalaire � �� Dans le cas o�u l�on veut que Rg � �� C� Loewner et L�
Nirenberg ont d�emontr�e ��� que lorsque �� � Sn est une vari�et�e sans bord� il existe une solution
au probl�eme P si et seulement si la dimension de �� � n��

� � Depuis� ce probl�eme a fait l�objet de
travaux divers� Nous renvoyons le lecteur int�eress�e aux articles r�ecents de D� Finn ���� ��� pour
de plus amples informations concernant les derniers travaux sur le sujet 
par exemple� lorsque
l�ensemble �� est une vari�et�e �a bord��

Le cas de la courbure scalaire 
 �� Dans le cas o�u Rg 
 �� remarquons simplement que
l��equation 
�� devient lin�eaire� Des r�esultats d�existence de solutions sont donn�es par R� Mazzeo
���� X� Ma et R� Mc Owen ��� ainsi que par P� Delano�e ����

Le cas de la courbure scalaire � �� En�n� dans le cas o�u Rg � �� R� Schoen et S�T� Yau

ont d�emontr�e ���� que si g 
 v
�

n�� g� est solution de P alors v� qui a priori n�est solution de

�� que dans Sn n ��� est en fait une solution faible de 
�� sur Sn tout entier� De plus� ils ont
d�emontr�e que� dans le cas o�u il existe une solution au probl�eme P� la dimension de Hausdor�
de l�ensemble �� devait n�ecessairement �etre � n��

� �

� R�esultats d�existence pour la courbure scalaire strictement

positive

Dans tout ce qui suit� nous concentrerons notre attention sur le cas o�u Rg � �� Dans ce cas�
quitte �a multiplier v par une constante� on peut toujours supposer que dans l��equation 
��
Rg 
 n
n� ���

Dans ����� R� Schoen et S�T� Yau ont aussi d�emontr�e qu�il existait des solutions de P pour
des �� de structure assez complexe � ensemble non recti�ables  Ce qui r�eduit �a n�eant l�espoir
d�obtenir un quelconque r�esultat de !r�egularit�e de l�ensemble singulier!�

De mani�ere assez surprenante l�existence de solution pour des ensembles �� !plus raisonnables!
est plus r�ecente� R� Mazzeo et N� Smale ���� ont d�emontr�e le premier r�esultat d�existence de
telles solutions dans le cas o�u l�ensemble �� � Sn est une perturbation de Sk � Sn� F� Pacard
��"� a d�emontr�e l�existence de solutions dans le cas o�u �� est une vari�et�e sans bord de dimension
n��
� 
bien entendu dans ce dernier r�esultat n est pair  �� Par la suite R� Mazzeo et F� Pacard

���� ont d�emontr�e le r�esultat suivant qui g�en�eralise tous les r�esultats pr�ec�edents �

Th�eor�eme � 	
�� �Etant donn�e �� � Sn r�eunion 
nie de sous vari�et�es �r�eguli�eres� disjointes
sans bord ��i dont la dimension ki v�eri
e � � ki �

n��
� � il existe une famille de dimension

in
nie de m�etriques compl�etes conform�ement �equivalentes �a la m�etrique standard sur Sn n ��
pour lesquelles la courbure scalaire est une constante strictement positive�

Nous donnons maintenant une id�ee de la d�emonstration du Th�eor�eme �� dans le cas o�u
l�ensemble singulier est constitu�e d�une seule vari�et�e �� de dimension k� Dans un premier temps�
on construit une solution approch�ee de la mani�ere suivante � Si 
r� �� y� � R 	 Sn�k�� 	 �� sont
les coordonn�ees de Fermi dans un voisinage tubulaire de ��� pour tout � ���� ��� nous d�e�nissons

u�
r� �� y� 
 	
r��
��n
� v
r
��

�



o�u 	 est une fonction r�eguli�ere qui vaut � sur 
��� �� et � en dehors de 
���� ��� 
le param�etre
� � � est �x�e !assez petit! une fois pour toutes��

Dans cette formule� v
r� d�esigne l�unique solution radiale de

�v �
n
n� ��

�
v
n��
n�� 
 � dans R

n�k n f�g�

dont le comportement �a l�origine est donn�e par

v
r� 
 

n� �

n
�
n��
� r

��n
� 
� � o
��� quand r �� �

et dont le comportement pour r grand est donn�e par

v
r� 
 r��n�k
� � o
��� quand r ����

L�existence de v est classique 
en fait t �� e
��n
�

tv
e�t� est solution d�une EDO autonome dont
l��etude ne pose aucun probl�eme� et est garantie par le fait que� lorsque � � k � n��

� � on a

n � �

n� �
�

n� k � �

n� k � �
�

Autrement dit� l�exposant n��
n�� est sous critique en dimension n� k�

Ensuite� on d�esire perturber cette solution approch�ee a�n d�obtenir une solution u� � w de
notre probl�eme en �ecrivant

Lg�w �
n
n � ��

�
u

�

n��
� w 
 �

n
n� ��

�


u� � w�

n��
n�� � u

n��
n��
� �

n � �

n� �
u

�

n��
� w�

�Lg�u� �
n
n� ��

�
u
n��
n��
� �

Pour � assez petit� l�existence d�une solutionw !beaucoup plus petite! que u� est une cons�equence
du th�eor�eme de point �xe pour les applications contractantes dans les espaces suivants

Ck��� 
Sn n ��� 

n
w 
 d
x�� #w � #w � Ck��

loc

Sn n ���

o
�

o�u k � N� � ���� �� et 
 � R et o�u d est une application de classe Ck�� sur Sn n �� qui vaut
dist
x� ��� dans un voisinage tubulaire de ���

En e�et� on montre ���� que d�une part l�op�erateur

L� � w �� Lg�w �
n
n� ��

�
u

�

n��
� w

est bien d�e�ni de C���� 
Sn n ��� dans C������
S
n n ��� et que d�autre part� dans le cas o�u

�
�

p� �
� 
 � 



�� n � k

�
�

�

�

p

n� k � ��� � n� � ����

l�op�erateur L� est surjectif et qu�il existe un inverse �a droite G� qui reste born�e ind�ependemment
de ��

Ensuite� on ram�ene le probl�eme �a la recherche d�un point �xe pour l�application

w �� �
n
n� ��

�
G�

u� � w�

n��
n�� � u

n��
n��
� �

n � �

n� �
u

�

n��
� w�

�



�G�
Lg�u� �
n
n� ��

�
u
n��
n��
� ��

Remarquons que les solutions qui sont construites de la sorte v�eri�ent toutes que

lim
x���

dist
x� ���
n��
� u
x� 
 


n� �

n
�
n��
� �

Elles ont donc toutes� au voisinage de ��� un comportement asymptotique simple� Malheureuse�
ment 
ou heureusement 	� il existe d�autres solutions dont le comportement au voisinage de
l�ensemble singulier est plus compliqu�e� L�existence de telles solutions est d�emontr�ee par R�
Mazzeo ��� dans le cas o�u �� 
 Sk avec � � k � ��n

� �

� Le cas des singularit�es isol�ees

Dans tout ce qui suit nous supposerons que �� 
 f�p�� � � � � �pkg � Sn� Il sera plus commode 
pour
des raisons techniques� de travailler non pas sur la sph�ere mais sur Rn � Pour ceci nous utilisons
la projection st�er�eographique

� � Sn n fNg �� R
n �

On voit que

���
x� 
 

�x

jxj� � �
�
jxj� � �

jxj� � �
��

est un di��eomorphisme conforme et que


�����g� 

�


� � jxj���
dx��

o�u dx� d�esigne la m�etrique euclidienne de Rn � La r�esolution de 
�� est alors �equivalente �a la
r�esolution de

�u �
n
n� ��

�
u
n��
n�� 
 �� sur R

n n �� 
��

o�u � 
 �
��� 
 fp�� � � � � pkg�
De plus� on demande que u v�eri�e

lim
x��

u 
 ��� 
��


nous verrons par la suite que� les singularit�es �etant isol�ees� cette condition entra�$ne directement
la compl�etude de la m�etrique au voisinage de chaque pi� et en�n� dans le cas o�u N 
� ��� nous
demandons que

u
x� 
 O
jxj��n� quand jxj �� ��� 
"�

Cette derni�ere condition assure en quelque sorte que dans ce cas � n�est pas une singularit�e�
Nous utiliserons souvent le fait que notre probl�eme est invariant par le groupe des transforma�

tions conformes de Rn � Plus pr�ecis�ement� si u est une solution faible de 
�� alors la transform�ee
de u par l�une des transformations suivantes est encore une solution faible de 
�� 
bien entendu�
l�ensemble singulier est lui m�eme modi��e��

� les translations u
x� �� u
x � b�� b � Rn �

� les rotations u
x� �� u
Rx�� R � O
n��

� les dilatations u
x� �� �
n��
� u
�x�� � � R

�
� �

� l�inversion par rapport �a l�origine u
x� �� jxj��nu
x
jxj��� 
dite transformation de Kelvin��

�



��� R�esultats d�existence et de non existence de solutions

En ����� L�A� Ca�arelli� B� Gidas et J� Spruck ��� ont d�emontr�e que� dans le cas o�u � 
 f�g� une
solution de 
��� 
�� et 
"� est n�ecessairement radiale 
la d�emonstration repose sur la technique
de r�e%exion d�Alexandro� telle qu�elle est d�evelopp�ee dans l�article de B� Gidas� W�M� Ni et
L� Nirenberg �"��� Ce r�esultat de sym�etrie et l��etude des solutions radiales de 
�� permettent
ensuite de conclure qu�il n�existe aucune solution dans le cas o�u � 
 fp�g�

De plus� dans le cas o�u � 
 f���g� ils ont montr�e que toutes les solutions sont radiales�
�Etant donn�e que nous en aurons l�usage par la suite� d�eterminons toutes ces solutions� Si nous
d�e�nissons

u
x� 
 jxj
��n
� v
� log jxj�


ce qui revient �a travailler sur le cylindre R 	 Sn�� au lieu de Rn n f�g en utilisant le fait que

� � x � Rn n f�g �� 
� log jxj� x
jxj� � R 	 Sn��

est un di��eomorphisme conforme et que

��d�x 
 
cosh t��
dt� � d�����

Nous voyons que v � R �� R
�
� est une solution de l�EDO autonome

�v �

n� ���

�
v �

n
n� ��

�
v
n��
n�� 
 �� 
&�

D�e�nissons

H
v� 'v� 
 'v� �

n� ���

�

v� � v

�n
n�� ��

qui est une quantit�e constante le long des trajectoires de 
&�� Les solutions de 
&� qui sont
positives pour tout t � R correspondent �a des courbes de niveau de H qui sont incluses dans
f
v� 'v�
v � � et H
v� 'v� � �g� Lorsque H 
 �� les solutions sont donn�ees par v 
 � ou bien

v
t� 
 
cosh

n� �

�

t� t����

��n
� �

pour un t� � R� Toutes les autres solutions positives sont p�eriodiques� On peut param�etrer

cet ensemble de solutions par � ���� 
n��n �
n��
� �� On notera v� l�unique solution de 
&� v�eri�ant

v�
�� 
 � et 'v�
�� 
 � et on notera T� la p�eriode de cette fonction�
Remarquons� et ceci sera utile par la suite� que � � v�
t� � �� On a le Lemme suivant �

Lemme � Il existe une constante c � � qui ne d�epend que de n� telle que

jv�
t�� � cosh

n� �

�
t�j � c
� cosh


n� �

�
t��

n��
n�� � 
��

Ce Lemme sera tr�es important par la suite� en e�et si nous d�e�nissons� pour R � � et
� � 
�� ���

u��R
x� 
 jxj
��n
� v�
� log jxj� logR��

Le Lemme pr�ec�edent assure que� lorsque � tend vers �� ���u��R tend uniform�ement vers une
fonction harmonique� sur tout compact de Rn n f�g

lim
���

���u��R
x� 

�

�

jxj��nR

n��
� � R

��n
� ��

Ces solutions particuli�eres u��R seront appel�ees !solutions de type Delaunay!�

"



� Comportement asymptotique des solutions au voisinage d�une

singularit�e isol�ee

Toujours dans l�article de L�A� Ca�arelli� B� Gidas et J� Spruck ���� il est d�emontr�e que

Th�eor�eme � 	
� Soit u une solution de ��� d�e
nie dans B n f�g� Alors� ou bien u se prolonge
en une solution r�eguli�ere sur B tout entier� ou bien il existe � ���� ��� et R � � tels que

u
x� 
 u��R
x� � o
jxj
��n
� ��

Ce premier r�esultat �a pour corollaire imm�ediat que la condition 
�� est une condition su�sante
pour assurer la compl�etude de la m�etrique construite �a partir d�une solution de 
�� si celle ci n�a
que des singularit�es isol�ees�

Plus tard� P� Aviles� N� Korevaar et R� Schoen ont am�elior�e le r�esultat pr�ec�edent en montrant

que l�on peut remplacer o
jxj
��n
� � par o
jxj

��n
�

��� pour un � � �� Cette am�elioration� qui �a
premi�ere vue pourrait para�$tre minime� est pourtant loin d��etre un r�esultat trivial et est de plus
le point de d�epart de notre prochain Th�eor�eme�

D�e�nissons pour tout � ���� ���� R � � et pour tout a � R
n

u��a�R
x� 
 jx� ajxj�j
��n
� v�
�� log jxj� log jx� ajxj�j� logR��

C�est une solution faible de 
�� qui est singuli�ere en � et en a
jaj�� En fait� cette solution est
obtenue �a partir de u��R en faisant agir certaines transformations� On e�ectue dans un premier

temps une inversion pour obtenir jxj
��n
� v�
log jxj� logR�� Ensuite� on e�ectue une translation

ce qui nous am�ene �a jx� aj
��n
� v�
log jx� aj� logR�� En�n� une derni�ere inversion nous donne

la formule voulue� Un simple calcul permet de dire que le d�eveloppement de u��a�R est donn�e
par

u��a�R
x� 
 u��R
x�� jxj
��n
� 
a �x�
� 'v�
� log jxj�logR��

n� �

�
v�
� log jxj�logR���O
jxj

��n
� ��


��
Le Th�eor�eme que nous �evoquions plus haut s��enonce alors �

Th�eor�eme � 	�� Soit u une solution de ��� d�e
nie dans B n f�g� Alors� ou bien u se prolonge
en une solution r�eguli�ere sur B tout entier� ou bien il existe � ���� ���� a � Rn et R � � tels que

u
x� 
 u��a�R
x� � o
jxj
��n
�

����

pour un � � ��

Cette am�elioration dans la connaissance du comportement asymptotique des solutions de 
�� au
voisinage d�une singularit�e isol�ee nous permettra de faire des calculs dans la section ��

� L�op�erateur lin�earis�e dans la boule unit�e

La d�emonstration du dernier r�esultat ainsi que celle d�autres r�esultats que nous �enoncerons plus
tard est bas�ee sur l��etude de l�op�erateur lin�earis�e au voisinage d�une solution de type Delaunay�

Le r�esultat de L�A� Ca�arelli� B� Gidas et J� Spruck 
am�elior�e par P� Aviles� N� Korevaar
et R� Schoen� nous assure que� au voisinage d�une singularit�e ponctuelle� toute solution est
asymptotiquement �egale �a une solution de type Delaunay� il est donc raisonnable de penser que�

&



au voisinage d�une singularit�e isol�ee� les propri�et�es de l�op�erateur lin�earis�e en une solution de
type Delaunay sont les m�emes que celles de l�op�erateur lin�earis�e en une solution quelconque�

Il est ici plus commode d�utiliser la formulation de notre probl�eme relativement �a la m�etrique
cylindrique d�e�nie en 
&�� D�e�nissons

L� 

��

�t�
� �� �


n� ���

�
�
n
n� ��

�
v

�

n��
� � 
��

qui n�est rien d�autre que l�op�erateur 
&� lin�earis�e en v�� Remarquons que cet op�erateur est un
op�erateur di��erentiel �a coe�cients p�eriodiques�

Soient f�j � 	j
��g les donn�ees propres du Laplacien sur Sn��� On suppose que dans
l�indexation on a �� 
 �� �� 
 � � � 
 �n 
 n � �� �n�� 
 �n� etc� L��etude de L� est alors
�equivalente �a l��etude d�une in�nit�e d��equations di��erentielles ordinaires

L��j 

d �

dt�
� 


n
n � ��

�
v

�

n��
� �


n� ���

�
� �j��

Lorsque j � n � �� on remarque que

n
n � ��

�
v

�

n��
� �


n� ���

�
� �j � ��

car � � v� � �� On en d�eduit que L��j v�eri�e le principe du maximum� Ce r�esultat reste valable
pour L��� mais la d�emonstration est beaucoup plus d�elicate 
voir ������

A�n d��etudier les solutions de L��
t� �� 
 � il su�t d��etudier les solutions de L��j�j
t� 
 ��
pour tout j � �� On d�emontre ���� qu�il existe deux solutions lin�eairement ind�ependantes ��j et

une constante �j telle que je��j t��j 
t�j � �� De plus� pour j 
 �� les solutions ��� 
t� de L���� 
 �
sont born�ees et lin�eairement croissantes en t� C�est pourquoi nous poserons �� 
 �� En g�en�eral�
les racines indicielles �j d�ependent de � de mani�ere non triviale et il semble impossible d�avoir
leur valeur exacte� N�eanmoins� si l�on di��erencie

T �� v�
t � T �� et � �� v�
t��

par rapport �a T et �� on trouve deux solutions lin�eairement ind�ependantes de L���� 
 � qui sont
donn�ees par

��
� 
t� 


d

dT
v�
t � T �� et ��� 
t� 


d

d�
v�
t�� 
���

On peut tout aussi bien di��erencier v��a par rapport �a aj � en a 
 �� ce qui nous donne

��
j 
t�	j
�� 


d

daj
v���
t� �� 
 e�t
� 'v�
t� �

n� �

�
v�
t��	j
��� 
���

solution exponentiellement d�ecroissante de L��j� 
 �� j 
 �� � � � � n� Remarquons que ��
� 


� � � 
 ��
n � En�n� en di��erenciant v� par rapport �a �j � pour tout j 
 �� � � � � n� on trouve une

solution exponentiellement croissante de L��j� 
 ��

��j 
t�	j
�� 

d

daj
v��a
t� �� 
 et
� 'v�
t� �

n� �

�
v�
t��	j
��( 
���

Comme corollaire des calculs pr�ec�edents on trouve que �� 
 � et �� 
 � � � 
 �n 
 � sont
ind�ependants de �� En ce qui concerne les autre racines indicielles� on dispose du r�esultat
suivant �

�



Proposition � 	

� Pour tout j � n � �

lim
���

�j 
 


n� ���

�
� �j�

����

D�e�nissons� �� � R� des espaces de H�older sur des demi cylindres par

�t� � R� Ck��� 
�t�����	Sn��� 
 fw 
 et� #w � #w � Ck��
�t�����	Sn���g�

De plus� si F est un espace des fonctions d�e�nies sur un demi cylindre� on notera FD le sous
espace constitu�e des fonctions nulles en t 
 t�� Remarquons que ��

� 
t�� �
 � si t� 
� fiT�
� � i �
Zg�� Pour j 
 �� � � � � n� ��

j 
t�� �
 � d�apr�es 
��� et pour tout j � n � � ��
j 
t�� �
 � d�apr�es le

principe du maximum�
Par d�e�nition

E� 
 Vectf
�

�
��
� 
t�g � C���� 
�t�����	Sn���

et

E� 
 Vectf
�

�
��
j 
t�	j
�� � j 
 �� � � � � ng � C����� 
�t�����	Sn����

En ce qui concerne l�op�erateur lin�earis�e� le r�esultat qui nous sera utile s��enonce �

Proposition � 	

� Supposons que t� 
� fiT�
� � i � Zg� Si � v�eri
e 
�� 
� � � � � �� alors

L� � �C����� 
�t�����	Sn����E��D �� C����� 
�t�����	Sn����

est un isomorphisme� En particulier il existe

G��� � C����� 
�t�����	Sn��� �� �C����� 
�t�����	Sn����E��D�

tel que L�G��� 
 I� Si � v�eri
e 
�� 
 � � � 
 �n 
� � � � � �n��� alors

L� � �C����� 
�t�����	Sn����E� �E��D �� C����� 
�t�����	Sn����

est un isomorphisme� En particulier il existe

G��� � C����� 
�t�����	Sn��� �� �C����� 
�t�����	Sn����E� �E��D�

tel que L�G��� 
 I�

A�n de d�emontrer ce r�esultat on d�ecompose

w 

X
j

wj
r�	j
�� et f 

X
j

fj
r�	j
���

Et on r�esout chacune des �equations�

L��jwj 
 fj� t � t�� � � Sn���

avec comme donn�ee au bord wj
t�� �� 
 ��
En ce qui concerne le comportement des op�erateurs G��� et G��� lorsque � tends vers �� on a

le r�esultat suivant �

Proposition � 	

� Supposons que t� 
� fiT�
� � i � Zg� Si � v�eri
e 
�� 
� � � � � �� alors

lim
���

jjG���jj 
 ��

et si � v�eri
e 
�� 
 � � � 
 �n 
� � � � � n
� � alors

lim
���

jjG���jj 
 ���

En revanche� si � v�eri
e n
� � � � n��

� 

 lim���� ���� alors G��� est bien d�e
ni pour � assez petit
et reste born�e ind�ependemment de � �la norme sur E� �E� est la norme donn�ee par la somme
des valeurs absolues des coordonn�ees dans la base naturelle��

�



	 Preuve du Th�eor
eme �

Nous allons montrer� en utilisant la Proposition �� qu�il existe a � R
n et R � � tels que

u
x� 
 jxj
��n
� 
v�
� log jxj� logR� � 
a � x���

� 
� log jxj� logR� � O
jxj	���

pour un exposant � � �� D�autre part� on v�eri�e ais�ement que u��a�R a un d�eveloppement limit�e
de la m�eme forme� gr�ace �a 
�� et 
���� Le r�esultat du Th�eor�eme en d�ecoule�

Gr�ace au r�esultat de P� Aviles� N� Korevaar et R� Schoen� on peut �ecrire

u
x� 
 jxj
��n
� 
v�
� log jxj� � w
� log jxj��

o�u w
t� � C����� 
�t�����	Sn��� pour un � � �� Remarquons qu�en utilisant une dilatation� on
peut toujours supposer que R 
 ��

En utilisant un d�eveloppement de Taylor et le fait que u est solution de 
��� on voit que

L�w 

n
n� ��

�

�

v� � w�

n��
n�� � v

n��
n��
� �

n � �

n� �
v

�

n��
� w

�

 Q
w�� 
���

Multiplions w par une fonction !cut o�! 	 qui vaut � lorsque t � t� � � et � lorsque t � t� � ��
On peut alors r�e�ecrire l��equation pr�ec�edente sous la forme

L�
	w� 
 Q
	w� � f� 
���

o�u f est une fonction �a support compact�
Quitte �a diminuer �� on peut toujours supposer que � � 
�� �
��� Donc� jwj � Ce��t et de

plus Q
w� est born�e par Ce���t� En utilisant la Proposition � on obtient

	w 
 G���
Q
	w� � f�� 
�"�

�Etant donn�e que � � � � �� 
 �� on trouve que 	w � C������
�t�����	Sn���� On it�ere ce proc�ed�e

et� en un nombre �ni d��etapes� on obtient que 	w � C����	 
�t�����	Sn��� pour un � � 
�
�� ���
Finalement� on applique une fois de plus le r�esultat de la Proposition � pour trouver que

	w 
 G���
Q
	w� � f�� 
�&�

Cette fois ci� �etant donn�e que � � ��� on trouve que 	w � C������
�t�����	Sn��� � E� pour un
�� � 
��minf��� ��g��

� Espace des solutions�

Dans cette section� il est pr�ef�erable d��enoncer les r�esultats sur Sn n ��� Nous avons d�ej�a vu que
lorsque �� 
 f�p�g il n�y a pas de solutions de 
��� Lorsque �� 
 f�p�� �p�g on conna�$ t l�ensemble
des solutions � c�est une vari�et�e r�eguli�ere de dimension � obtenue �a partir de la famille �a deux
param�etres u��R�

Lorsque �� 
 f�p�� � � � � �pkg� k � �� le fait que l�ensemble des solutions est non vide est
un r�esultat de R� Schoen ����� En ce qui concerne l��etude de l�ensemble des solutions� elle a
commenc�e par le r�esultat de D� Pollack

Th�eor�eme � 	
�� Soit vi une suite de solutions de �
�� On suppose que �i � N l�ensemble
des singularit�es de vi est donn�e par �� 
 f�p�� � � � � �pkg et on note �i��� � � � � �i�k les param�etres de

�



Delaunay associ�es au di��erentes singularit�es de vi� De plus� on suppose qu�il existe �� � � tel
que

�j 
 �� � � � � k� �i � N �i�j � ���

Sous de telles hypoth�eses� on peut extraire de la suite vi une sous suite qui converge dans C
���

loc

Snn

��� vers v�� De plus� v� est une solution de �
� singuli�ere en chaque point de ���

Si v est une solution de 
��� on note Lv l�op�erateur lin�earis�e en v

Lv 
 Lg� �
n
n � ��

�
v

�

n�� �

D�e�nissons pour tout 
 � R� k � N et tout � ���� ��

Ck��� 
Sn n ��� 
 fw 
 d
x�� #w � #w � Ck��loc 
Sn n ���g�

o�u d est une application de classe Ck�� sur Sn n �� qui vaut dist
x� �pi� dans un voisinage de �pi�
R� Mazzeo� D� Pollack et K� Ulhenbeck ���� ont d�emontr�e le r�esultat suivant �

Th�eor�eme � On suppose que la condition de non d�eg�en�erescence suivante est satisfaite

KerLv � C
���
� 
Sn n ��� 
 f�g�

pour tout 
 � ��n
� � Alors� au voisinage de v� l�ensemble des solutions de �
� est une vari�et�e

analytique r�eelle de dimension k�

On ne sait toujours pas si les solutions construites par R� Schoen dans ���� sont non d�eg�en�er�ees�
Des solutions non d�eg�en�er�ees ont �et�e construites par R� Mazzeo� D� Pollack et K� Ulhenbeck ����
mais� dans cette construction� on ne peut pas prescrire l�ensemble des singularit�es qui doit
n�ecessairement comporter un nombre pair de points� R�ecemment en collaboration avec R�
Mazzeo ����� nous avons construit de nouvelles solutions non d�eg�en�er�ees� Nous donnerons dans
la derni�ere section une id�ee de la construction de ces solutions�

Terminons cette section par la remarque suivante � en chaque singularit�e� nous avons les
param�etres suivants � � ���� ���� a � R

n et R � �� c�est �a dire n� � param�etres� Ce qui nous fait
en tout k
n � �� param�etres  Or� nous avons vu que l�ensemble des solutions est 
au voisinage
d�une solution non d�eg�en�er�ee� une vari�et�e de dimension k  Il existe donc des relations entre
ces di��erents param�etres� C�est ce que nous allons nous e�orcer de d�ecouvrir dans la section
suivante�


 Invariants de Poho�zaev � des contraintes entre les param
etres

On rappelle qu�un champ de Killing conforme sur Rn est un champ de vecteurs X d�e�ni sur Rn

v�eri�ant
�xiX

j � �xjX
i 
 c
x��i�j 
���

o�u x � R
n �� c
x� � R est une fonction qui d�epend de X et o�u �i�j est le symbole de

Kronecker� Sur R
n � l�ensemble des champs de Killing conformes est un espace vectoriel de

dimension �n����n���
� � Une base de cet espace est donn�ee par

X� 

X
i

bi�xi � �b � R
n �

X� 

X
i

xi�xi �

��



X	 

X
i



b � x�ci � 
c � x�bi��xi � �b� c � Rn

et

X
 

X
i



b � x�xi �
�

�
jxj�bi��xi � �b� c � R

n �

Si u est une solution de

�u �
N
N � ��

�
u
N��

N�� 
 ��

d�e�nie dans Rn n �� On peut multiplier cette �equation par Xi�xiu et� apr�es un long calcul� on
obtient

div�
X � ru�ru� jruj�X �

n� ���

�
u

�n
n��X �

n� �

�
curu� u�

rc

�
� 
 � 
���

dans Rn n �� Ici� la fonction c
x� est celle qui appara�$t dans 
����
Pour une solution u de 
��� au point pi les param�etres fournis par le Th�eor�eme � seront

not�e �i� ai et Ri� On peut donc int�egrer 
��� sur B��

�� n �iB

xi�� utiliser le Th�eor�eme de
la divergence et faire tendre � vers �� on obtient alors gr�ace au d�eveloppement fourni par le
Th�eor�eme � X

i

H
�i�

X
pi� � ai� �
�

�N
divX
pi�� 
 � 
���

Remarque � Toutes les formules ainsi obtenues ne d�ependent pas de Ri� Visiblement� on
n�obtient ainsi qu�au plus �n����n���

� relations entre ai et �i� ce qui est loin d��etre su�sant pour
d�eterminer les di��erents param�etres si k� le nombre de singularit�es est grand�

A�n de donner une id�ee de ce que ces invariants peuvent fournir comme indications� nous
appliquerons ces relations au cas o�u k 
 �� Modulo une transformation conforme� on peut
toujours supposer que

jpij
� 
 �� 
pi� pj� 
 ��
� si i �
 j

i�e� p� � p� � p	 
 �� Alors les �equations pr�ec�edentes fournissent les relations suivantes�

a� 
 �
�

�
p� �

�

&

H
����H
�	�

H
���

p� � p	��

a� 
 �
�

�
p� �

�

&

H
�	��H
���

H
���

p	 � p���

a	 
 �
�

�
p	 �

�

&

H
����H
���

H
�	�

p� � p���

� Construction de nouvelles solutions

Nous terminons cet expos�e par un bref aper)cu de la mani�ere dont on peut construire des solutions
de 
�� ayant un nombre �ni de singularit�es isol�ees�

On part de l�ensemble singulier

� 
 fp�� � � � � pkg�

Dans un premier temps� on va construire des solutions approch�ees� Celles ci sont obtenues en
!recollant! des solutions de type Delaunay centr�ees en chaque pi dont les param�etres �i sont
!tr�es petits! avec une fonction harmonique� Plus pr�ecis�ement� on note

#� 
 
��� � � � � �k�� #R 
 
R�� � � � � Rk�� et #a 
 
a�� � � � � ak�

��



un ensemble de param�etres� A�n que notre solution approch�ee soit su�samment exacte� on doit
choisir tous ces param�etres de mani�ere ad�equate�

On notera *�� 
 R
n n �k

i��B
pi� �i� o�u par d�e�nition

�i 
 �
�

n���

i et #� 
 
��� � � � � �k�� 
���

On suppose de plus qu�il existe q�� � � � � qk tels que

�i 
 �qi� i 
 �� � � � � k� 
���

pour un param�etre � � � destin�e �a tendre vers ��
E�ectuons un d�eveloppement limit�e de u�i�ai�Ri


x� pi� au voisinage de �B
pi� �i�

u�i�ai�Ri

x� pi� 


�i
�

�
R

n��
�

i jx� pij
��n � R

��n
�

i 
� � 
n� ��
ai � 
x� pi��

�
� O
�i�

�
i ��

Ce qui revient �a dire que modulo des termes d�ordre sup�erieur� u�i�ai�Ri
ressemble �a une ap�

plication harmonique� Bien entendu pour arriver �a un tel d�eveloppement nous avons utilis�e le

r�esultat du Lemme � ainsi que le choix de �i qui nous assure que �i�
�
i 
 �

n��
n��

i ��n
i � Ensuite� nous

d�e�nissons

#w��� �R
x� 

X
i

�i
�
R

n��
�

i jx� pij
��n�

Cette fois ci� on trouve comme d�eveloppement

#w��� �R
x� 

�i�
�
R

n��
�

i�
jx� pi� j

��n �
X
i��i�

�i
�
R

n��
�

i 
jpi� � pij
��n�


�� n�jpi� � pij
�n
pi� � pi� � 
x� pi��� � O
�i�

�
i ��

On voit bien que� a�n que ces deux d�eveloppements co�$ ncident au mieux� il est n�ecessaire de
choisir qi� Ri et ai de telle sorte que

X
i��i�

R
n��
�

i R
n��
�

i�
qijpi� � pij

��n 
 qi� � i� 
 �� � � � � k� 
���

et

ai� 
 �
�

qi�
R

n��
�

i�

X
i��i�

qiR
n��
�

i jpi� � pij
�n
pi� � pi�� 
���

Pour tout 
 #S� #�� � R
k 	 
Rn�k� la solution approch�ee #u��
 #R � #S� #a � #�� �� est d�e�nie par

#u��
 #R � #S� #a � #�� x� 


�
u�i�ai��i�Ri�Si
x� pi� dans B�i
pi�

#w��� �R��S dans *���

Remarque � La condition ��
� indique tout simplement que #q est un vecteur propre associ�e
�a la valeur propre �� d�une certaine matrice dont les coe�cients d�ependent de Ri� Il n�est pas
di�cile de voir que l�ensemble des #q pour lesquels ces relations sont satisfaites est non vide�

Maintenant que la solution approch�ee est d�e�nie� disons un mot de l�algorithme non lin�eaire
utilis�e pour perturber cette solution approch�ee a�n d�obtenir une solution de 
��� On suppose
que #q� #R et #a sont �x�es une fois pour toute comme ci�dessus�

��



On va perturber la solution approch�ee construite ci�dessus en lui ajoutant une fonction v qui
est petite en un sens �a pr�eciser et aussi en s�autorisant de petites modi�cations des param�etres
ai et Ri� On veut donc r�esoudre

N 
w� 
 �
#u��
 #R � #S� #a � #�� �� � v� �
N
N � ��

�

#u��
 #R � #S� #a � #�� �� � v�

N��

N�� � 
���

o�u w 
 
v� #S� #�� � C���� 
Rn n ��	 R
k 	 
Rn�k� Ici

Ck��� 
Rn n �� 
 fw 
 d
x��
� � jxj�����n��� #w � #w � Ck��loc 
Rn n ��g�

et d est une fonction de classe Ck�� qui est �egale �a dist
x� pi� au voisinage de pi et qui est �egale
�a � pour jxj assez grand�

La raison de la n�ecessit�e des petites modi�cations des param�etres est la suivante � nous
allons choisir comme espace de fonctions l�espace C���� 
Rn n �� pour 
 � 
�� ��� On voit dans
l��enonc�e de la Proposition � que c�est uniquement dans cet intervalle que l�on peut construire
un inverse born�e ind�ependemment de �� Or� lorsque 
 � 
�� ��� on sait que l�op�erateur lin�earis�e
n�est pas surjectif s�il est d�e�ni sur C���� 
Rn n ��� il faut donc ajouter un espace de dimension
�nie �a cet espace 
dans l��enonc�e de la Proposition � c�est l�espace engendr�e par +�

� � � � � �+
�
n �

pour rendre l�op�erateur surjectif� Les d�eriv�ees partielles de la solution approch�ee par rapport �a
�i et Si jouent justement ce r�ole�

En utilisant la formule de Taylor on obtient alors �

w 
 �DNj�������
��N 
�� �DNj�������

��

�Z �

�

DNj�tv� �S���� �DNj��� �S�����
v� �� �� dt

�
DNj��� �S���� �DNj��������
v� �� �� �

Z �

�

DNj���t �S�t��� �DNj��������
�� #S� #�� dt

�
�

�equation qui sera r�esolue par un th�eor�eme de point �xe pour les applications contractantes �����
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