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Dans le cadre g�en�eral du calcul de Weyl�H�ormander� dont nous rappelons
les traits essentiels au x�� peut�on caract�eriser les op�erateurs pseudo�di��e�
rentiels A �de poids �	 par le fait que des commutateurs it�er�es de A sont
born�es sur L�
 Le mod�ele de ces r�esultats est le c�el�ebre th�eor�eme de R� Beals
relatif aux �el�ements de Op�S�

��	� dont nous ne r�esistons pas au plaisir de
donner une nouvelle d�emonstration au x
� Nous rappelons �egalement au x�
la caract�erisation� obtenue dans �B�C�� en termes de commutateurs localis�es�

Aux xx� et �� sous des hypoth�eses suppl�ementaires sur la m�etrique �temp�e�
rance g�eod�esique et lenteur renforc�ee	� nous montrons que la r�eponse �a la
question ci�dessus est a�rmative �th�eor�eme ���	� Nous montrons �egalement
que les fonctions d�un op�erateur pseudo�di��erentiel� et notamment son inverse
s�il existe en tant qu�op�erateur born�e sur L�� sont elles�m�eme des op�erateurs
pseudo�di��erentiels �corollaires ��� et ���� th�eor�eme ���	�

� Rappels sur le calcul de Weyl�H�ormander

La quanti�cation de Weyl associe �a toute distribution a sur R�n l�op�erateur
aw� appliquant S�Rn	 dans S ��Rn	� d�e�ni par

awu�x	 �
Z Z

ei�x�y���a
�
x�y
�
� �
�
u�y	 dy d���
�	n �

PourX � �x� �	 et Y � �y� �	 � Rn�Rn� nous noterons �X� Y � � y���x��
la forme symplectique� Lorsqu�il est d�e�ni� le produit de composition a�b
de deux symboles est donn�e par

�a�b	�X	 �
Z Z

e��i�X�Y�X�Z�a�Y 	b�Z	 dY dZ���n � ��	

et on a �a�b	w � aw � bw�
Les classes de symboles de H�ormander �H�o�� �H�o
� sont associ�ees �a une

m�etrique riemannienne g sur R�n� Pour chaque X � R�n� on d�e�nit g�X qui
est la meilleure �i�e� la plus petite	 forme quadratique sur R�n telle que l�on
ait

j�S� T �j � g�X�S	
���gX�T 	

��� �

Il s�agit en fait de l�inverse de la forme quadratique gX � l�espace R
�n �etant

identi��e �a son dual par la forme symplectique� On introduit �egalement � et
� qui sont les meilleures fonctions sur R�n telles que l�on ait

��X	�gX � g�X � ��X	�gX �

Dans des coordonn�ees symplectiques o�u gX se diagonalise sous la forme

gX�dx� d�	 �
X dx�i

a�i
�
d��i
	�
i

�
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on a g�X �
P
	�
i dx

�
i � a�i d�

�
i � les produits ai	i ne d�ependent pas des coor�

donn�ees choisies et

��X	 � min
i
ai	i � ��X	 � max

i
ai	i �

On dit que g est une m�etrique de H�ormander si les trois propri�et�es sui�
vantes sont v�eri��ees �

� Principe d�incertitude � ��X	 � ��

� Lenteur � Il existe C 
  tel que

gY �X�Y 	 � C
��
	
�
gY ��	�gX��	

���
� C � �
	

� Temp�erance � il existe des constantes C 
  et N � N telles que

�
gY ��	�gX��	

���
� C

�
� � g�Y �Y�X	

�N
� ��	

Un poids relatif �a g est une fonction strictement positive sur R�n qui
v�eri�e� pour C et N convenables�

�
M�Y 	�M�X	

���
�

���C pour gY �X�Y 	 � ��C

C
�
� � g�Y �Y�X	

�N
pour X� Y � R�n �

��	

Les classes de symboles S�M� g	 sont constitu�ees des fonction a�X	 de
classe C� sur R�n telles que les semi�normes suivantes sont �nies �

kakk 	S�M�g� � sup
l�k 	X 	Tj

j�T� � � � �Tla�X	j

M�X	
pour X � R�n et gX�Tj	 � � � ��	

en notant �T la d�eriv�ee directionnelle a 
� hda� T i�
Sous les hypoth�eses ci�dessus� pour a � S�M� g	� l�op�erateur aw est born�e

de S�Rn	 dans lui�m�eme� de S ��Rn	 dans lui�m�eme et� si M � �� de L� dans
lui�m�eme� En outre� l�adjoint formel de aw est aw et on a

S�M�� g	�S�M�� g	 � S�M�M�� g	 �

On note !�M� g	 l�espace des op�erateurs aw avec a � S�M� g	�
Un exemple typique est celui des m�etriques gX � h�i��dx�� h�i���d�� qui

v�eri�ent les conditions ci�dessus pour � � 
 � � et � � �� Pour M�X	 �
h�im� l�espace S�M� g	 correspondant est l�espace classique Sm

����
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On d�esigne par BY�r la gY �boule de centre Y et de rayon r� L�espace
Conf�g� Y� r	 des symboles con�n�es �B�L� dans BY�r est l�espace S�R

�n	 muni
de la suite de semi�normes

kakk 	Conf�g�Y�r� � sup
l�k 	X�R�n

gY �Tj���

j�T� � � � �Tla�X	j �� � g�Y �X � BY�r		
k�� �

Une famille �aY 	� index�ee par Y � R�n� est dite uniform�ement con�n�ee si�
pour tout k� on a kaY kk 	Conf�g�Y�r� � Ck� les Ck �etant ind�ependants de Y �

Il existe des partitions de l�unit�eZ
R�n

�Y jgY j
��� dY � � � ��	

o�u les �Y sont uniform�ement con�n�es dans BY�r et o�u jgY j est le d�eterminant
de la forme quadratique gY � Il existe aussi �voir �B�C�	 des partitions de
l�unit�e du type X

��N

Z
R�n

�Y����Y�� jgY j
��� dY � � � �"	

o�u� pour tout N � les �N�Y�� et �N�Y�� sont uniform�ement con�n�es dans BY�r�

� Cas d�une m�etrique constante

Si � est une m�etrique constante sur R�n v�eri�ant � � ��� l�espace S��� �	
n�est autre que l�espace S�

��� des fonctions born�ees ainsi que toutes leurs d�e�
riv�ees� mais muni de la suite sp�eci�que de semi�normes k�kk 	S���	� donn�ees
par ��	� Le th�eor�eme suivant de �B�C� est la caract�erisation classique� due �a
R� Beals �Be�� de OpS�

���� dont l�uniformit�e en � est explicit�ee� Nous noterons
adA �B le commutateur AB � BA�

Th�eor�eme ��� �a	 Un op�erateur A est de la forme A � aw avec a � S�
���

si et seulement si les commutateurs it�er�es adLw
� � � � adL

w
p �A sont born�es sur

L� lorsque les fonctions Lj�X	 � �Tj� X� sont des formes lin�eaires�
�b	 Il existe des constantes Ck et l�k	� uniformes en �� telles que l�on ait

kakk 	S���	� � Ck sup
p�l�k�	Tj

���adLw
� � � � adL

w
p �A

���
L�L��

pour ��Tj	 � � �

C�est en fait une cons�equence directe du lemme suivant� qui rel�eve purement
de la th�eorie des distributions�

Lemme ��� Soit B un espace de Banach contenu dans S ��R�	� l�injection
�etant continue� On suppose que B est invariant par translation 	 si b � B et
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x� � R�� alors b�� � x�	 appartient aussi �a B et a la m
eme norme� Il existe
alors C et N tels que

kakL� � C
X
j
j�N

k�
akB

pour tout a � S � tel que le membre de droite soit �ni�

��� D�emonstration du th�eor�eme ��� � On peut d�abord faire un changement
de coordonn�ees symplectiques de telle sorte que � s��ecrive

P
�dx�i � d��i 	�a

�
i

avec ai � �� Les vecteurs de la base symplectique ont ainsi une norme �pour
�	 inf�erieure ou �egale �a ��

L�espace B des symboles tels que kbkB � kbwkL�L�� soit �ni v�eri�e les
hypoth�eses du lemme � on a b�� � X�	

w � U�bwU o�u l�op�erateur U �une
translation de phase	 est unitaire� Il existe donc C et N tels que

kbkL� � C sup
j
j�j�j�N

�����
x��� b�w���L�L�� � C sup
q�N 	Tj

���adLw
� � � � adL

w
q � b

w
���
L�L��

pour ��Tj	 � �� les commutateurs de bw avec Lw pour L�X	 � xi ou �i ayant
pour symbole les d�eriv�ees partielles de b�

Il ne reste plus qu��a appliquer cette in�egalit�e �a adLw
� � � � adL

w
p � b

w� dont
le symbole est �T� � � � �Tpb pour obtenir le r�esultat avec l�k	 � k �N �

��� D�emonstration du lemme ��� � La boule unit�e de B est un born�e de
S �� et il existe donc des constantes C� et N� avec jhb� �ij � C� kbkB k�kN��S

en posant k�kN��S
� sup

���x��
����
L�

pour j	j� j�j � N�� On a d�autre part

b���x	� hb���x	� #�i et donc

kb � �kL� � C� kbkB k�kN��S
�

Choisissons maintenant � � S dont la transform�ee de Fourier est �egale �a �
pr�es de  � et formons l�approximation de l�identit�e �
 � ��������	� On a
��
��� � ����������	 o�u b� s�annule pr�es de  � On peut �ecrire� pour N �a
choisir ci�dessous� b���	 � P

j
j
N�i�	

b�
��	 et donc � �

P
j
j
N �
�
� On a

ainsi
�����	�
�x	 � �N��

X
��
��x
	��

�x		 �

D�autre part� on a

k�

kN��S
� ����N� sup

��	�N�

���y��	�
�y	��� �
a � �� � a � �� �

Z �

�
�����	 fa � �
g d� �

Z �

�
�N��

X
��
a	 � �

 d� �

ka � ��kL� � ka � ��kL� � Cte
Z �

�
�N�����N�

X
j
j
N

k�
akB d� �

En choisissantN 
 ��N�� on obtient une borne des ka � ��kL� ind�ependante
de �� et le r�esultat en faisant tendre � vers  �
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� Commutateurs localis�es

Le r�esultat suivant est d�emontr�e dans �B�C�� l�ingr�edient essentiel �etant
l�application du th�eor�eme 
��� pour la m�etrique constante gY � �a l�op�erateur
�micro	localis�e �wY�� � A ci�dessous�

Th�eor�eme ��� Soient g une m�etrique de H�ormander� M un g
poids et A
un op�erateur appliquant S�Rn	 dans S ��Rn	� Les trois propri�et�es suivantes
sont �equivalentes�
�a	 A � !�M� g	�
�b	 Pour toute famille ��Y 	 uniform�ement con�n�ee� on a

kadL� � � � adLp � ��
w
Y � A	kL�L�� � CpM�Y 	

pY
�

gY �Tj	
��� �

pour Lj�X	 � �Tj� X�� les Cp ne d�ependant pas de Y et des Tj�
�c	 Pour une famille �Y�� �gurant dans une partition de l�unit�e ���� on a

���adL� � � � adLp �
�
�wY�� � A

����
L�L��

� CpM�Y 	
pY
�

gY �Tj	
���

avec des constantes ind�ependantes de Y � � et des Tj�

Nous allons donner une reformulation de ce th�eor�eme qui n�est ni plus
simple ni plus facile �a utiliser� Elle pr�esente n�eanmoins deux avantages�
D�une part� elle ne fait pas appel aux formes lin�eaires sur R�n et conserve
son sens si on compose les symboles avec une transformation canonique de
l�espace des phases� ce qui permet de l�utiliser �voir �Bo�	 pour d�e�nir les
op�erateurs int�egraux de Fourier� D�autre part� elle n�utilise que des commu�
tateurs de l�op�erateur A lui�m�eme� Nous aurons besoin du concept suivant�

D�e	nition ��� SiM est un g
poids� on note S��M� g	 l�espace des fonctions
C� sur R�n telles que les semi
normes suivantes soient �nies pour k �  �
�� � � �

kakk�S��M�g� � sup
l �X � S � Tj

M�X	�� j�S�T� � � � �Tla�X	j �


pour l � k� g�X�S	 � �� gX�Tj	 � � �

Remarques ��� La condition ne porte que sur les d�eriv�ees d�ordre � � de a�
On a toujours S�M�� g	 � S��M� g	 mais l�inclusion est en g�en�eral stricte�
Par exemple� si g est une m�etrique constante� l�espace S��� g	 n�est autre que
l�espace S�

�� et est form�e de fonctions born�ees� alors que les formes lin�eaires
appartiennent �a S���� g	�

Dans le cas g�en�eral� une forme lin�eaire X 
� �T�X� appartient �a
S���

T
� g	� avec �

T
�X	 � gX�T 	

����
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Th�eor�eme ��� �a	 Si a � S��M�� g	 et b � S�M�� g	 alors a�b � b�a �
S�M�M�� g	�
�b	 Si a � S��M�� g	 et b � S��M�� g	 alors a�b � b�a � S��M�M�� g	�
On a de plus

a�b� b�a � �i fa� bg �mod S�M�M�� g		

o�u fa� bg est le crochet de Poisson et

fa� bg � S��M�M�� g	 � S�M�M��� g	 �

La d�emonstration repose sur la formule suivante� qui se d�eduit de ��	

a�b�X	 � a�X	b�X	

�
Z �

�

Z Z
e��i�X�Y�X�Z��� �

�i
��Y � �Z �a�Y 	b�Z	 dY dZ����	�n d� �$	

o�u l�op�erateur ��Y � �Z � s��ecrit
P
����yj��j�����zj��j dans toute base sym�

plectique� Un point X� �etant �x�e� on peut ainsi �ecrire

��Y � �Z � �
�nX
k
�

hSk� �Y i hTk� �Zi avec g�X�
�Sk	 � � et gX�

�Tk	 � � �

On a alors a�b� ab � �
�i

PR �
� �Ska��

�Tkb d�� en posant

	�
�
��X	 �

Z Z
e��i�X�Y�X�Z���	�Y 	��Z	 dY dZ����	�n �

Les estimations valables pour la loi de composition � sont aussi valables�
uniform�ement en �� pour �

�
� qui %interpole& le produit usuel �pour � �  	

et le produit de composition �pour � � �	� Les fonctions �Ska appartenant
�a S��� g	� o�u � est un poids co�'ncidant avec M� pr�es de X�� le th�eor�eme en
r�esulte sans di�cult�e�

Remarque ��
 La formule analogue �a �$	 comportant les deux premiers
termes du d�eveloppement est de la forme

a�b � ab� �
�i
fa� bg�R��a� b	 �(	

o�u l�expression int�egrale de R� ne porte que sur les d�eriv�ees secondes de a et
b� La �nitude des semi�normes kakk�S��M��g�

et kbkk�S��M��g�
pour k � � su�t

pour conclure que R��a� b	 appartient �a S�M�M�� g	�

Si E � !�M��� g	 et B � !��M� g	� l�application A 
� E adB � A op�ere
de !��� g	 dans lui�m�eme� Le th�eor�eme ��� peut se reformuler comme suit�
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Corollaire ��� Pour qu�un op�erateur A appartienne �a !��� g	� il faut et il
su�t que� quels que soient Ej � !�M��

j � g	 et Bj � !��Mj� g	� on ait

k�E� adB�	 � � � �Ep adBp	 �AkL�L�� � C
Y
j

kBjkk 	S�M��
j

�g� kEjkk 	S�M�

j
�g�

les constantes C � C�p	 et k � k�p	 ne d�ependant des Mj que par l�interm�e

diaire de leurs constantes C et N dans ����

On se ram�ene au th�eor�eme en choisissant Mj�X	 � �
Tj
�X	 et les op�era�

teurs Bj et Ej ayant pour symbole respectivement �Tj� X� et �
Tj
�Y 	���Y���

en remarquant que les poids �T ont des constantes C et N ind�ependantes
de T �

Remarque ��� Dans le corollaire pr�ec�edent� il su�t donc de consid�erer des
poids Mj du type �

Tj
et de demander que les constantes ne d�ependent pas

des Mj� On trouvera dans �B�C� des hypoth�eses sur g rendant inutile la
v�eri�cation de cette condition d�uniformit�e�

� R�esultats

Les op�erateurs E adB� appliqu�es �a l�inverse �ou �a une fonction	 d�un op�e�
rateur ne poss�edent pas les propri�et�es alg�ebriques des vrais commutateurs�
Il est donc souhaitable de pouvoir caract�eriser les op�erateurs pseudo�di��e�
rentiels �a l�aide de leurs commutateurs avec les �el�ements B de !���� g	� La
propri�et�e d�inversion �un �el�ement de !��� g	 est inversible dans !��� g	 s�il
l�est dans L�L�		 en sera une cons�equence directe�

Les symboles b � S���� g	 sont des fonctions g��lipschitziennes� et il n�est
pas surprenant de voir la distance g�eod�esique d� relative �a g� jouer un r�ole
important�

Dans le cas particulier des m�etriques symplectiques �g � g�	� la temp�e�
rance g�eod�esique a �et�e introduite par A� Unterberger �Un� et a permis �a
F� Bruyant �Br� de d�emontrer dans ce cas la propri�et�e d�inversion� Dans
les hypoth�eses de �B�C� permettant de prouver cette m�eme propri�et�e� la
n�ecessit�e de disposer d�une vraie distance� v�eri�ant l�in�egalit�e du triangle �ce
qui n�est pas le cas du %gain& d�u �a la temp�erance	� apparaissait pour une
autre raison� Il serait aussi possible� dans le cas symplectique� d�adapter un
th�eor�eme de Ja�ard et Journ�e �Ja� sur l�inversion des matrices in�nies� dans
lequel l�in�egalit�e triangulaire est �egalement requise�

D�e	nition ��� 
temp�erance g�eod�esique� On dit que g est g�eod�esique

ment temp�er�ee� si g est temp�er�ee et si l�on a�

gY ��	�gX��	
���

� C
�
� � d��Y� Z	

�N
� �� 	
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La propri�et�e �� 	 �a elle seule n�entra�'ne pas la temp�erance� comme le montre
l�exemple de la m�etrique e��j�jdx� � e�j�jd�� en dimension �� Il est vraisem�
blable qu�il existe des m�etriques de H�ormander qui ne sont pas g�eod�esique�
ment temp�er�ees� mais nous n�en connaissons pas d�exemple� Les m�etriques
de type �
� �	 sont g�eod�esiquement temp�er�ees�

Si g est g�eod�esiquement temp�er�ee� il n�est pas di�cile de montrer que
l�on a

C��
�
� � d��Y� Z	

���N
� � � g�Y �Y � Z	 � C

�
� � d��Y� Z	

�N
�

La seconde propri�et�e dont nous aurons besoin peut sembler ��a tort� voir
le n����	 purement technique� Cela dit� pour la plupart des m�etriques ef�
fectivement utilis�ees� et notamment pour les m�etriques de type �
� �	� on a
g� � ��g et la lenteur renforc�ee se r�eduit �a la lenteur usuelle� Rappelons que
��X	� � supT g

�
X�T 	�gX�T 	�

D�e	nition ��� 
lenteur renforc�ee� Une m�etrique g poss�ede cette pro

pri�et�e s�il existe C tel que

g�Y �X�Y 	 � C
��
��Y 	� �	

�
gY ��	�gX��	

���
� C �

Notre r�esultat principal� dont on trouvera la d�emonstration au x�� est le
suivant�

Th�eor�eme ��� On suppose que g poss�ede les propri�et�es de temp�erance
g�eod�esique et de lenteur renforc�ee� Pour qu�un op�erateur A appartienne �a
!��� g	� il faut et il su�t que l�on ait

adB� � � � adBp � A � L�L�	 ���	

quels que soient les Bj � !���� g	�

Corollaire ��� Sous les m
emes hypoth�eses sur la m�etrique g� si A appartient
�a !��� g	 et est inversible dans L�L�	� on a A�� � !��� g	�

On a en e�et adB � A�� � �A�� �adB � A	A��� Plus g�en�eralement�
adB� � � � adBp � A

�� s��ecrit comme somme de produits de termes �egaux �a
A�� ou �a des commutateurs it�er�es des Bj et de A� et est donc born�e sur L��

Corollaire ��
 On suppose toujours que g poss�ede les deux propri�et�es ci

dessus�
�a	 Soit a � S��� g	 �a valeurs r�eelles et soit f � C��R	� Alors l�op�e

rateur f�aw	� au sens du calcul fonctionnel sur les op�erateurs autoadjoints�
appartient �a !��� g	�
�b	 Soit M � � un g
poids� et a � S�M� g	 un symbole �a valeurs r�eelles tel

que aw soit elliptique� Soit f � C��R	 v�eri�ant
���f �k��t	

��� � Ck�� � jtj	p�k�

Alors� l�op�erateur f�aw	 appartient �a !�Mp� g	�
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Dans cet �enonc�e� %elliptique& signi�e que l�on a l�estimation suivante� utili�
sant les espaces de Sobolev H�M� g	 �voir �B�C�	 �

�u � H�M� g	 � kukH�M�g� � C�kawukL� � kukL�	 �

Dans le cas o�u M�X	 est major�e par une puissance de ��X	� cette propri�et�e
�equivaut �a � � ja�X	j � C��M�X	�

La d�emonstration repose sur le fait que les resolvantes �z � A	�� sont�
pour z � C nR� des op�erateurs pseudo�di��erentiels dont on peut estimer les
semi�normes� et sur la formule de Hel�er�Sj�ostrand �H�S� �

f�A	 � ����
Z Z
C

� ef�z	�z � A	�� dx dy �

o�u ef est une extension presque analytique de f �

Ces derniers r�esultats sont en fait valables sous des hypoth�eses plus g�en�e�
rales que celles permettant de d�emontrer le th�eor�eme ����

Th�eor�eme ��� On suppose que g est une m�etrique de H�ormander v�eri�ant
de plus

�
gY ��	�gZ��	

���
� C

�
� �D�Y� Z	

�N
� D	� distance g�eod�esique pour ��g�

��
	
Alors les conclusions des corollaires ��� et ��� �a� sont valables� Celle du
corollaire ��� �b� l�est aussi� pourvu que �M�Y 	�M�Z		�� soit major�e� pour
C et N convenables� par le membre de droite de �����

Il existe �voir �Bo�	 des hypoth�eses interm�ediaires conduisant au m�eme r�e�
sultat� faisant intervenir la distance g�eod�esique pour une m�etrique comprise
entre ��g et g�� et une lenteur %un peu renforc�ee&�

	 Esquisse des d�emonstrations

Nous nous pla)cons donc sous les hypoth�eses du th�eor�eme ��� � la m�etrique
g poss�ede les propri�et�es de temp�erance g�eod�esique et de lenteur renforc�ee et
l�op�erateur A� ainsi que ses commutateurs it�er�es avec les �el�ements de !���� g	�
est born�e sur L��


�� Premi�ere �etape A tout couple de points �Y� Z	� nous allons associer
p � pY Z � S���� g	 tel que

X � BY�r 	 p�X	 �  � X � BZ�r 	 p�X	 � � �� d� �BY�Cr� BZ�Cr	 �

avec C et des bornes des semi
normes de pY Z ind�ependantes de �Y� Z	�

XXIII � (



On d�e�nit d�abord la fonction q�X	 � min f� � d��X�BY�Cr	g qui est g��
lipschitzienne de rapport �� L�hypoth�ese de lenteur renforc�ee permet de r�e�
gulariser g et de se ramener au cas o�u on a

hT�� �Xi � � � hTp� �Xi gX�V 	 � CtegX�V 	��X	�p
Y

g��Tj	
��� �

On pose alors

p�X	 �
Z
q�U	*r

�
gX�X � U	���

�
jgX j

��� dU ���	

�
Z
q�X � RXV 	*r�jV j	 dV � ���	

o�u V 
� *r�jV j	 est une fonction C� d�int�egrale � �a support dans la boule
euclidienne de rayon r� et o�u RX applique cette boule dans la gX�boule de
m�eme rayon�

Le point important est d�estimer hS� �Xi p pour g�X�S	 � �� La d�erivation
sous le signe somme dans ���	 fait appara�'tre �Sq qui est major�e par �� mais
aussi des termes en �Sjq provenant de la d�erivation de RX � Gr�ace �a la lenteur
renforc�ee� on a gX�Sj	 � Cte��X	��g�X�S	 et donc g

�
X�Sj	 � Cte�

Les fonctions hS� �Xi p sont donc born�ees et un changement de variable
les met sous une forme analogue �a ���	 o�u q�U	 est remplac�e par une
fonction born�ee� Il est alors imm�ediat d�obtenir des bornes uniformes desQ
hTj� �Xi hS� �Xi p pour gX�T 	 � �� En�n� pourvu que C soit assez grand

par rapport �a la constante de lenteur� on a bien q �  ou � dans les g�boules
de rayon r centr�ees en Y ou Z�


�� Seconde �etape Sous les hypoth�eses du th�eor�eme ���� si 	Y et �Z sont
respectivement con�n�es dans BY�r et BZ�r� on a

� 	wYA�
w
Z �

�X
j
�

	wjYAj�
w
jZ ���	

o�u 	jY et �jZ sont con�n�es dans les m
emes boules et o�u Aj v�eri�e ����� avec
bien entendu un contr
ole uniforme des semi
normes�

On �ecrit

� 	wYA�
w
Z � 	wYA�� � p	w�wZ � 	wY �ad p

w � A	�wZ � 	wY p
wA�wZ �

Les op�erateurs A et ad pw �A v�eri�ent ���	� et il reste �a montrer le con�nement
de 	Y�p �et de �� � p	��Z qui est du m�eme type	� Le con�nement de
	Y�p�	Y p r�esulte facilement de la d�emonstration du th�eor�eme ��� et� pour
prouver le con�nement du produit� on montre que les g�d�eriv�ees de p en X
sont contr�ol�ees par des puissances de la g��distance g�eod�esique de X �a BY�r�
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Une r�ecurrence �evidente montre que ���	 est encore valable en rempla)cant
� par �N au membre de gauche� En notant maintenant � � �Y Z � on en d�eduit
l�estimation

k	wYA�
w
ZkL�L�� � CN�� � �Y Z	

�N � ���	

les constantes CN �etant uniformes pour des 	Y et �Z uniform�ement con�n�es�


�� Troisi�eme �etape Il s�agit de traiter� en n�utilisant en fait que ���	� la
partie de l�op�erateur A %microlocalis�ee loin de la diagonale&� On a le r�esultat
suivant�

Soient �	Y 	 et ��Y 	 uniform�ement con�n�ees� Pour g�Y �Y � Z	 �
Cr���Y 	�� on a �en notant a le symbole de A�

k	Y�a��Zkk 	Conf�g�Y�r� � Ck�N�� � �Y Z	
�N �

D�apr�es �B�C�� on peut �ecrire 	Y comme somme rapidement convergente
de produits 	�Y���	

��
Y�� de symboles con�n�es� et on se ram�ene donc �a esti�

mer le con�nement de termes du type 	�Y�	
��
Y�a��

�
Z��

��
Z que l�on r�e�ecrira

	�Y�aY Z��
��
Z �

On sait que la norme de awY Z comme op�erateur dans L� d�ecro�'t comme
�� � �Y Z	

�N pour tout N � D�autre part� dans la r�egion consid�er�ee� on a
��Y 	���Z	 � Cte�Y Z� Le r�esultat est alors cons�equence directe des deux
ingr�edients suivants �valables pour Y� Z quelconques et 	� � � S	�
Comparaison des semi
normes de con�nement en deux points di��erents 	

k�kk 	Conf�g�Y�r� � C k�kk 	Conf�g�Z�r� �� � �Y Z	
N��Z	N �

avec C�N ne d�ependant que de k�
Microlocalisation d�un op�erateur born�e sur L� 	

k	�a��kk 	Conf�g�Y�r� � C kawkL�L�� k	kl 	Conf�g�Y�r� k�kl 	Conf�g�Y�r���Y 	N �

avec C� l� N ne d�ependant que de k�


�� Derni�ere �etape Notre but est d�utiliser le th�eor�eme ��� pour montrer
que A appartient �a !��� g	� On peut �ecrire� en utilisant une partition de
l�unit�e ��	�

�wY��A �
Z
g�
Y
�Y�Z��Cr���Y ��

�wY��A�
w
Z jgZj

��� dZ � rY�� �

Nous laisserons tomber l�indice �� ainsi que le terme rY�� �l�int�egrale sur
g�Y �Y � Z	 � Cr���Y 	�	 qui� d�apr�es l��etape pr�ec�edente� est uniform�ement
con�n�e� Nous allons donc montrer que� si L�X	 � �T�X�Y � avec gY �T 	 � ��
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la norme dans L�L�	 de adL � ��wYA	 est born�ee uniform�ement en Y � le m�eme
argument s�appliquant aux commutateurs it�er�es�

Soit *Y �X	 � *
�
g�
Y
�X�Y �

Cr���Y ��

�
� o�u *�t	 vaut � pour t � 
 et  pour t � ��

et posons

L�X	 � *Y �X	L�X	 � ��� *Y �X		L�X	 � l�X	 �m�X	 �

Il est clair que� avec des semi�normes ind�ependantes de Y � on a l � S���� g	
et m � S���

T
� g	 et que m est nulle dans BZ�r si g�Y �Y � Z	 � Cr���Y 	��

Pour un tel Z� on a

adLw ���wYA�
w
Z	 � �ad lw ��wY 	A�

w
Z��

w
YA�ad l

w ��w
Z	

��wY �ad l
w �A	�w

Z�mw�wYA�
w
Z��

w
YA�

w
Zm

w �

Ces cinq termes sont du type ��Y
wA���Z

w o�u les ��Y � �
�
Z sont uniform�ement

con�n�es et o�u A� poss�ede les m�emes propri�et�es de commutation avec les �el�e�
ments de S���� g	 � pour les deux premiers� il s�agit du fait que S���� g	 op�ere
par commutation sur les espaces de symboles con�n�es � pour le troisi�eme�
c�est une �evidence � en ce qui concerne les deux dernier� l�argument d�ej�a
utilis�e dans la seconde �etape montre le con�nement des produits m��Y et
�Z�m� Il en r�esulte que la norme dans L�L�	 de adL � ��wYA�

w
Z	 est major�ee

par Cte�� � �Y Z	
�N � et donc que adL � ��wYA	 est born�e sur L�� Le cas des

commutateurs it�er�es s�ensuit par r�ecurrence�


�
 Sur le r�ole de la lenteur renforc�ee Cette propri�et�e est intervenue
�a deux reprises pour montrer qu�il y a assez de symboles dans S���� g	� Elle
permet d�en construire qui varient su�samment �dans la premi�ere �etape	� ou
qui co�'ncident localement avec des fonctions lin�eaires �dans la derni�ere �etape	�
Nous allons montrer sur un exemple que la conclusion du th�eor�eme ��� peut
�etre fausse si cette propri�et�e n�est pas v�eri��ee�

Consid�erons� en dimension 
� la m�etrique g suivante �

gX�dx� d�	 � dx�� � h�idx�� �
d���
h�i�

�
d���
h�i

�

C�est une m�etrique de H�ormander g�eod�esiquement temp�er�ee et elle ne semble
pas particuli�erement pathologique� Toutefois� la lenteur renforc�ee n�est pas
v�eri��ee � on a en e�et

g�X�dx� d�	 � h�i�dx�� � h�idx�� � d��� �
d���
h�i

� ��X	 � � � ��X	 � h�i

et� dans une g��boule de rayon r��X	 centr�ee en � �  �  � ��	� la variation de

�� est de l�ordre de �
���
� �
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La d�e�nition ��
 se traduit par

b � S���� g	�	
����
� ��x b��� �

	
Cteh�i�
��
�������� pour 	���� 
  
Cteh�i��
� pour 	����� � 	���� 
  �

��"	
Les boules BY�r sont tr�es loin d��etre g�eod�esiquement convexes pour g� et le
fait que b v�eri�e les estimations ci�dessus dans tout l�espace implique des
conditions plus restrictives� On a

������x� b�X	
��� � ������x� b�x� ���  	���� Z ��

�

���������x� b�x� ��� t	��� dt �
et donc ������x� b�X	

��� � Cte
�
h��i� h��i

���
�

��$	

Pour analyser les commutateurs avec les �el�ements de S���� g	� il est com�
mode d�utiliser � � h�idx� � d���h�i �la m�etrique de type ���
� ��
		 et le

��poids ��X	 � h�i����
�
h��i� h��i

���
�
� On a

b � S���� �	�	
����
� ��x b��� � h��i�h��i

���

h�i���
h�i�j�j�j
j��� pour j	j� j�j 
  �

��(	
On s�aper)coit alors que ��"	 et ��$	 entra�'nent toutes les estimations ��(	�

�a l�exception de celle portant sur �b����� et qu�elles garantissent que �b����
appartient �a S��� �	� En�n� les �kb��xk� appartiennent �egalement �a S���� g	
et jouissent donc des m�emes propri�et�es que b�

En vertu de la remarque ���� pour b � S���� g	� on peut �ecrire

ad�b	a � �i �b
���

�a
�x�

�R�b� a	

o�u R�b� a	 � S�M�� �	 lorsque a � S�M� �	 � nous avons regroup�e dans
R�b� a	 les termes R��a� b	 et R��b� a	 de �(	 ainsi que les composantes res�
tantes du crochet de Poisson fb� ag�

En remarquant que �x�R�b� a	 � R��x�b� a	�R�b� �x�a	� et en utilisant le
fait que �kx����b � S��� �	� on arrive �a l��enonc�e suivant �

Si on a �kx�a � S�M� �	 pour tout k� il en r�esulte que �kx��b�a� a�b	 appar

tient �a S�M�� �	 pour tout k�

Consid�erons la fonction a�X	 � *���X		 o�u * � C�
� �R	� Elle

n�appartient pas �a S��� g	� du fait que ���a ne d�ecro�'t que comme h�i����� Par
contre� elle appartient �a S��� �	 et m�eme �a S���N � �	 pour toutN � la fonction
� �etant de l�ordre de � sur le support de a� Quant aux �kx�a� ils sont nuls�

On en d�eduit par r�ecurrence sur p que �kx�

�
ad�b�	 � � � ad�bp	a

�
appartient �a
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S���N � �	� pour bj � S���� g	� quels que soient p� k et N � L�op�erateur aw

v�eri�e donc les hypoth�eses du th�eor�eme ��� sans �etre un op�erateur pseudo�
di��erentiel relatif �a g�

On notera que les hypoth�eses du th�eor�eme ��� sont v�eri��ees pour la m�e�
trique g ci�dessus et la propri�et�e d�inversion est donc valable� Nous ne con�
naissons pas de m�etrique de H�ormander pour laquelle cette propri�et�e ne soit
pas satisfaite�


�� D�emonstration du th�eor�eme ���
On va d�abord utiliser le fait que l�op�erateur A�� et ses commutateurs

it�er�es par les �el�ements de !���� g	 sont born�es sur L�� Cela permet de re�
produire les deux premi�eres �etapes ci�dessus� mais �Y Z d�esigne cette fois�ci la
���g	�distance g�eod�esique de BY�Cr et BZ�Cr� On commence donc par d�e�nir
q�X	 �a l�aide de cette distance g�eod�esique� et l�argument de r�egularisation
conduisant �a p ne n�ecessite que la lenteur %ordinaire&� La seconde �etape
conduisant �a ���	wYA���wZ

���
L�L��

� CN�� � �Y Z	
�N � �
 	

peut �etre reproduite mot pour mot�
On va maintenant se ramener au corollaire ��� et notre objectif est de

prouver que E adB �A�� appartient �a L�L�	� avec une norme contr�ol�ee� pour
E � !�M��� g	 et B � !��M� g	 �le cas des commutateurs it�er�es suivra par
r�ecurrence	� Gr�ace �a la remarque ��" et �a l�hypoth�ese ��
	� on peut supposer
que les poids M v�eri�ent uniform�ement

�M�Y 	�M�Z		�� � C �� � �Y Z	
N � �
�	

D�autre part� pour tout poids M � il existe �B�C� des �el�ements de !�M��� g	
ayant un inverse dans !�M� g	 et il est clair qu�il su�t de consid�erer le cas
o�u E est de ce type� On a

E adB � A�� � �
�
EA��E��

�
�E adB �A	A�� �

et il nous su�t donc de montrer que EA��E�� est born�e sur L�� ou encore
que A�� est born�e de l�espace de Sobolev H�M� g	 dans lui�m�eme� Ce dernier
point est une cons�equence directe de �
 	 �il s�agit essentiellement du lemme
classique de Schur	� les propri�et�es requises sur �Y Z �etant d�une part �
�	 et

d�autre part le fait que supY
R
�� � �Y Z	

�N jgZj
��� dZ � 
 pour N assez

grand� ce qui n�est pas di�cile �a v�eri�er�
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