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1. Introduction.

Soit Q C 3, n impair un domaine connexe ayant frontière C°°, notée
an, et un complément borné

Considérons le problème de Dirichlet

L’opérateur de diffusion associé à (1) est un opérateur unitaire

qui admet un prolongement méromorphe dans C avec des pôles Aj  0. On

peut caractériser Bj en examinant la résolvante du Laplacien

où u(x, À) est la solution du problème

La dernière condition dit que pour tout w E et --~ oo nous avons

L’opérateur R(A) admet une extension méromorphe dans C et ses pôles avec leurs
multiplicités coincident avec Bj (cf.[LP]).

Soit ’(J, ’lj; E Cô (Rn) deux fonctions telles que ~ -1 dans un voisinage de K et
~ = 1 sur supp p. On appelle

résolvante modifiée. De plus, a, les mêmes pôles que R(A) pour chaque choix
de cp et 0. Supposons que (supp p) U ( supp ~ ) E R n : a &#x3E; po . Si
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l’obstacle 7~ est non-captif, il existe 6 &#x3E; 0 et d &#x3E; 0 tels que R~~~(a) est analytique
dans le domaine

et pour À E l’estimation

est satisfaite. Les constantes C &#x3E; 0, a &#x3E; 0 ne dépendent que de a. On renvoie à [V]
pour la preuve de (3).

Dans le cas Ii = Kl U7B"2? où 0 et et h2 sont strictement convexes,
pour des pôles Bj dans Ue,d [BGR]. De plus, Ikawa [1 1] et
Gérard [G] ont obtenu des résultats assez précis concernant la distribution de pôles.
Ikawa [12], [13] a examiné a,insi le cas

(5) = 1, ... , N sont strictement convexes sous l’hypothèse

(H) convexhull i U 1(v = 0 pour chaque triple ~ {1,2,’’’, N}3, i ~
.. ~ ~ .

Finalement, le cas quand sont dans une position générique a été examiné dans
[PSI] . Dans ces travaux l’existence de pôles dans a été liée avec l’apparition des
géodésiques périodiques réfléchissants non-dégénérées et le comportement des rayons
réfléchissants sortants près des géodésiques périodiques.

En général, pour des obstacles captifs Ii l’existence de rayons réfléchissants
captifs implique que pour tout t &#x3E; 0 le rayon spectral du semi-groupe de Lax-Phillips
Z(t) est égal à 1 (cf. [R]). Cela permet de prouver que pour tout 6 &#x3E; 0 on a

si R,,,O(A) est analytique pour -8  lm À  0.

Soit a(~, 9,cv) le noyau de S(A) et soit s(t,B,w) E S’(R) le noyau de diffusion
qui sont liés par la formule
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étant la transformation de Fourier. La fonction a(,B, 0, W) dépend analytique-
ment de w E et 0 E et ~c( ~, 8, w ) admet une extension méromorphe dans
C avec des pôles À y indépendants de w et 8.

Dans cet exposé on se propose d’examiner la liaison entre les singularités de
et le comportement de R~, ~ ( ~ ) dans Ue,d. Pour cela on considère une suite

de réfléchissants ym avec temps de séjour 2013~ oo (cf. [PS2], [PS3]
pour la définition de et le temps de séjour).

2. Le comportement de la résolvante modifiée.

En utilisant les résultats dans [P2], [P3] pour Cgo(R n), introduites dans
§1, on obtient

Théorème 1. Supposons qu’il existe une suite de réfléchissants

lm avec temps de séjour Tm tels que

Supposons que le noyau de diffusion près de -Tm a la forme

avec 0. Alors il y a. deux possibilités :

(i) pour tout e &#x3E; 0 et tout d &#x3E; 0, a,nd ont des pôles dans le domaine

il existe e &#x3E; 0,d &#x3E; 0 tels que R~,~(~) soit analytique dans U,,d, mais pour
tout a &#x3E; 0, tout p E N et tout k E N nous avons

Remarque 2 : On peut fa,ire la, conjecture que pour des obstacles captifs génériques
on a toujours le cas (i).

Remarque 3 : Les cas (i), (ii) ne dépendent pas du choix de p et 0.

Soit G’(K) C l’ensemble de points z E aIi tels qu’il existe Çz E 
et la courbure de 8I( en direction g= s’a,nnule d’ordre infini en z. Sous l’hypothèse

= 0, nous allons montrer da.ns §3 que pour tout obstacle captif Ii il existe
une suite de 01,,)-rayons réfléchissants avec temps de séjour



XVIII-4

L’étude de sing supp s(t, ~~, , W~1) repose sur les techniques développées dans [P 1],
[CPS],[PS3]. Pour cela il fa.ut que les rayons 8111 et les directions (w~, 8m) aient les
propriétés suivantes :

(a) si 8 et 1 sont (w’ , 8m )-rayons réfléchissants, alors 8 =f=. 1 implique Tb 54 T-y,

(b) chaque rayon 8m est non-dégénéré, c’est-à-dire la section différentielle de 8m.
ne s’annule pas (cf. [PS2]),

(c) il n’y a pas des du type mixte qui contiennent des segments
glissants sur 8Ii ou segments ta.ngents à 

Remarquons que le résultat de [S2] rend possible d’utiliser une approximation
par des directions convenables afin d’arranger (a) si on dispose de la propriété (b).
La condition (c) concerne la géométrie globale de ali et sa vérification est beaucoup
plus délicate.

Dans cet exposé on prouve que si h C R3 a la forme (4) avec = 

convexes et G°°(li ) _ 0 on peut construire une suite de rayons lm qui satisfait (7)
et (8). Par conséquence, le résultat du Théorème 1 est valable. De plus, on n’impose
aucune condition sur les positions de Dans le cas où I1 a la forme (4) et (5) est
satisfaite on peut appliquer les résultats de [PS2] pour la construction de (w?,~, 8~,2 )
et 8m’.

3. Existence de (w, 8) -rayons ym avec 2013~ oo .

Soit Q = R x Q et soit (7, ~) les variables duales de (t, x) E T*(Q). Soit

la variété caractéristique de l’opérateur o = Etant donné z = (t, x) E 
soit 

-

le fibré cotangent compressé. Posons

et introduisons l’application

0 
_

Sur Q cette application coincide avec l’identité, tandis que pour (z, () E T*(Q), z E
8Q on pose 

-
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On appelle ~b = ~ la variété caractéristique compressée de 0 (cf. [MS], [H]) et
l’image ~ d’une bica,ractéristique généralisée 1 de a est une bicaractéristique com-
pressée. Dans la suite on suppose que G°°(h) _ ~ et cela rend possible l’utilisation
de la continuité du flot Hamiltonien généralisé de o De plus, chaque bicaractéristique
généralisée -y est déterminée uniquement par un point sur -y.

la bicaractéristique compressée passant pa,r v pour t = 0. On désigne par T(v) E R+
ou T(v) = +oo le maximal T &#x3E; 0 tel que pour 0  t  T(v) nous avons

Introduisons l’ensemble

L’obstacle K est captif si et seulement si Eoo = 0. En effet, supposons que = 0
et qu’il existe une suite E Eb,(Xm,Çm) E telle que
T(vm) -- +oo. En utilisant la continuité du flot Hamiltonien généralisé [MS] on peut
trouver une sous-suite telle que les bicaractéristiques généralisées compressées
7~ passant par v., convergent vers une bicaractéristique généralisée yo passant par
vo. Alors on doit avoir vo C- et cela donne une contradiction.

Proposition 4. Supposons que GOO(I() = 0, ECX) =f=. 0. Alors il existe une suite
de (wm, réfléchissa.nts ayant temps de séjour Tm ~ 00.

Preuve : On voit facilement que l’ensemble Eoo est fermé dans Sb. D’autre part,
Eb. En effet, soit II un hyperpla,n ta,ngent à 8Q tel que K est situé dans un

demi-espace déterminé par II. Prenons avec xo E 8Ii n 11 , vo =
Sb. Alors on aura,  +oo parce que quitte Bpo pour

t &#x3E; 2po .

Soit il E C Alors il existe une suite

de bicaractéristiques généralisées compressées passant par ZJn telles que

Posons
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et choisissons une sous-suite

Soit == (~~/(~), 1,~(~)) la bicaractéristique généralisée passant par
J1 == On voit aisément que T(J1) = +00 , y(t) E B.. pour t &#x3E; 0. Soit

Z~ l’hyperplan orthogonal à w et passant par z. Soit Z~ C Z~ l’ensemble de points
y E ZW tels que les bicaractéristiques généralisées passant par J1y = (01 Yi 1) W) ont la
propriété

On obtient facilement que Zoo est fermé et ainsi que Z. Par conséquence, il
existe une suite

_ n 1 n

telle que

En général, les bicaractéristiques 1 JLz peuvent avoir des segments glissants ou tan-
gents à âI1. L’hypothèse G°°(Ii ) _ ~ permet d’approximer (zm, w) par et

d’obtenir (w£~ , 0’ )-rayons réfléchissa,nts avec Tym -- +oo. Cela achève la preuve
de Proposition 4.

Si K a la forme (4) avec strictement convexes, chaque rayon ym satisfait (b).

Fixons zm = xo, wm = wo et déterminons l’hyperplan ZWO comme ci-dessus. Pour
w suffisamment près de wo et pour y assez près de xo les (w, 0)-rayons passant par y
en direction w peuvent être considérés comme (w, B)-rayons passant par x( y) E 
On obtient une application C°° :

f (x,w) étant la direction sortante de passant par x = x(y). Ici

0 C Z,,, est un petit voisinage de xo et r C est un petit voisinage de wo. Le
fait que qm satisfait (b) implique

Soit 60 = et soit

La condition (11) rend possible de choisir 6 &#x3E; 0 et 61 &#x3E; 0 assez petits de telle manière
que pour tout w E rb et tout 0 E 1/1/61 il existe E 0 tel que = 0.
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Cette conséquence de (b) est très utile quand on cherche de construire une approx-
imation de pa,r des directions (w~;~, B’m ) E s n-1 x sn-1 pour lesquelles la
propriété (c) est satisfaite. Pour cette raison introduisons la suivante

Conjecture : Il existe un ensemble dense E C Sn-1 X S’n-1 tel que pour tout

(w, B) 6 E il n’y a pas des (o, 0)-rayons du type mixte dans n ayant des segments
glissants ou tangents.

Dans le cas ou h est l’union d’obstacles convexes on a le résultat suivant :

Théorème 5. Supposons que I~ a la forme (4) avec = 1,..., N, convexes
et 0. Soit w E S’n-1 fixé. Il existe un ensemble g(w) C sn-l ayant mesure
zéro sur Sn-1 tel que si 0 E g(w) il n ;y a. pa.s des (w, B)-rayons du type mixte
dans ~2.

La démonstration de ce théorème repose sur le fait que dans ce cas le flot Hamil-

tonien généralisé 0’ de a est Lipschitcien pour 0  t  T. Récemment, Stoyanov [S3]
a examiné la régularité de Ot da,ns le ca,s général sous l’hypothèse 0. Alors
le flot Ot n’est pas Lipschitzien et nous ne savons pas si le résultat du Théorème 5
serait satisfait.

Afin de traiter la propriété b) on utilise la

Proposition 6. Supposons que li satisfait les mêmes hypothèses que dans le
Théorème 5. Soit y un rayon réfléchissant ayant un nombre fini de réflexions sur 8Ii .
S’il existe au moins un point réfléchissant z E de y où la courbure de Gauss G(z)
de 9K ne s ennuie pas, le rayon -y est non-clégénéré.

Pour la démonstration on utilise les mêmes arguments que dans la preuve de
Proposition 2.4.3 dans [PS3]. Da,ns le cas I~ C R3 on peut appliquer la Proposition
6 pour la construction d’une suite de 0£ )-rayons réfléchissants non-dégénérés
8~ avec temps de séjours T~m --~ oo. Pour cela il faut approximer un (w, 0)-rayon
réfléchissant par des rayons réfléchissa,nts ayant au moins un point de réfléxion où la
courbure de Gauss ne s’annule pa,s.

Finalement, en combinant le Théorème 5 et la, Proposition 6 on obtient

Théorème ?. Supposons que h C R3 a la forme (4) a.vec 1,...,N,
convexes et 0. Alors il existe une suite de (wm, 0.)-rayons réfléchissants
lm satisfaisant (7) et (8) et on a le résultat di~ Théorème 1 pour la résolvante modifiée
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