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Les ondelettes sont des bases hilbertiennes de 1'espace de référence LZ(RP)
obtenues par translations entidres et dilatations dyadiques & partir d'une
seule fonction y possédant des propriétés de régularité, de décroissance a
1'infini et d'oscillation soigneusement ajustées. Une telle fonction y s'appelle
une ondelette analysante et elle est la '"mére'" des autres ondelettes
2j/21p(2jx-k) ol jEZ, kKEZ. Ceci, en dimension un, tandis qu'en dimension
n on doit utiliser une seconde fonction ¢ d'intégrale égale 3 1 . Cette

2

seconde fonction est "le pére'" des ondelettes de dimension = 2 . Les ondelettes
2jn/2

i _ ey on e =0
w€1(2 X kl)...wsn(Z X kn) ol Ej oul ,
by =@ 5 Yy = y et ol 1'on exclut seulement la suite (el,...,en) = (0,0,...,0).

sont alors de la forme

La premiére base d'ondelettes a été découverte par P.G. Lemarié et moi-méme
pendant 1'été 1985. L'existence de la fonction y tenait du miracle et la
fonction ¢ était construite "aprés coup" . Un jeune polytechnicien de la
promotion 1981, S. Mallat, propose aujourd'hui une construction remarquablement
originale des ondelettes. Il montre que la construction des ondelettes ne

fait que reproduire celle des martingales dyadiques avec cependant ce changement
essentiel que les fonctions en escalier mesurables par rapport 3 la tribu F,
des intervalles dyadiques [k2_j, (k+1)2—j[ sont remplacées par les fonctioni
splines d'ordre m dont les nauds sont précisément k2_J, k€ Z. Cet espace

de fonctions splines est noté V. . Grosso modo la fonction ¢ apparait lorsqu'on
calcule la projection orthogonale de LZ(R) sur Vj tandis que la fonction

y apparait lorsqu'on consid@re la projection sur Wj oll wj c Vj+ est le

1
complément orthogonal de Vj dans V., .

i+l
Puisque les "ondelettes historiques'" de [6] ne correspondent pas aux
espaces usuels de fonctions splines mais plutdét & des splines "d'ordre infini" ,
il convient d'axiomatiser un peu la définition des fonctions splines. A cet

effet, nous introduisons la notion d'analyse graduée présentée au premier

paragraphe. Le second paragraphe est consacré 3 la description d'exemples
d'analyses graduées. Les algorithmes de construction des fonctions ¢ et ¥

("le pére et la mére des ondelettes') sont donnés au paragraphe 3. Les paragraphes
4 et 5 sont consacrés aux calculs explicites sur les exemples les plus importants.
Nous retrouvons les ondelettes de [6] ainsi que les ondelettes de G. Battle et

de P.G. Lemarié ([1]) qui sont utilisées en théorie constructive des champs .
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La souplesse de ces nouveaux algorithmes permet de les adapter, par
exemple, 3 la suite emboltée des espaces de fonctions splines associés 3 des
suites emboitées de maillages triangulaires de la sphére. On obtient ainsi des
bases d'ondelettes sur la sphére. Cet exemple préfigure d'autres développements
esquissés dans le dernier paragraphe. La notion d'analyse graduée reprend, en
les précisant, quelques idées familiéres en théorie de 1'approximation ou
en analyse numérique. On cherche 3 approcher des fonctions ou des distributions
compliquées f , définies sur']Rd , par des fonctions fj , — ®< j <»  guffisam-
ment simples et réguli@res pour pouvoir &tre échantillonnées. Si
1'espace fonctionnel que 1l'on privilégie est 1'espace LZ(Rg) alors fj appartien-
dra 2 ufisous—espace fermé Vjc:Lz(Rd) et sera la projection sur Vj de
feL"(R7) . Intuitivement Vj décrit toutes les connaissances accessibles 3
1'instant j . Le progrds cumulatif des connaissances s'exprime par la condi-
tion Vjc:Vj+l . Enfin on dira que 1l'analyse graduée définie par la donnée des
sous—espaces fermés Vj est dyadique si, en un certain sens, les fonctions

ij‘Vj permettent de distinguer des détails petits et compliqués, de dimension

2] , de 1'objet compliqué décrit exactement par f . Cette métaphore visuelle
n'est pas fortuite puisque les algorithmes qui suivent sont utilisés par
S. Mallat dans le traitement numérique de 1'image.

Les deux exigences (en apparence contradictoire) d'une analyse graduée
seront
(a) la simplicité (tant géométrique que numérique) des espaces Vj utilisés
(b) la qualité de 1'approximation de f (fonction réguliére ou distribution
sauvage) par les fj (qui sont déduits de f par 1l'algorithme qui convient

en norme Lz(Rd ), c'est 3 dire la projection orthogonale de f sur Vj) .

1. DEFINITION D'UNE ANALYSE GRADUEE.
Rappelons qu'un réseau PCZRd est un sous-groupe discret tel que le
quotient R@ /T soit compact. Le réseau dual r* est alors défini par la condition
que exp(ix.y) = 1 pour tout y€T . Le groupe compact quotient ]Rd/ r* est noté
G . Ce groupe compact G est le dual de I' . Enfin nous identifierons LZ(G)
au sous—espace des fonctions f(x) de Lioc(Rg) qui sont I*-périodiques.
L'espace de référence que nous commencerons a utiliser est 1'espace de

Hilbert L2(RY).

Définition 1. Une analyse graduée dyadique de LZCRd) est, par définition, une

. . . 2,.d
suite croissante Vj » JEZ , de sous-espaces fermés de L (R ) ayant les propriétés

suivantes
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2
(1.1) n Vj = {0} ,LjVj est dense dans L (RQ)

(1.2) f@e Vv, wf@eV,,,

. . _ d .
(1.3) 1l existe un réseauT'c R tel que pour tout v € T on ait

R (VO) = Vo ol RY : Lz(Rd)'+ LZCRd) désigne 1l'opérateur unitaire de transla-
Y ou

tion par YE€T

(1.4) il existe un isomorphisme T : VO > zz(r) tel que pour tout y € I' ,

~

. 2 . e . .
on ait TRY = ryT 22~rY': L7(r)> 2°(T) est 1'opérateur unitaire de translation

par yET .

Pour expliciter 1'opérateur d'échantillonnage T , on désigne par

€, EQZ(F) la suite qui vaut | en y et O ailleurs. On désigne par gE'VO
1'image réciproque de e, Par T . Alors on a T—l(ey) = g(x-y) et la propriété
(1.4) signifie que la suite g(x-y), YET , est une base inconditionnelle de

2 1
k €N, une suite d'éléments de H telle que GIS Hekﬂ< 62

1'espace de Hilbert Vo . Soient H un espace de Hilbert, &§,>38, > O deux

constantes et e

k 9’
(pour tout k€ N) . Alors cette suite (ek)kEIJ est une base inconditionnelle de
H si les combinaisons linéaires finies Zakek sont denses dans H et si
1l'on a
2.1/2 2.1/2
C (2o |77 < lZayeyl < Cy(Elay|) .

La souplesse d'utilisation de 1'échantillonnage T : V, - ZZ(F) réside

s . . -1
dans la propriété suivante. On commence par restreindre T au sous—espace
2 i . . . .
o(I)c 2 (T') composé des suites finies. On souhaite alors que, pour
I<p<+ «» , on ait, pour toute suite finie g » YET, la double inégalité
Y

> 1/p . 1/p
(1.5) Cl(zlayl ) <||Zotyg(x-y)||p<C2(E|aYI )

Un second souhait est que 1l'on ait des inégalités du type de S. Bernstein pour

les fonctions feVO

! (o]
(1.6) Hfﬂp<(Wﬂ% » £V, 1<p< .

Dans beaucoup d'exemples importants (comme dans le cas des splines
. . - 2
d'ordre impair), 1'opérateur T : V0 > 27(I') n'est autre que 1'opérateur
de restriction usuelle 3 T des fonctions, f€ V0 , ces fonctions étant par

ailleurs uniformément continues.
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Notre premier travail sera la construction d'une fonction wEﬁVo telle
que la suite @(x-y), y € T, soit une base orthonormée de V0 . Ensuite nous
désignerons par WJ.c:Vj+1 le complément orthogonal de Vj dans Vj+l . On a donc

<]

(1.7) xRy - W

-0

. . d . d
Nous montrerons qu'il existe 2 -1 fonctions wm , 1<m< 2" , telles que
. . d . -
la collection des fonctions wm(x-y), vy €T, 1<m< 2 , soit une base orthonormée
de W_ .
)
Ces fonctions wm seront appelées des ondelettes analysantes si elles

vérifient les conditions (1.8), (1.9) et (1.10) suivantes

(1.8) loe | < ca+|x)y 4!
(1.9) I dq;(x)dx =0
R
) -d-1 .
(1.10) la;axjw(x)] < c(1+]x]) (1€j<d)

Définition 2. Une base orthonormée d'ondelettes est, par définition, une base

orthonormée de LZ(Rd) de la forme

2d3/2¢m<23x—y), jez, 1<m<2d, yer

ol T est un réseau deﬁRd et ol les wm vérifient (1.8), (1.9) et (1.10).

Comme nous le verrons au paragraphe 2, il n'est pas vrai qu'en partant d'une
analyse graduée arbitraire de Lz(Rg) , on puisse toujours construire une base
d'ondelettes associée 3 la décomposition (1.7).

En sens inverse, nous ne savons pas si une base orthonormée d'ondelettes
de LZ(RQ) est toujours obtenue & partir d'une analyse graduée de LZ(R@) en
suivant 1'algorithme qui sera décrit au paragraphe 3.

I1 arrive souvent que l'on soit amené 3 exiger beaucoup plus de régularité
et d'oscillations sur les ondelettes.

On part d'un entier q > | (qui sera appelé 1l'ordre de 1'ondelette analysante

p ) et 1'on demande que y vérifie

(1.11) lye | < ca+|x)™479
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d
(1.12) jxgw(x)dx =0 pour tous les g = (al,...,ad) € N tels que

ayp ta, *eetay = af <q
(1.13) lSBw(X)I < C(1+|x|)—d_q pour tout B€ n¢ tel que |B] < q .

Une ondelette d'ordre infini y vérifie ces conditions pour tout q€ N. Il
s'agit alors d'une fonction de la classe S;(Rd) de Schwartz dont tous les
moments sont nuls.

L'intérét principal des bases d'ondelettes est de fournir des bases
inconditionnelles universelles pour la plupart des espaces fonctionnels
classiques. C'est 3 dire que 1'appartenance 3 Lp(Rd) pour 1< p < @, aux
espaces de Besov, de Sobolev, de Holder, de Hardy (dans la version réelle
donnée par Stein et Weiss) sont des propriétés que l'on lit immédiatement
sur les modules !a(m,j,k)|des coefficients de la décomposition de f dans
la base d'ondelettes. Les seules limitations résident dans la régularité de
1'ondelette analysante, dans sa décroissance 3 1'infini et dans le nombre
de moments nuls (et finalement dans la remarque triviale que certains espaces
comme Ll(Rd) ou comme CO(Rd) n'ont pas de bases inconditionnelles) .

Il est peut étre utile de rappeler ladéfinition précise d'une base
inconditionnelle.

Définition 3. Soit E un espace de Banach et soit e k€ N , une suite

k bl
d'éléments (non nuls) de E . Nous dirons que cette suite est une base incondi-

tionnelle de E si d'une part les combinaisons linéaires finies des e, »

k € N, sont denses dans E et si, d'autre part, il existe une constante

de scalaires

C> 1 telle que, pour tout entier k = |, toute suite Q@ seees0y

et toute suite BysereaBy vérifiant lejl< Iajl pour O< j<k , on ait

. < ven .
IIBOeo oot Bkek”E Cllaoeo + +akekllE

Si (ek)kew est une base inconditionnelle de E , tout élément x€E s'écrit,

de fagon unique, x = age  teeotage, to.. oli la série est commutativement

convergente vers x et oll les coefficients G seses®y,ee. sONt alors unique.

Le fait qu'une suite e seeese soit une base inconditionnelle a toujours

PP
une interprétation en théorie des opérateurs. On désigne, en effet, par

A < L(E,E) 1'algébre commutative des opérateurs continus de E qui sont

diagonalisés dans la base de Schauder constituée par les e k€ N. Le fait

k b
que la suite des ey » k€ N , soit une base inconditionnelle s'exprime par
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le fait que la correspondance qui 3 T €A associe la suite A ,k€N, des valeurs pro-

k’ o
nres de T dans la base des ek,kEEL est un isomorphisme entre les algébres A et & (N)
Dans le cas des bases orthonormées d'ondelettes, 1'algébre A est composée

d'opérateurs de Calderon-Zygmund généralisés décrits par la définition suivante.

Définition 4. Un opérateur défini au sens faible T : D > D' est un opérateur

de Calderon-Zygmund si les deux propriétés suivantes sont vérifiées
. 2
(a) T est continu de LZ(IJB dans L (Rp)

(b) il existe une fonction K(x,y), définie si x€ R" ,'yEIRn , et x#y,

. n n
continue sur cet ouvert <R xR et telle que

(b.1) IRGx,y) | < ¢lx-y| ™"
(b.2) [B/E)xj K(x,y)|<Clx—yi—n_l si 1<j<n
(b.3) [a/ayj K(x,y)|<clx—y['“'1 si 1<j<n

(b.4) Tf(x) = fK(x,y)f(y)dy pour toute fonction f€D et tout x

n'appartenant pas au support de f .

La continuité sur Lp(Rn) de ces opérateurs s'établit, si 1<p< =,
par les méthodes de 'variable réelle'" dont A.P. Calderon et A. Zygmund ont
été les pionniers. La continuité sur les autres espaces fonctionnels (Sobolev,
Besov etc...) a été &tudiée par P.G. Lemarié et M. Meyer (Wu Han, Chine). Les
critéres de continuité sur ces divers espaces fonctionnels s'écrivent 3 1'aide
du "symbole" T(1) de l'opérateur T tel qu'il a été introduit par G. David
et J.L. Journé. Si, par exemple, T(l) = O (modulo les fonctions constantes)
alors T est continu sur tous les espaces de Besov B°'P ot 0<s<1 ,
1<p< wet 1<q< wainsi que sur 1'espace BMO(R") . Si ’I‘*(l) =0, alors T
est continu sur 1'espace de Hardy généralisé HI(RP). Cela implique que les
ondelettes forment une base inconditionnelle de Hl(Rn) et des espaces fonctionnels

B:’p . Si 1'on veut considérer des valeurs de s appartenant a ]J1,2[ , il

convient d'ajouter a (b.2) les conditions correspondantes portant sur les
dérivées secondes. Ces conditions nécessitent 1'usage d'ondelettes d'ordre 2.
La condition suffisante T(l1) = O (modulo les fonctions constantes) sera alors
complétée par T(xj) = 0 (modulo les fonctions affines) pour 1<j< n . Ceci est
fourni par (1.12).

Mais avant d'aller plus loin, il est temps de donner des exemples d'analyse

graduée.
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2. EXEMPLES D'ANALYSES GRADUEES.

Le premier exemple est didactique. Il a pour objet de montrer qu'une
analyse graduée ne conduit pas toujours i des ondelettes. On fixe un nombre
positif £ et 1' on appelle V le sous—espace fermé de L (R) composé des

fonctions f€'L (R) dont la transformée de Fourier f(g) = fw e 1x€f(x)dx

S
est portée parA[—Q,l]. Alors Vj est défini, de fag?n semblable, par 1la
condition que f(£) = O presque-partout pour I£|>ZJ£ . Dans cet exemple,

I' est le sous—-groupe n2_125 et (1.5) se réduit 3 la formule de Plancherel.
Dans ce cas il est trés facile de caractériser les fonctions wEIWo
telles que Y(x-v), YE F, soit une base orthonormée de W . La condi-
tion est I@(g)] =1 si &< |£| et w(é) 0 ailleurs. Mais flors (1.7)
est impossible car cette conditionimpliquerait la continuité de ¢ (&).
Le second exemple est une correction du premier. Cette correction a
pour objet la construction d'une base d'ondelettes d'ordre infini pour LZ(B).
Par ailleurs la condition (1.5) est toujours vérifiée dans notre second exemple.
On appelle 6(&) une fonction paire dans C (R) telle que 6(&) = O si
£ > %& , B(E) =1 si 0< £<% , 0<08(&)< pour tout £ 20 et finalement
6(22-8) + 6(g) =1 si O<g<2L . -
Alors la fonction n(g) = sin(% 6(&)) vérifie 1'identité I ln(£+2k£)|2 =

- 00

Il en résulte que la collection exp(iknl_lg)n(é), k€ Z, est une suite orthonor-
mée dans L (R) . Ensu1te on appelle ¢ la fonction de 1la classe S(R) de
Schwartz telle que w(g) = n(g) Alors la suite w(x-knﬁ ), k€ Z, est Egalement
une suite orthonormee dans L (R) Finalement on définit V comme le sous-espace
(fermé) de L (R) dont m(x-knﬁ ), k€ Z, est une base h11bertienne. Les
autres espaces Vj sont définis par f(x) €V0 e f(2jx) €VJ. (JEZ) et il est
immédiat de vérifier que les V, , j€ Z, constituent une analyse graduée.
Nous verrons plus loin que cetie analyse graduée conduit & une base d'ondelettes
d'ordre infini.

La troisiéme famille d'exemples a &té découverte indépendamment par
G. Battle (Département de Mathématiques, Cornell University) et par P.G. Lemarié.
G. Battle est un physicien théoricien qui utilise les bases d'ondelettes
pour faire, de fagon plus commode, les calculs nécessités par la physique
quantique des champs.

Cette troisiéme famille d'exemples a aussi le mérite d'expliciter le
lien entre les analyses graduées, la théorie des martingales et les méthodes

classiques de 1'analyse numérique (fonctions splines et &éléments finis).
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. 2
On fixe un entier q = 0. On appelle V le sous-espace fermé de L (R)
composé des fonctions de classe Cq (R) sur toute la droite réelle dont la

~

restriction 3 chaque intervalle [k,k+1], KEZ , est un polynome P (x) de
degré au plus q . Si q = 0, V est le sous—espace de L (R) compose des
fonctions en escalier ayant des sauts (8ventuels) en k€ Z. Dans ce dernier
cas, 1'algorithme du paragraphe 3 produira le systéme de Haar alors que,

si q > 1, on obtient de véritables ondelettes.

3. LES DEUX ALGORITHMES FONDAMENTAUX.

Théoréme 1. Si (V ). est une analyse graduée, alors il existe une fonction

jEZ
wEZVO telle que 1a collection ©(x-y), YET, soit une base orthonormée de VO .

Le théoréme | s'obtient facilement 3 partir d'un algorithme plus général

que nous allons rappeler. Soit H un espace de Hilbert et soit (e. )J€J une
suite de vecteurs de H ayant les deux propriétés suivantes
(3.1) O<c < HejH < C pour tout j€J
(3.2) ej, j€EJ , est une base inconditionnelle de H .
Suivant [2], on pose alors T(x) = I < xle.3>ej et 1'on vérifie aussitot
jed

que T est un opérateur continu, auto—adjoint et que l'on a Clﬂ < T<:C2ﬂ oll
N est l'opérateur 1identité et ol C2 > C1> O . Alors T_l/2 existe, est un

-1/2

opérateur auto-adjoint et T (ej), j €J, est une base hilbertienne de H .

La matrice de T dans la base inconditionnelle des ej s JEJ , est la

matrice de Gram M = (< ejlek>)(j,k)€JxJ . Ceffizmatrice est elle-méme auto-
adjointe et positive. Il en résulte que A = M (qui résulte du calcul symbolique

-1/2

sur les matrices définies-positives) est la matrice de T dans la base

inconditionnelle des ej , JEJ . Finalement on a obtenu

T—I/Z

(3.3) (e.) = T a(j,k)e

3 kes k

oil (Q(j:k))(j = A .

k)EIxJ
I1 reste & calculer A ce que nous allons faire dans le cas particulier
que nous allons maintenant &tudier. Nous partons donc des fonctions g(x-vy),
y €T, fournies par (1.4). Elles jouent le rdle des e__.| , JEJ .
Alors M est une matrice de Toeplitz dont les coefficients sont

uly=y') = fg(x—y)g(x—y')dx . Le calcul symbolique sur M s'obtient donc
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par la transformation de Fourier. Le symbole de M est M(§) =

z Ié(g+y)l2 ot I'* est le réseau dual de ' .Le symbole de M_l/2 est
yer*

o -1/2 . N _ - -1/2
évidemment (M(&)) et finalement (3.3) donne ®(&) = g(&) M(&)) .

Théoréme 2. Il existe 2d—1 fonctions Y o I<mc< 2d , dans WO telles que la
<

collection des fonctions wm(x—y), yET , 1< mc< 24 , Soit une base

orthonormée de WO .

Avant de vérifier ce résultat, nous pouvons observer que les fonctions

d . . .
wm , ] <m <2 , ne sont certainement pas uniques mais que leur nombre 1l'est.

Ceci résulte de l'observation suivante.

Lemme. Soit H un espace de Hilbert et soit UY : H~> H, y€T , un groupe

commutatif d'isomorphismes unitaires de H . Supposons qu'il existe un entier

q>1 et q vecteurs el,...,eq.gg H tels que la collection des UY(el),...,

U (eq), v €I , soit une base hilbertienne de H . Alors si une suite

Uy(fl)’°"’Uy(fp) . fj€ H, y €T, est orthonormée dans H , on a nécessai-

rement 1<p<gq .

Revenons au theoreme 2. On commence par observer qu'il existe une fonction
r —per1od1que m (g)e‘L (G) telle que w(Zg) = mo(g)m(g). Cette existence

résulte de 1' 1nc1u31on VJ c V. 41 (J€EZ). Désignons par R 1le groupe fini

(1/21%)/1* inclus dans G = R ﬁ’ . On cherche alors les fonctions ¥ en utili-
sant R privé de O comme ensemble d'indices. On convient que wo =@ . Le

A
fait que ws appartient & Vl pour s € R nous améne 3 écrire wS(ZE) =m (I01€S)

2 _ * O _ L L. .
ol ms(g) €EL7(G), mS(E) étant I -périodique. Si s = O , on retombe sur

1'identité définissant mO(E).

Le fait que la collection 2dJ/2m(2Jx—y), YET, soit une base orthonormée

de VJ implique X lm (€+r)|2 . Finalement la collection des fonctions
r€R

ws(x—y), s€R, YET | est une base orthonormée de Vl si et seulement si la

. _ . .. P
matrice S(§&) (mS(E r))(s,r)EI{XR est unitaire. On est donc amené i
compléter une matrice unitaire dont on connait un vecteur colonne.

Revenons 3 deux cas particuliers.
Sid=1etsil=2Z, il y a seulement une fonction ¥ que 1'on cherchera sous
la forme Y(2&) = m](E)w(E). La matrice S(&) est ici
(mo(a) m (&) |

mo(£+'rr) m1 (£+'rr)}

et nous avons Imo(g)lz + Imo(£+ﬂ)12 = 1 . Un choix
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naturel de ml(g) est donné par ml(g) = e‘lEEA(g+w). Supposons,en outre,

\

&(g) > 0 pour tout £ € R. Alors on a |$(g)| = VZ;(E/Z))Z—(é(g))Z et
v = @) .

Si d = 2, nous supposerons que @(x) est une fonction paire, & valeurs

réelles. L3 encore, on peut commencer par faire un changement de variables
P 2 .

linéaire de sorte que I' = Z° . Le groupe R se compose alors des 4 suites

(Elﬂ,gzﬂ) oli €5 =0 oul et oli 1'addition se fait modulo 27 . La matrice

'eri @ 0<j< = =
S(g) s'écrit (mj(gl+51n,§2+szn))(j,al,ez) ot 0<j<3 € Ooul, €9 0
-ig
ou 1 . S. Jaffard donne 1'algorithme ml(gl,gz) = e 1m0(£l+n,£2),
-1 (g, *E,) . i,
mz(gl,gz) = e mo(gl,£2+n) et finalement m3(£],£2) = e m0(£1+n,£2+n).

4. APPLICATION DES ALGORITHMES PRECEDENTS.
Nous commengons par 1'analyse graduée donnée dans le second exemple. Nous

supposerons I' = Z. Alors (f) est réelle, comprise entre O et 1, &gale

al sur [- %%-, 7%] , 4 0 hors de [- éE , 7%] , est paire et vérifie
z l®(€+2k")|2 . Alors 1'algorithme du paragraphe 3 fournit une ondelette

q, € S(R) telle que q;(g) soit supportée par -g—< |5|< . De plus Y(x) est
réelle et vérifie y(l-x) = y(x).

Bien qu'appartenant 3 la classe S(R) de Schwartz, la fonction y(x)
n'a pas une tré&s bonne décroissance numérique. C'est 3 dire que dans les
intervalles de valeurs de x d'usage courant, y(x) ressemble & une sinusoide
un peu amortie.

Avant de quitter cet exemple, nous allons vérifier que 1'opérateur
d'échantillonnage T : V > 2 (Z) est tout s1mp1ement la restriction usuelle.

En effet on définit w € S(IU par w(g) @(g)[ Z ¢(§+2kn)] -1 . On vérifie

immédiatement que w appartient & Vo et que w(k) =0sik€Z, k#0 et
que w(0) = 1 . L'existence de cette fonction w assure la surjectivité de

~ . e 2 . . . .
1'opérateur de restriction T : Vo + L7(Z) qui est, en fait, un isomorphisme.

Nous considérons maintenant le cas des fonctions splines d'ordre 1. La
construction que nous allons faire sera ensuite généralisée aux splines
d'ordre supérieur.

Dans le cas des splines d'ordre 1, Voc:LZCR) est 1'espace des fonctions

-~

continues, de carré intégrable, dont la restriction 3 chaque intervalle

[ k,k+1], k€Z, est une fonction affine. Le groupe I' est Z et finalement Vj
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est défini par £(x)EV_ & f(ZJx)€VJ.

La fonction g(x) exigée par (l.4) est la fonction triangle A(x) € VO
définie par A(0) = 1 et A(k) = 0 si kEZ et si k # O . Alors toute fonction

~ . 2
fEVo s'écrit, de facon unique, f(x) = ¥ f(k)A(x-k). On a A(&) = §52~§L% et
—o (&/2)
' . U ° - 2 .2 -1/2
1'algorithme du théoré&me | donne @(&) = A(E) (1 - = sin"&/2) .

3

Ensuite 1'algorithme du théoréme 2 fournit

b = I gy @YY g o
_ 1/2
w(® =g (=% sin’ymTh sk

Le graphe de y(x) est fourni sur la page suivante. On a lW(x)l<§C(2+/3)_‘xl
et cette décroissance exponentielle est numériquement effective.

Le cas des splines quadratiques est tout 3 fait différent au départ.

On désigne par Vo < LZ(R) 1'espace des fonctions de classe CI(R) dont 1la
restriction & chaque intervalle [k,k+1], k€ Z, est un polyndme du second
degré. Alors 1'opérateur de restriction (usuelle) des fonctions f€V

4 Z n'est pas surjectif. On montre cependant 1'existence d'une fonction g
vérifiant (1.4). En désignant par X la fonction indicatrice de [0,1],
fonction g n'est autre que x¥y*y . Les calculs des fonctions @ et ¢
sont alors faciles et laissé&s au lecteur.

Avant de quitter les fonctions splines, nous allons rappeler le célébre
théoréme de Holladay reliant 1'&chantillonage par les splines cubiques et
1'approximation quadratique par des splines linaires. Dé&signons par Vj (resp.Vj)
1'analyse graduée constituée par les splines linéaires (resp. cubiques).

Soit f(x) une fonction continue de la variable réelle x appartenant &
1'espace de Sobolev HZ(R). On définit ij Vj par fj(kZ-j) = f(kZ—j),

k€ Z. Cette fonction fj est unique et le théoréme de Holladay exprime que
fg est la projection orthogonale de f" sur Vj . 2Le théoréme de Holladay est
une des justifications de 1'emploi de la norme L° pour dé&finir une échelle

graduée.
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5. ANALYSES GRADUEES EN PLUSIEURS DIMENSIONS.
Pour alléger les notations, nous nous contenterons d'examiner le cas

de la dimension deux. Nous commengons par l'algorithme canonique de construction
d'une analyse graduée bi-dimensionnelle.

) Soit Vj sy JEZ , une an;lyif graduée en dimension un. Désignons par
Vj ® Vj la fermeture dans L™ (R") du produit tensoriel algébrique Vj®vj
Supposons que le réseau I' associé & VO soit Z. Alors les fonctions
w(xl-k])w(xz—kz) = @(x-k) , k = (k],kz), forment une bife orthonormée
de V0®Vo . On en décéluit2 aussitdt que la suite Uj = Vj®VJ. » JEZ , est une
analyse graduée de L"(R").

Désignons par wj le complément orthogonal de Vj dans V . On a

j+l
A

wj = (VJ.@WJ.)@(WJ.@Vj) @(wjéwj). I1 n'est alors pas nécessaire d'utiliser
le théoréme 2 pour obtenir une base orthonormée de wo . En effet, si
w(xl—kl), kIEJE, est la base orthonormée de Wo fournie par le théoréme 2 ,

il en résulte que les fonctions

(5.1) @0k =k ) (x,mky) 0, =k oG,k 0 (e =k DU (x,7k,) s K €Z , k, €2,

constituent une base orthonormée de wo . Alors la base orthonormée correspon-
dante de wj s'obtient par un simple changement d'échelle. Enfin, en réunissant
toutes ces bases, on obtient une base d'ondelettes pour Lz(Rg) , ceci 3 con-
dition que la fonction y et la fonction ¢ utilisées aient la régularité et
la décroissance nécessaire 3 1'infini.

La base d'ondelettes (5.1) cadre avec le théoréme 2 puisque 2d-l=3 si
d = 2.

Voici un second exemple qui n'est pas obtenu par 1'algorithme (précédent)
de produit tensoriel.

On désigne par I' le réseau Zko-+ Zel ol e, = (1,0) et e = (1/2,/3/2).

On appelle To le triangle dont les sommets sont O, e, et e, - On désigne

par Té le triangle symétrique par rapport a (0,0). F;nalement Yy + TO et

y + Té » YET , constituent un pavage du plan en triangles &quilatéraux

que 1'on notera T et T' , y € I'. Enfin V_ désignera le sous-espace fermé
de chmz) constiZué paryles fonctions qui zont affines sur chaque triangle
TY » YET, et sur chaque triangle T; , YE€T . On définit alors les Vj par
(1.2) et 1'on démontre que ces espaces Vj » J€E Z , constituent une analyse
graduée. S. Jaffard a explicité la fonction @ et les trois fonctions ¥ qui

résultent de 1'algorithme du troisi&me paragraphe.



VI-15

6. RETOUR AUX PARAPRODUITS.
Les considérations qui précédent me permettent de réaliser un ancien

réve. Ecrire d'une méme coulée les opérateurs de transformation de martingale

et les opérateurs de paramultiplication entre BMO et L2 .
Désignons, en effet, par V§m) 1'analyse graduée de LZ(R) formée par
les splines d'ordre m . Si m = O , les fonctions de Véo) sont les fonctions

en escalier de L2(]R) dont les sauts sont situés en k€Z. Si m =1, il s'agit

de splines linéaires etc... On appelle Egm) 1'opérateur de projection ortho-
gonale de LZ(KU sur V§m) et 1'on pose D§m) = E§T3 - E;m).

On pose finalement, si a(x) et f(x) sont deux fonctions,

_ N (m) (m)
(6.1) wm(a,f) = I (Dj a) (Ej f) .

- 00

Le noyau-distribution de 1'opérateur qui & f associe ﬂm(a,f) est

(6.2) Kplaixy) = I T (DJF“‘)a) 020 @k 2y,
On a, par ailleurs
(6.3) Dme)a(x) =y @x0 2l @Iyvagay .

De (6.3), il résulte que si m = | et si a(x) appartient 3 1'espace BMO(R) ,
(m)

3 all o
est une molécule au sens de G. Weiss. Finalement, si m = 1, on a

< L o a0 j I
on a IID " Cm”a"BM . Pour le voir, il suffit d'observer que 2 wm(z y—k)

-1
. < -
le(a,x,y)! Cm"a”BMOlX v et
-2
|3/ 3x Km(a;x,y)l + |o/3y K_(a;x,y) | < Cllall gy Ce=y) =

Cela permet d'appliquer le théoréme de David et Journé pour étudier la continuité
de 1'opérateur qui 3 f associe vm(a,f). On appelle Ta cet opérateur et

la propriété de continuité faible se vérifie immédiatement.

On a Ta(l) = a et T:(l) = 0 . Cette derniére propriété résulte de 1'orthogo—
nalité entre Dj(a) et Ej(f). Le critére de David et Journé s'applique donc

et, pour tout m = 1 , il existe une constante Cm telle que

| <
(6.4) mm(a,f)ll2 Cm ”a”BMO Ilfll2

(0)

Sim=0, l'opérateur Ej est 1'opérateur d'espérance conditionnelle par

rapport d la tribu engendrée par les intervalles dyadiques (k2] ,(k+1)2—J[,kEEZ.
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L'opérateur no(a,f) est donc effectivement un opérateur de transformation

© (0)

de martingale. C'est la martingale § Dj a qui est transformée par les
-0

multiplications par E§O)(f). La continuité de no(a,f) est exprimée par une
inégalité analogue 3 (6.4) mais ol 1'espace BMO(R) est remplacé par sa version
dyadique (ol seuls les intervalles dyadiques sont utilisés dans la définition

de la norme BMO).

7. PERSPECTIVES.

Nous allons esquisser les travaux menés par S. Jaffard et P.G. Lemarié.
Leur objet est d'adapter la construction des ondelettes & des situations
géométriques générales ol il n'y a plus d'action du groupe affine.

Le lemme essentiel nécessaire au calcul des coefficients de la matrice

G—l/2

, servant 3 orthonormaliser une base inconditionnelle, est extrait
d'un manuscrit indé&dit de P.G. Lemarié.

On considé&re un ensemble J dénombrable muni d'une distance d : JxJ > N

et une matrice A = (ai,j)(i,j)EJx 3 qui vérifie yes propriétés suivantes
. SA < v = >

(7.1 Clﬂ A <C, 1 ot c,=¢ >0

(7.2) a(i,j) =0 sid@,j)=>m+1

Alors les coefficients b(i,j) de la matrice A_1 vérifient

C ..
(7.3) [b(i,i)]< El— (1 - El— yd/m o4 es coefficients
1 2
c(i,]j) de A_I/2 vérifient
(7.4) e, D] <=7 0 -3)
- 3/2 C
c 1

Ce lemme s'applique 3 la matrice de Gram G = (g(i d'une base

'3 (1, 5)€axs
inconditionnelle ej , JEJ , d'un espace de Hilbert H .
Donnons un exemple d'application de ce lemme. On considére une analyse
gradu ée Vj » JEZ, telle que la fonction g(x) soit lipschitzienne et 3
support compact.
Alors la fonction ¢ obtenue par 1'algorithme du paragraphe 3 est 3

décroissance exponentielle.
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Pour simplifier 1aAdiscussion, nous nous limitons au cas de la dimension 1.
Définissons mo(é) par ©(2&) = mO(E)w(ﬁ) et supposons I = Z. Alors mo(i)
est [-périodique et est analytique-réelle. Il en résulte aussitdt (par
la construction du paragraphe 3) que toutes les ondelettes que 1'on obtient
3 partir des analyses graduées en fonctions splines ont une décroissance
exponentielle.

Mais le lemme précédent et ses variantes permettent &galement de traiter
des généralisations de la notion d'analyse graduée 3 des situations ol il
n'y a plus de dilatation ou d'action de groupe. Voici un exemple. On considére
la sphére 82 c R™ et la suite des maillages donnée par le procédé récurrent
suivant. On part des huit triangles curvilignes dont les cOtés sont des arcs
de grands cercles et les sommets sont les points (¢ 1,0,0), (0, 1,0) et
(0,0, +1). Ils forment le maillage SO . Pour passer de Sj a Sj+1 on divise
chacun des triangles curvilignes composant S. en quatre sous—triangles en
décidant que les sommets des sous-triangles sont soit les sommets initiaux,
soit les milieux des cOtés. Enfin on désigne par Vj 1'espace vectoriel des
fonctions continues sur la sphére dont la restriction 3 chaque triangle
T(j,k) € Sj coincide avec une fonction linéaire ax + bky *cz (ob %, vy
et z sont les coordonnées usuelles dans Rs).

On pose alors comme ci-dessus Vj = VjGBWj et 1'on montre 1l'existence

+1
d'une base orthonormée wj,Y s, YE Fj , de Wj , indexée par 1'ensemble fini
des cOtés y des triangles composant Sj . Ces ondelettes sont par leur position
et leur forme, adaptées aux triangles composant S. et les opérateurs diagonaux
dans cette base sont des opérateurs de Calderéﬁ*Zygmund aopartenant a 1'al-

gébre de Lemarié de la sphére 82 .
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