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INTRODUCTION.

On cherche 3 décrire la régularité microlocale d'une solution réelle
uEZHiOC(Q), s @&tant suffisamment grand, et ¥ &tant un ouvert de RrR" , de
1'équation

(E) F(x,u,3™) lol<a = O sur ¥,

|<m
. ©
oi F est une fonction C de ses arguments. On supposera dans tout ce

travail que pm(x,g) = I BF/Bua(x,u,BBu)lglgﬁ.ia est un polyndme strictement
|o |=m :
hyperbolique par rapport a gl , et que 1'on a une situation d'évolution,

c'est a8 dire que toute bicaractéristique de P issue d'un point de W+ =

1) n(x1 >0) coupe §i_ = &N 0<l<0).

J.M. Bony a démontré dans [6], grice 3 la construction du calcul
paradifférentiel, que les singularités microlocales i , pour 0 < 2s-s_,
avaient un comportement linéaire vis A vis de la géométrie des bicaractéristiques
de P, -

De nombreux résultats s'affranchissant de cette limitation ont é&té
obtenus, d'une part sous des hypothé&ses de régularité conormale par rapport
3d une ou plusieurs hypersurfaces dans le passé, notamment par S. Alinhac
(voir [1][2][3]), J-M Bony (voir [7] et [8]), et R. Melrose et N. Ritter
(voir [13]), d'autre part en dimension 2 par P. Godin (voir [12]), J. Rauch
et M. Reed (voir [15]), ainsi que dans [9].

Le but de ce travail est de contrdler 1l'interaction des singularités
jusqu'a SS—s1 , c'est 3 dire de démontrer une majoration du front d'onde
H0 , 0 < 3s--sl d'une solution de (E) & partir de la connaissance du front

d'onde d'ordre ¢ dans le passé. On peut illustrer ceci par le schéma suivant

L. —
s'-s A s'=3s zso
nteraction s'=2s-s
d ~ -
(d) controlée °
Inter
(a)chocs

Comportement linéaire
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Les premiers résultats en ce sens ont &té obtenus par M. Beals dans [4] et
[5] ot il démontrait la propagation de la régularité i pour O <§3s—2so
dans le cas des équations semi linéaires d'ordre 2 ; il exhibait dans [4]
un exemple montrant que, dans ce cadre, les résultats obtenus é&taient
essentiellement optimaux.

Nous commencerons par énoncer précisément le théoréme de régularité
décrivant le contrdle de 1'interaction ; ensuite, nous en donnerons quelques
corollaires et illustrations, notamment en introduisant la notion d'onde
lente ; puis viendra la construction d'un calcul symbolique bilinéaire de
type paradifférentiel permettant de préciser le théoréme de paralinéarisation
de Bony et Meyer ; et enfin, nous appliquerons cela grice 3 un lemme rendant

compte de lagéométrie de la variété caractéristique pour conclure.

1. ENONCE DES RESULTATS.
L'énoncé du théoréme de régularité nécessite la définition préalable
des ensembles prenant en compte la propagation et 1l'interaction des singularités.
s .
2 é
o 10C( ), réelle, de
(E) avec s>-§ +m+ l-d, d valant 2 si 1'équation (E) est semi-linéaire,

Dans toute la suite u désignera une solution H
1 si elle est quasi linéaire, O sinon.

Définition 1.1. Fc est la réunion des bicaractéristiques d'avenir issues

de points de WFG(u)f1Car pmf1(xl< 0) ; ot WFc(u) désigne le front d'onde

o P PP
H de u et Car P la variété caractéristique de P, -

I1 résulte du théoréme de propagation de Bony démontré dans [6]

n
que, pour tout o < 2s - 5 - m + d-1, F0 = WFo(u)r1Car P, -

I1 est bien connu que des singularités de directions non opposées
interagissent par enveloppe convexe. De plus, M. Beals a démontré dans [4] que,
dans certains cas, 1'interaction de deux singularités H® de direction opposée
(s> so), ne produisait pas de singularités H:;S_Sl hors du plan tangent

~

a Car p, en cette direction. Cela conduit & définir Go ol E&Ix est la

éuni des F + +g, = 1
réunion des ol*x F zlx lorsque gyto, =0+ 5, et des plans tangents en
a Car pmlx lorsque & parcourt F0 n| De fagon plus concise ;
= + —'X
2 4
G = U (F +F_)U T
o} n o o
g,t0,= 5 *o 1 2 Fo n Car p .
1 72 2 5+ 7 m



Iv-3
Mais, cet ensemble est légé&rement trop petit.

rbéfinition 1.2, (i) Gél) est 1'ensemble des (x,£) € T*Q tels qu'il existe

£ et &, de directions non opposées tels que £€ R_ gt ]iglz et que,

n

= — F .
pour tout (01,02) tel que 01%0, = 5 + g, £1€'FGllx ou 526 Uz‘x
(i1) Géz) est 1l'ensemble des (x,€)€'T*R tels qu'il existe n dans F0 n
— o — X
2 4

tel que gE'In Car Poix

agin ¢ =c¢Py ¢?
o o o}
S
Remarquons que qjc G0 cn Go+s .
>0

Les singularités ainsi cré&es par interaction vont & leur tour se propager,

d'ol la définition suivante.

—

Définition 1.3. HO désigne la réunion des bicaractéristiques d'avenir issues

des points de GO N Car P,

S

10C(32), s>2 + m +1-d de 1'équation

 Théoréme 1. Soit u une solution réelle H 2

(E), on a, pour tout ¢<3s-n-2m—2-2d :

WFO(u)r1Car P, © FoL)Ho+m+l-d

c
WFO+1(u)rl(Car pm) c Gg+m+1-d

2. COROLLAIRES ET ILLUSTRATIONS ; NOTION D'ONDE LENTE.

2.1. Cas des &quations d'ordre 2.

Corollaire 2.1. Soit u une solution Hioc(ﬂ) de 1'équation (E) supposée
d'ordre 2, s>“g + 3 -d ; soient (x,£) un point caractéristique de P, et r
la bicaractéristique issue de (x,£), on a, pour tout ¢ < 3s -n—6+2d :

si u € Hc(x,g), alors uEﬁHO(F).
Ceci résulte du théoréme 1. par le fait que Car p2|x est convexe et donc que
si T < 3s-n-3+d, GT N Car P, = @ . Remarquons de plus que ce corollaire

contient les résultats et la conjecture de [5].

2.2. Ondes lentes.

Définition 2.2. (i) on dit qu'une hypersurface caractéristique est lente
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. * = R*
si, pour tout (x,£)EN'L , Tg(Car pmlx)ﬂCarpmlX RE .

(ii) On appelle onde lente d'ordre ¢ une distribution v telle que

~

c
Car pmﬂ WF0 (v) cN% et (Car pm) n WF0+1 (v) CTN*Z Car P ol

T.x.Car p_ = {(x,£) € ™02/n € N*2 |t € T car p | } , L &tant une hypersur-
N"Z m IX n mlx

face lente.

La terminologie "onde lente" se justifie par le fait suivant :
g ] P

soit Di = ai = ci A avec c >c2 ; si I est une hypersurface caractéristique
pour D2 , alors elle est lente au sens de (i) pour 1l'opérateur Dl D2 .

Remarquons que, dans le cas d'un opérateur d'ordre 2, toute hypersurface

caractéristique est lente.

[Corollaire 2.2.1. (Evolution d'une onde lente). Soient u une solution réelle

Hioc(ﬂ) de (E) avec s>“% + m+l-d et I une hypersurface lente pour P, °

si u est une onde lente d'ordre o par rapport 3 I dans le passé, elle l'est
aussi dans 1'avenir.
Corollaire 2.2.1. (Interaction d'ondes lentes). Soit u comme ci-dessus et

soit = une famille de N hypersurfaces lentes ne se coupant

z .
( i)1<1<N
pas dans le passé. On suppose que u est une onde lente d'ordre o par rapport

aux Zi dans le passé ; si o< 3s-2m-n+2d-2, alors

N
*
z
WFO(u)n Car pmc:il;l1 N i u Hc+m+1-d
c N c
WFc+l(u)n (Car pm) c (ingN*Zi Car pm) N (Car pm)

Nous allons maintenant donner une illustration de ces corollaires dans un

cas particulier.

2.3. Equation des ondes 3 deux vitesses. On va considérer une solution réelle

s 'z . _ a
u , Hloc(ﬂ) de 1'équation (ET) 00u = f(x,u,d U)Iu|

15, <3’ oi f est une
=

. © . . - .
fonction C de ses arguments. Le corollaire 2.2. assure que si Ci désigne
le cbéne d'onde associé i Di issu de 0 , on a, pour touto < 3s-n-6 ;

Si u est une onde lente d'ordre ¢ par rapport i C, dans le passé, alors elle

2
l'est aussi dans 1'avenir. Par contre, on démontre dans [10] qu'il existe
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(IO}

R s 3 > 2 © +
0.0 =
une solution u Hloc(R.), s , de Hpu Bu avec BGICO(Rt) telle

que, dans le passé WF(u) cN*C, , et telle que 1l'on ait la configuration

—

suivante dans 1'avenir :

Cela signifie que les phénoménes que prétend limiter le théoréme 1 se produisent
avec une intensité proche du contrdle donné par le théoréme.

Le corollaire 2.2.2. est illustré par l'exemple suivant. Soit u une

. _ s 3 . a 2

solution réelle HlOC(R ) solution de (ET) sur 1'ouvert J]O , E—[X‘R ; on
2
représente alors le phénoméne par le film suivant qui dessine les singularités
at = cste.
t <2 rien ne se passe t = iL c'est le début de 1'interactio
c
2

- e o —r . — - —
’
'
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Les singularités créées par interaction se propagent rapidement

o v mes e

c
t =-§L> L i , c'est la fin de 1'interaction.
2 (22
)
[}
a c
Pour t > I 5
2 2.7
c2(c1 c2)
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chaque type de singularité se propage d sa vitesse, il n'y a plus d'interaction.

Tous ses corollaires reposent sur le calcul des ensembles HT définis ci-dessus ;
cela est laissé au lecteur. Signalons cependant que 1'interaction cesse pour
la raison suivante :

Dans 1'espace des fréquences, on a les situations suivantes.

c
‘ a l . . ‘ /\
si t<— - »11 y a interaction N

I
(2_2'2‘
“17¢2

,il n'y a plus interaction N
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3. CALCUL PARADIFFERENTIEL BILINEAIRE ET PARALINEARISATION PRECISEE.ZS_S

Le but de cette partie est de contourner la limitation 3 H °
du calcul paradifférentiel, limitation qui provient, d'une part du théoréme
de paralinéarisation de Bony-Meyer, d'autre part du fait que les opérateurs

 ees . PP P s
paradifférentiels sont définis modulo un opérateur envoyant H dans

28—80
H . La démarche est la suivante : aprés avoir défini un calcul bilinéaire

et une classe d'opérateurs bilinéaires jouissant d'agréables propriétés de
composition, on précise la définition du paraproduit, puis on démontre un

théoréme de paralinéarisation précisée.

3.1. Calcul symbolique paradifférentiel bilinéaire. Ici p désigne un réel

strictement positif non entier. Pour des raisons techniques, on est obligé
de restreindre la classe des opérateurs paradifférentiels de Bony.

Définition 3.1.1. (1) Eg est 1'ensemble des fonctions a(x,£), somme, pour
j wvariant de O & [p] , de fonctions aj(x,g) homogénes de degré m—j en

§ pour ]5] =1, et telles que :

3%, (., <c. (1 m=j= o
Ia%a; ¢, ol p_j+% i o +1g])
H

.. m,m' . . .
(i1) est 1'ensemble des fonctions a(x,&,n), somme pour j variant de
0 P

0 3 [p], de fonctions aj(x,g,n), C* en (¢,n) pour |£+n|>=l, telles que :

o m m'—j—lal
(a) 1oy a5 Co el o <c;  a+lehTa+lemD
s )
(b) Suppg’naj(x,i,n)c{(£,n)/C|€|<In]<Cll€l} sur REP\{(&,n)/|e+n|>1} .

Soit x€ Cm(Rzn) telle que, pour tout (&,n) € ]R2n\ (+n)=1)
28 x(emd | <gan> 71 er suppxnR¥\ ((g+n) > 1) < clel<nl<clg]

1

0,0 .
x € Zp’ et si a € g: alors x(g,n)a(x,&+n) € E?’m .
Soit T wune application C~ de Rzn\{(0,0)} telle que

|
(i) DznﬂamKCJHHmb‘”

(ii) Supp T « {(E,n)/|€|<ed|n!} avec e, <1

(iii) Supp(1-T) <={|g,nl|/|g]>cC, In|} .
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. s . . n =
On associe a une telle fonction T un paraproduit sur R, noté& encore T

par la formule suivante, pour u et v dans § ,
G TvE = e, )a) 00 dgdn

s a s ~ . s .
Pour les propriétés opératoires de T dans les H , voir [6] .

- . . i m,m'
Définition 3.1.2. Soient T un paraproduit sur R" et a € Zp’ , on

définit, pour u et v dans S , Ta(u,v) par :

T, (,v) = £ (@072 [T =g, ) (£ @) (=g, E,n)E(E)9(n)dedn )
B

Les propriétés opératoires de ces opérateurs, ainsi que leur invariance vis

a vis du paraproduit choisi pour les définir sont résumés dans le théoréme

suivant :

L}
Théoréme 3.1.1. Soient T et T' deux paraproduits sur R" , et a € Z:’m ,

alors, pour tout (s,t) tel que s+t > m. on a

, N
s ¢ stt-mm'= 5
(1) Ta envoie H'x H  dans H

st s+t— g--m—m'+p
(ii) Ta_T; envoie H" xH dans H .

-~

La démonstration de ce théoréme s'effectue & 1'aide des techniques de découpage
dyadiques de Littlewood-Paley et de cassure des symboles exposées dans [11] ;
voir [10] pour les détails.

I1 convient maintenant de définir une opération diéze entre symboles bilinéaires
et symboles usuels et de démontrer les formules symboliques correspondantes.

— m,m' ™ Ty
Définition 3.1.3. Soient a € [ ° » bEL et c €12 H
e p ) -

i b#a = 3%, (x, p%a. (x,&,
) : Ial+§+j<[p] 3 i g>l€+n an(x &m)

(ii) a #(b,c) = 323iai(x,€,n)Dibj (x,E)Dicg(x,n)

p
la|+[8]|+i+j+2<[p]

Ces définitions sont justifiées par le théoréme suivant

' m m
Théordme 3.1.2. Soient a € I™™  bez | ot ce x 2
Pafeiuh bt P -p -P
(i) pour tout (s,t) tel que s+t2m Tb°Ta - Tb#a envoie HS’<Ht dans



IV-10

s+t- % -m-m'-m. +p

u 1

(ii) pour tout (s,t) tel que s+t;=m+m1+m2 Ta°(Tﬂ@Tc) - T envoie

a# (b,c)

n '
s+t— 5 —m—m. -m,—m +p
I-IS X Ht dans H 2 1 -2 .

La démonstration de ce théordme utilise les techniques de découpage dyadique et
de cassure des symboles ; elle est longue et assez technique ; nous renvoyons

a [10] pour les détails.

Les définitions 3.1.1. et 3.1.3 se localisent de maniére claire. On peut
alors définir les opérateurs bilinéaires sur un ouvert.
B n m,m'
Définition 3.1.4. Soit § un ouvert de R , on dit que A€Op Z > () si
P
et seulement si les trois conditions suivantes sont réalisées, pour tout

(s,t) tel que s+t > m :

(1) A envoie H (Q)><H (Q) dans D'(@®)
(i1) A vérifie une condition de type support propre.
m,m'

(iii) il existe a € I’ (f) tel que, pour tout compact K de  , toute
p

x € C:(ﬂ) valant 1 prés de K , et tout paraproduit T sur R" , on ait :

n '
. s t ste- 7 T e
A - XTxa envole Hkak dans H

iv) Lorsque (iii) est réalisée, on dit que a est un symbole de A .
I

] 1
Notons que, pour tout a € gt m (), il existe un A€ Op gmem () tel que a
P p
soit un symbole de A ; de plus les théorémes 3.1.1 et 3.1.2. se localisent
facilement. Tout cela se démontre en suivant une démarche analogue a celle de

Bony dans [6], pour les détails, nous renvoyons a [10] .

3.2. Localisation précisée du paraproduit. On veut éviter 1'écueil de 1'in-

variance des opérateurs paradifférentiels.

fr—

Définition 3.2. (i) Soit © un ouvert de Ifl, on appelle Pm(Q) 1'ensemble
p
des éléments de Z () polynomiaux en £ .

(ii) Soient T un paraprodult sur R" , ((p.,wj)jEN une partition de 1'unité

[~

C de@q, ()(j)jEN une suite de fonctions C:(Wj) telle que Xj vaille 1

prés de Supp@j et a€ Pm(Q).
o
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On pose Opp..(a) = ¥ x. T Q. u .
T . .a
jen 3 X2 )
avec T v= Y T D'v sia-= T aa(x)ga .

X:a
L

J Ial<m Xj a la]<m
L'intérét de la définition apparait dans la proposition suivante :

Proposition 3.2. (i) Pour tout compact K de @ et toute x de C:(Q) valant 1
au voisinage de X , OPPT(a) - xT a envoie les distributions & support compact
dans K dans C: et ce pour tout a € P:(Q) ; en particulier OPPT(a)E Op §§(ﬂ)
et il est indépendant de la partition de 1'unité choisi modulo un opérateur
infiniment régularisant.

(ii) OPPT(a) est aussi microlocal que 1l'on veut ie :

pour tout ¢> 0, il existe eo> 0 tel que, si SuppTc {(g,n)/lglségolnl} alors
L—WF(OPPT(a).u). c{(x,0) €T /d(—l—g—]-, WE(w) ns™ 1) < e}

La démonstration de cette proposition est basée sur le fait que, si T est
. n . . . -

un paraproduit sur R et u et v deux distributions & support compact,

Supp Sing Tuv c Supp un Sing v , ce qui se démontre 3 1'aide d'intégration

par parties dans (3.1).

3.3. Théoréme de paralinéarisation précis€e. L'énoncé suivant précise le

théoréme de paralinéarisation de Bony-Meyer en explicitant une partie du reste.

PR . n s _ .
Théoréme 3.3.1. Soit § un ouvert de R, uEﬁHloc(u) avec si>gl, réelle, soit
f une fonction C au voisinage des valeurs de u ; pour tout paraproduit T

O’On(Q) tel que f(u)—OPPT(f'(u)).u - R(u,u)EﬁHBS;n(N).

sur R" , 11 existe Re€ Op I 1
S —2- °

Démonstration. Aprés s'dtre ramené A un énoncé global, 1'idée est de poursuivre

un cran plus loin la méthode utilisée par Y. Meyer dans [14] . On peut supposer

f(0) = 0 . On a alors, en considérant une fonction ¢ € C:(IJB telle que si

p=1- % @(Z_q.), we:C:(Rp) , la relation suivante : f(u) = I v avec
0 @0 4

v, " £w2 Dy + 2 9D)u) ~£p2 ¥ lpyw

Dans [14] , Y. Meyer &crit alors une formule de Taylor d 1'ordre 2 ; ici

on écrira :

v, = 02 D) £ @ Dy + (@ Dyw e (w2 T pyu) + R, -
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~ L. . s . . .
Grice aux caractérisations de H par la théorie de Littlewood-Paley, il est

- - 2 -q+
aisé de d3montrer de I RqE HBS n , le terme Z (p(2 qD)u) " (2 q lD)u) pourra,
q q
modulo H3S_n , se mettre sous la forme d'un opérateur paradifférentiel

bilinéaire ; le premier terme est plus délicat ; il nécessite en effet 1'Etude
de f'(w(Z_q+1D)u) - w(Z—q+N°D)(f'(u)), c'est 4 dire de la commutation entre

une troncature spectrale, w(Z_qD), et un opérateur non linéaire, la composition
avec f' . Pour la démonstration compléte, nous renvoyons & [10] , ol 1'on
démontre un théoréme plus général permettant d'exprimer explicitement le reste

R(u) = f(u) - .u au moyen d'opérateurs linéaires en f(k)(u), est multi-

T
£'(u)
linéaires en u , et ce, modulo un reste aussi régulier que 1'on veut.

On a de plus un énoncé analogue pour les &quations.

Théoréme 3.3.2. Soit u solution réelle HiOC(Q) de (E) avec s?"% +m+1-d ;
. n . . 2m-d,0
pour tout paraproduit T sur R , il existe R€Op & (%) tel que,
s— E--m—l+d

si p(x,&) = BF/Bua(x,u,SBu)IBlgm(iE)a , on ait

>
la|< m

3s-n-3m—-1+2d

OPPT(p).u + R(u,u) €H10C

)

Remarquons que ce théoréme est indépendant de toute hypoth&se d'hyperbolicité
sur (E). Il signifie qu'une &quation non linéaire peut &tre transformée en une

~ . e s . P 2s-s
équation paradifférentielle, non plus linéaire modulo un reste H 0 comme

dans [6] , mais bilinéaire modulo un reste HBS—BSO

4. ETUDE DE LA REGULARITE MICROLOCALE DU RESTE.

L'étude de la régularité microlocale du reste nécessite 1'introduction
d'algébre destinée 3 contenir les solutions d'&quations non linéaires et qui
décrivent la régularité de la solution prés de la variété caractéristique .
Cette description permet, grice au lemme de l'hyperplan tangent de majorer
le front d'onde H° pour 05235—230 du reste. La propagation de cette régularité

grdce 3 la notion de paraproduit précisé permettra de conclure la démonstration

du théoréme 1.2.

4.1. Algébre associée 3 une &quation non linéaire .

Définition 4.1. Soit P€ Op Z(9) .
zerinition P 0

s—

S - s i
H™ (P) {UEHloc(Q)/P uEHlo

Dy, vi< o1,
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j s+p-mj o . x oo .
P uEﬁHlOC ) si j [p] 1} .
Ces algébres ont &té& introduites par M. Beals dans le cas oi P est un
opérateur différentiel a coefficients C . Le calcul paradifférentiel permet
’ —
de démontrer trés facilement que Op ZZ (ﬂ).HS(P) c u° m(P), que, pour tout

n s - . ~
s = p+ 5 H™ (P) est une algébre, et que si Q et Q' sont deux opérateurs

paradifférentiels tels que P = Q.Q' alors HS(P)CZHS(Q). De méme, on démontre

facilement la proposition ci-dessous.

Proposition 4.1. Si u solution réelle H° (R) de (E), s>2 +m+l-d , alors
2roposirion 8 loc 2
1 = (04 .
si G(Pm)(X,g) b SE/Bua(x,u,B u)|B|<m €%, on a :
o |=m
s
| u€H (Pm)

4.2. Lemme de 1l'hyperplan tangent. Ce lemme va permettre de traduire 1'apparte-—

nance 3 HS(Pm) en terme de régularité microlocale du reste. Comme nous 1'avons
vu au premier paragraphe, ce qui pose probléme est 1'interaction de deux singu-
larités microlocales de directions caractéristiques opposées.Microlodalement
prés de telles directions (xO,EO), on se raméne facilement au cas ol Pm est

d'ordre 1.

le lemme clé est le suivant

Lemme de 1'hyperplan tangent. Soit q1€'0p E;(Q) tel que, pour tout (x,§)€ T

tout o« € R, on ait ql(x,aE) = q ql(x,g) ; soient (xo,EO)E'T*Q tel que

ql(xo,go) =0 et dg ql(xo,go) # 0 ; soient K et K' deux ouverts coniques

de R" tels que

-, _ B .
K'cK et KﬂTgCarql xo—¢ H

il existe alors . un voisinage ouvert Qo de x
. un voisinage conique K0 de £
o)

. un symbole pseudo différentiel A d'ordre 1 ,

supporté dans Qo><K , et elliptique sur QOA<K' tel que : pour tout a, € s°@si )
t o

0

supporté dans QO><t Ko , 11 existe r€ X
p

’O(Q ) supporté dans & x K x- K
o o o o

et
X(X,€+n)3+(X,€)a_(X,n) = r(X,Em) (q](x,i) + ql(X,n))
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Démonstration. Vu la localisation de K , il est facile de démontrer que si

(&,n)EKax - KCS et £+n € K alors :

lemnl < cs(lel +[nD) , ¢In] < lg[<c,Inl

(K(S désignant 1l'ensemble des ¢ tels que 0< Igl - (g]go) < 6]&]) et ce dés que
§ est assez petit.
On peut de plus supposer que microlocalement prés de (xo,go) ql(x,g) = I;n+s (x,&)

avec dgs(xo’go) =0 .

Vu que s(x,-£) = - s(x,§) on a :
n 1
s(x,g) + s(x,n) = I [ (£.+n.)3, s(x,-&+t(&+n))dt
2] o J 17 Es
J ]
Soit b(x,£,n) = ——— (s(x,&)+s(x,n))
€n+nn
E.+n.
Vu qu'il existe M>0 tel que si (g,n)€K6x - 1((S et (g+n)€1(!-g-1-:;]--]- <M,
n n

que dgs(xo,go) = 0 et que, quitte 3 diminuer § , IE+nI< el&l , on a
1 < $ § . .
]b(x,g,n)l < 0l dés que (£,n) EK x- K et &+n € K si § assez petit et x

assez proche de X

Soit ¥ EZCw(EJ5 homogéne de degré O wvalant | prés de K' , pour IEI = 1,suppor-

tée dans'ff1(|£12%%). on a, pour tout a € SO(QO) supportée dans QO><i K(S s
x(&tn) (g +n ) a (x,8)a_(x,n) = r(x,&n) (q;(x,8) + q,(x,n))

x(gtn)a (x,8)a_(x,n)
1-b(x,£&,n)

avec r(x,g,n) =

Il est aisé de vérifier que r€ Op Zg’o(ﬂo) #

s

' lo

alors, pour tout RE€ Op gHoH (), avec u < 2s , et tout
s= % -m-1+d

g < 3s—n—m—1+d—p—u'),WFO(R(u,u))c:G

Proposition 4.2. Soit u solution réelle H C(SZ) de (E) avec s:>% +m+1-d ;

otptp'

Corollaire 4.2. Soit u solution réelle Hioc(u) de (E) avec si%% +m+l-d ,
si o¢<3s-2m-n+2d-2 , alors

WE__ o1 (OPRL(P)U) € G, .\
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Idée de la démonstration. On traduit le lemme de 1'hyperplan tangent en

termes d'opé@rateurs, puis on itére la relation obtenue tant que le permet
la régularité du calcul, puis on applique la relation ainsi obtenue en faisant

un découpage microlocal.

4.3. Démonstration du théoréme 1. Soit 0 € [2s - % - m-1+d, 3s-n-2m-2+2d] et

soit (xo,Eo) ¢ Car pmlJG -d (resp. C une partie continue quelconque d'une

o+m+1

bicaractéristique TI' telle que FoU H = @) ; il résulte du théoréme

o+m+1-d
d'ellipticité microlocale de Bony (resp. du théoréme de propagation de Bony)
qu'il existe un réel § > 0 , et deux opérateurs pseudodifférentiels d'ordre O ,

A et A' tels que :

. A soit elliptique prés de (XO,EO) (resp. de C)
2s- 2 -m+d 2s- = -m-1+d
. A'u€H (resp B )
. pour tout (x,£&) € SE(A) , dGTET , SE(I-A')| N Sn_1)>:26 .
X
Soit T wun paraproduit tel que le (ii) de la proposition 3.2. s'applique
avec € = § ; quitte 3 restreindre SE(A), on peut, d'apr&s le corollaire 4.2.2,

o-m+1

supposer que AOPPT(p).uEIi et donc, d'aprés la proposition 3.2 (ii),

AOPPT(p) A'uEZHO-_m+1 ; le théoréme d'ellipticité microlocale de Bony (resp

PR . o+l .,
le théoréme de propagation de Bony) assure alors que u est H microlo-

calement prés de (xo,go) (resp H’ microlocalement prés de C), d'ol le théoréme.
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