L.S. FRANK

Perturbations singulieres coercives : réduction a des
perturbations régulieres et applications

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1986-1987), exp. n° 18,
p- 1-26

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1986-1987 A17_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1986-1987, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1986-1987____A17_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

91128 PALAISEAU CEDEX - FRANCE

Tel. (6) 941.82.00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINAIRE EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 1986 - 1987

PERTURBATIONS SINGULIERES COERCIVES :

par L.S. FRANK

Exposé n°XVIII 28 Avril 1987






XVITI-1

INTRODUCTION.

La théorie elliptique des perturbations singuli@res est &troitement liée
avec les travaux concernant ce sujet de M.I. Vishik et L.A. Lyusternik, J.L. Lions,
D. Huet, P. Fife, A.A. Démidov, G.I. Eskin et d'autres.

Le concept algébrique de coercivité@ pour les perturbations singulié&res a &té
introduit en 1976 dans [1] et son &quivalence avec estimations a priori bilatérales
uniformes par rapport au petit paramétre dans des espaces du type de Sobolev-
Slobodetski d'ordre vectoriel a &té établie en 1977 dans [2]. L'idée de la
construction d'un opérateur réduisant une perturbation singuliére coercive a une
perturbation réguliére a &té avancée en 1977 dans une publication des R.C. di
Milano [3]. La méthode de factorisation et de réduction pour cette classe de pertur-
bations singuliéres a été présentée systématiquement dans une série de publications
avec W.D. Wendt et dans sa thése soutenue en 1983 : [4] (cas différentiel) et
[5] (cas d'opérateurs pseudodifférentiels 3 symboles rationnels) (cf. [6] oil les
démonstrations détaillées ont €té données aussi pour les symboles variables).

Le probléme des valeurs propres et le phénoméne de bifurcation ont &té
examinés dans deux notes parues dans les C.R.A.S. [7], [8] (un article
détaillé va paraitre bientdt dans les Annali di Mat. Pura Appl. [9]).

Dans la premiére partie de 1'expnosé une perturbation singuliére spécifique,
apparaissant dans la théorie des barres &lastiques est utilis&e pour présenter de
fagon transparente la méthode de factorisation et de réduction ainsi que son
application aux problémes suivants : comportement asymptotique des solutions,
celui des valeurs propres, 1'étude du phénoméne de bifurcation.

Certains aspects concernant des perturbations singulid@res des opérateurs

strictement hyperboliques sont présentés dans la deuxiéme partie.

I. PERTURBATION SINGULIERE COERCIVE EN THEORIE DES BARRES ELASTIQUES.
On introduit 1'opérateur-colonne A® associé au probléme aux limites
singuli&rement perturbé apparaissant dans la théorie lindaire des barres

élastiques :

2.2 2.2 .
ot a® = ¢“D (q(x)) D+D", t® = 1, t2 = -0 D = - id/dx, WU et ﬂaU étant les
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opérateurs de restriction sur U = (0,1) et 3U = {0,1}, respectivement, et
q€C” @, q(x)>0, Vx€T .

)
On va noter par A~ ,

. T
o o) o
AT = (ﬂUa ’naUtl)

2

o 1 P - .
avec a =D , t; =1, l'opérateur~colonne réduit correspondant.

o
1 €
aa son ordre vectoriel v = (0,2,2), les ordres vectoriels des

= (0,2,0).

On associe

€ e .
t. et t étant, respectivement, uy o= (0,0,0) et u

1 2 2

1. Ellipticité, coercivité, estimations a priori bilatérales.

Dans le cas spécifique considéré la condition de 1'ellipticité& pour des
perturbations singuliéres s'annonce comme suit :

a = (@) 2e?e® we?m (14t

ou encore, de fagon équivalente,
(1.1) q(x)>0 , V€U ,

. . e i .~ € s -
la condition de la coercivité sur les opérateurs-—frontiére tj se réduisant a

1'inégalité
]
c(x") : = E2 (mod((-1)¥ iq(x")E+1)) # 0 , Vx' € 8U ,

' -
et &tant vérifiée automatiquement, (vu que c (x') = -D* i(q(x")) 3).
On introduit les normes du type Sobolev-Slobodetski | .lI d'ordre vectoriel

3 (s),e
s = (sl,sz,SB)EiR

-S S S

T = ¢ 1II <D>%<ep> ull 9 s
L7 (u)

(1.2) HuH(S)’s

o 2 2 _ .
ol <D > = 14D", et on dénote par H€ = H(S) E(U) la famille d'espaces
I
correspondants, qui sera celle des solutions. On définit les normes [.]O .
b
d'ordre o ER pour les fonctions © : 93U > T comme suit

_ 1/2
(1.3) 0, _:= %0 = Jox" %
° x'€ay

et on dénote par EO €(BU) la famille d'espaces correspondants.
?
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. _ T .
On définit la famille d'espaces des données (f,wi,mz) comme suilt

(1.4) De * 7 H(s--v),s(U)XEsl,e(BU)xmsl+52—5/2,e(3U)’
les normes dans Ds étant
(1.5) I(Es0, 000 = Il + [, ] + [0,]
: Y12 De (s=v),¢€ 1 S|€ 2 sl+sz—5/2,e

Dorénavant, il sera supposé que s = (31,32,33) vérifie les inégalités

(1.6) 1/2 <s, <s/2 , s, + s

2 9 >5/2

3

Théoréme 1.1. Sous 1'hypothé&se (1.6) et A% &tant coercive, 1'équivalence suivante

est valable uniformément par rapport 3 «e:

(1.7) Nul,, ~ IASul. + Ilull
H 0, 12 0y

. e e e € _ . ‘
Remarque 1.2. En faite, vu 1'injectivité de A~ : He > De’ 1'équivalence (1.7)

est valable sans le terme |lull 2 dans le second membre. ®
L7 (U)
On va noter HO = HS (U) (espace classique de Sobolev-Slobodetski d'ordre
2
32) et Do s = Hsz_vz(U)><Eo(3U).

-~

2. Factorisation et réduction 3 une perturbation réguliére.

On a les applications linaires continues (uniformément par rapport a € ) :
H —— 7
€ €
et, de méme, l'application linéaire continue pour 1l'opérateur réduit
H — 5D .
o o

La question qui se pose de fagon naturelle est la suivante

o e B € € € € .
Peut-on indiquer des opérateurs Rr , Rl s Sr , Sl tels que les diagrammes
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€
H A oD
€ > Ye
€ € € €
(2.1) Sr Rr | SE RZ
(o]
H A s D
o Y Yo

soient commutatifs ?

3 P

L'une des conséquences de la commutativité de (2.1) serait 1'inversibilité
(uniforme en ¢) de A% , & savoir 1'isomorphisme : Af € ISO(HE;De) uniformément
o _ .
par rapport 3 ¢ , vu que l'on a : A" € ISO(HO;EL). Une autre conséquence importante

de la commutativité de (2.1) serait :

(2.2) A" = RZ o A° (factorisation)
et
(2.3) SEOAE = A° (réduction).

Remarque 2.1. On va utiliser la définition usuelle des opérateurs pseudodifféren-
tiels (basée sur la x-représentation), de sorte que, comme on le verra plus

tard, les opérateurs Ri s Si seront standard (c'est-3d-dire, indépendants de A® ),
leur seule fonction consistant & envoyer He dans Ho et vice versa. Par contre,

si on travaille avec les opérateurs pseudodifférentiels en y-représentation, alors
Ri , S¢ deviennent standard. m=

La réponse 3 la question de commutativité de (2.1) posée ci-dessus est
affirmative, bien entendu non seulement pour la perturbation singuli&re considérée,
mais pour toute perturbation singuliére coercive, la classe de ces perturbations
étant définie par des conditions purement algébriques.

Il va de soi que, généralement la définition des opérateurs Rz (factorisant)
et Sz (réduisant) n'est pas explicite, car, outre des constructions purement
algébriques, elle exige 1'intervention des séries de Von Neuman, (3 savoir d'une
opération de 1'analyse fonctionelle.)

Toutefois, en sacrifiant la commutativité exacte de (2.1) et en la remplagant
par la commutativité approchée modulo des opérateurs de normes petites lorsque
e > 0 , on peut définir des opérateurs R; et Sz en question explicitement, a
savoir en passant uniquement par des constructions de parametrix correspondantes,
quel que soit la perturbation singulidre coercive AF .

Dans le cas considéré on trouve immédiatement la factorisation exacte de

A avec RE 1'opérateur-matrice 3x 2 définit comme suit :
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nU<52D2(q(x>>2+1), m, 0

(2.4) R® = 0 , 1

Tau

— , O
T30

(ce qui a déterminé le choix de 1'exemple considéré).

Ici, outre des opérateurs déja rencontrés en tant que Eléments de A® et A° ,
apparait aussi 1'opérateur du type de Poisson ﬂUke (en 1'occurrence avec

k®* = 0), car il applique les fonctions sur 93U en des fonctions sur U .

Comme conséquence de 1'ellipticité et de la coercivité de Ae, 1'opérateur Rz est
invertible, son inverse S; = (RZ)—l étant un opérateur matriciel 2 x3 du

type de Boutet de Monvel, singuliérement perturbé.

Bien entendu, méme dans le cas simple considéré (avec q(x) > 0 quelconque)
€
e L
définir explicitement un opérateur S2 tel que les diagrammes (2.1) ci-dessus

on ne peut pas donner une formule explicite pour S . Par contre, on peut

soient commutatifs modulo opérateurs de normes petites lorsque € > 0

Soit SE = 0p(l+(q(x))2(e:€)2)-l , 4 savoir

(2.5) ﬂU(sef)(x):=(2€q(x))_1f £(y)exp (~|x-y|/ (eq(x)))dy, x€U ,
U
et soit 1'opé&rateur de Poisson nUE€ ,

(2.6) T E () = I o Dexp(-|xx'|/(eq(x"))), x €U .
x'€3U

. . ~ s € € .
On introduit 1'opérateur réduisant 3 gauche S = Sl comme sult

€ €
aU)s > Ty 0, NU(—E )

LS 0] , 1 , O

ﬂU(l—EEN
(2.7) S

~ € P : -
ol nUO , WU(-E ) sont des opérateurs de Poisson, T,..0 est un opérateur de

oU
trace, 1 et O sont 1l'identité et z&ro, respectivement, dans L(d!S E(BU);ES E(BU))
b b

1 1
et L((ES ) (’3u) ; ESI,E(BU)).

. a2 P . . s . E
Ici apparait également un opérateur singuliérement perturbé g ,

1*s -s/2,¢

dit opérateur de Green singulier (singuli&rement perturbé), la classe de ces
opérateurs sans le petit paramétre ayant &té introduite explicitement par Boutet

de Monvel.
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Soit
(2.8) y = min{1,5/2 - 32} .

Vu (2.6), ona : vy > 0.
On va introduire encore une famille d'espaces we comme suit :

(2.9) W (U)><(BS (3uU) .

e T H(s-00,2,0)),¢ |

Théoréme 2.2. Sous 1'hypothése (1.6) et avec s® défini par (2.5)-(2.7), on a

. . . . € . .
pour la perturbation singuli@re coercive A~ la relation suivante :

(2.10) 50 A% = A%+ (¥ In (14T 0QS

oii la famille d'applications linéaires Q? ,

(2.11) Q? : H ->W

est continue (uniformément par rapport 3 e ).

Idée de la démonstration du Th.2.2.

1. S1 U = R+ et q(x) = q, ,V xE']l-l+ , alors on a la relation exacte : s€oA® = A°

2. 81 q()E€C (R, q(x) = q_ + q¢'(x), q'€S(R, ), alors §° A®- A°

1 . A
0(e” 1n (l+e)') et il en est de méme lorsque R, est remplacé par U .
+

En effet, pour démontrer cela, on utilise la formule de commutation pour les

opérateurs pseudodifférentiels, en l'occurrence, pour fEﬁC:(U), on a :

6 o aE : = Op(+(q®e)D 1 o 0p (1+(q)er)DHeD)E =

I

2 .
Op £ f + ie Op((o e)é (o €)')f + v =
s a x

=a,f+eQf ,

oli oxrd Q€ = (0,2,-1), et Q€ : HS 9-HS_2 Vs uniformément en ¢ ."

2 4 4 o
En outre, on a : (seoae—ao)f = 0(e’D £f), (ae—ao)f = 0(€2D f), >0 , VfGICO(U)~

Remarque 2.3. L'énoncé du Théoréme 2.2 peut étre formulé de fagon équivalente

comme suit :
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Le diagramme

est commutatif modulo une erreur d'ordre O(eY 1n (1+e_1)).

) . S . - 5

En outre, A : H > ! est un isomorphisme (uniformément par rapport & € € [0,60]),
€ €

pourvu que ¢ soit suffisamment petit (en 1'occurence, dans le cas considéré,

€, < © peut étre quelconque, les constantes dans 1'isomorphisme ci-dessus

pouvant dépendre de eo).

Remarque 2.4. En faite, le nombre y dans 1'énoncé du Théoréme 2.2 peut étre choisi

de meilleure fagon, & savoir, y = min{k,5/2—sz} oi k est 1'ordre d'approximation
de A° par A° sur les fonctionsn;ECw(ﬁ). En 1'occurence, y = min{2,5/2—sz}

4 - - L - o0 -~ .
dans le cas considéré, si les données sont C , 4 savoir, on a :

1925 ™ Ewop 0y < o eTenren®
€ *T1°7Y2

VEe c ), ©; et _(3U).

Comme on verra plus tard, on a aussi :
2,,¢e.-1 T
Q%) A% (£,0, 50,1 <c

. - - 3 - o
dans le cas considéré si les données sont C

Remarque 2.5. Si 1/2 < s, < 5/2, sy # 3/2, alors le facteur 1n(1+e_1) dans 1le

2
second membre de (2.10) peut étre supprimé, de sorte que dans ce cas on a :

(2.12) SE . AS = A% 4 ¢ Qf )

ol y = min{1,5/2‘82} et QT : H€ > we est continue uniformément par rapport i
e € [0,e,] (c£.05,6]).

3. APPLICATIONS.

a) Formules asymptotiques dans le cas des données c”

On va supposer que f , wl ,wz ne dépendent pas de ¢ et, de plus, que fGﬁCm(ﬁ).
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Comme conséquence du Théoréme 2.2, on a :

-1 _ ek, ,0,-1_¢

r Q) (A) s,

k2o

~
>
m
A e
!

QE I - (Ao)—l SEAE ,

Z - k . - 5
la série ¥ (Q¥)° &tant convergente (uniformément par rapport i e€ [0,80]
k=0

. L3 1 = 3
avec e suffisamment petit) dans 1'algébre L(H(s),e(U)’ H(s) 8(U)) des

b

(.

opérateurs lin&aires dans H

(s),e

. . - P . ~E .
On introduit 1'opérateur réduisant asymptotiquement S comme sult

1-g€ L€
nU( E WBU), nUO R nU( E7)

HBU 0 s 1 0

(3.1) TE . =

Lemme. Pour tout s = (0,82,83) satisfaisant (1.6) et quelques soient fEﬁCw(ﬁ),
®) 5 9y 5 il existe une constante C qui ne dépend que de f , ©; 5 9y 4 et
s et tel que 1l'on ait :

7/2-s

o.—1 € Ve T, 2
(3.2) I (A™) “(s-S )(f,wl,wz) "(s),e < C(e+e

) .

Preuve. On trouve aisément :
~ T T
(s°-8%) (£,0,,0,))" = @_,0)

(3.3) v = WU(1°E€ﬂ3U) (s*-1f .

On rappelle que s = Op(1+(q(X)eE)2)_l s

de sorte que 1l'on trouve :
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(3.4) ((E-DDHE = e’s" (@) 370 D)

oi 3= d/dx et lo est le prolongement de f par zéro sur R: (Q,Of) (x) =

VXER\U . Ainsi, on a :

(3.5) G5 -Df = 25 ((q(x))2E(x) T 6" (x-x')) +
x'€EdU

F 22 (@GN ET () T 8 (x=x")) + 255 ((q(x)) 2" ()
x'€ExU

Par conséquent, le terme principal \A dans le développement asymptotique de

wE est celui dans le second membre de (3.5), qui contient §&'(x-x")
- 2 € 1 € 1 1 2 1 1

(3.6) vV =g T m (1-E"(x,x")1 )8 (£(x")(q(x"))"¢"(x-x")) =v_ + v

€ . U 2l €s0 €,1

x '€3U
Dans 1l'expression de VoSV, + Vo les deux termes sont localisés
’ b
aux voisinages de 3J3U. Ainsi, on peut écrire (avec T, = WH{+ , T = ﬂam4 ,
F;+x la transformee de Fourier 1nverse et H la transformée de Fourier de ﬂo)
Voo T F€ n (1-E° (x, o) ) s ((q(0)) f(0)6 (X))
b

= £00) (q(0)’¢’n,F,] ((1=ea(0) (1+ia)ee) ') (1+(a()ee)’) e =

= 2a(0) " £(0) (a (o)) %, F, L ((1-q(0) (1+ia(0)e6) ™M ) (1-iq(0ret) "'~ (1+iqx)eE)”

= ew+(2(q(X))2) (q(0)) f(O)F L(a(o) (I+iq(o)et) g (+ig@en)™) =

= 1,eQa() 7 (@(0)°£(0) (a(0)-a (IIF,L ((+ia(e)er) ™ (1+igxrer) ) =

= meax) ¢ (x,x/e),
ol

a(x) = (2xq(x)) " (q(0))£(0) (q(0)-q(x)) € C*(T) ,
et

6Cx10) = pF,, ((1+ia() D) (+ia(0 D) ™)

o == - -~ - . . L] -
¢ €C (Ux ]R+) étant 3 décroissance exponentielle lorsque p + « (uniformément

par rapport i Xx€U).

Ly
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Ici on a utilisé@ les formules
. -1 . -1
Ho(l—lq(x)eg) =0, eq(X)Ho(l+1q(x)€£) =1,

-1 . -1
T, FE+X(1—1q(x)s£) =0 .

On vérifie aisé&ment que

3/2—s2
lea(x) ¢ (X,X/e:)ll(s),e <Ce ,

ce qui prouve que la méme estimation est valable pour v

3/2- 32
! < .
.wEII(S)’E C e

On va noter :

u: = A5 (Ep )" = AN w 0"

de sorte que u_ est la solution du probléme aux limites

(3.7) A%y = (w07 .
€ €
Comme conséquence de (3.3)-(3.5), vz peut étre représenté sous la forme :

2 2 4
w =V _te (q(x))"f"(x) +

1 4 2.2 2

R I (T R R CTC PR R LTCS N

ol v est défini par (3.6) et v(l) est du type '"couche limite'", de la forme :
€
(ry _ 2 o€ > ' ot
Ve = € 1ru(l E ﬂau)s W(x')Y®s(x-x"))
(1) 3/2—s2

avec v ”(s) €<§C € , car le terme principal v, dans le développement

~

asymptotique de W satisfait 3 cette inégalité. De plus, on trouve aisément :

+ v = (260025 7 (40)) £ (0) (exp (-x((eq(0))) ~exp (~x(eq (x))) +

v
€

+ X ek(ak(X)exP(—X((eq(O)))+bk(X)exp(-X((sq(X))).
k>o
(1

Vu le caractére 'couche limite" de v_ et vél) , la solution ug

e du probléme :
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Aou;l) = (Vé+v£]),O)T

s'obtient asymptotiquement en n'utilisant que le calcul symbolique (algébrique)

usuel. Ainsi, on trouve le premier terme dans le développement asymptotique de

o)

en multipliant le terme principal de v + vl contenant exp(-x/(eq(y))) par

€ 2 o _ . € 7/2-s
(eq(y))” oty = 0 et y = x. Ainsi, on trouve :llu€ ||(S) ESZCE 2

D'autre part, il est &vident que pour

u(2) H

s a0 P e 2,00

on a

(2)

[lu 2
€

Il Ce

(s) ,e <

I1 est évident que

(3) o.~-1 , 4 2.2 ~
0 R P CTo e (q(x))zjlof"(x)),o)T: :2 uél),
rvee (D) R . .
vec u_'" ayant le méme comportement asymptotique que u_ "’ ci-dessus.

. . 3 L. . .
Ainsi, u_ vérifie 1'estimation :

11/2-s
13 <C ¢ 2
(S) s E

0, @, e,

ce qui prouve finalement (3.2) pour u_ . . .

On a 1'identité

-1 1 1

@S = w7 gt s v (052 A%

~ ~

€ € € € . ~
En vertu du Lemme, on peut remplacer S et Q par S et Q , respectivement, ou

B =1 - A7 FEAC

(U)

(o]
Comme conséquence du Lemme, on a (sur les données C ) dans H

(s),e

7/2-S
(AO)—ISE - (AO)-1§€ + O(ez + e 2 ).

P E .
Vu que la norme de Q : H(s),e(U) !

(S),E(U))

(s) €(U) est O(EY 1n(l+€_l)), on peut

également écrire (dans H

11/2—32

Pge o ™ 50 4+ 02 ue ).

QE (A%~

Ainsi, on trouve (dans H

(S),S(U))
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-1 o 1

(A) AT + EAHTIFE + 0 (In(14e))?) .

On rappelle que y = min {1,5/2—32} > 0 , car s = (0,82,83) vérifie (1.6).

- o3 €
On va noter par s® 1'opérateur réduit de S ,

wUl, ﬂUO, nUO

S &= T 0 1 O >
et par S? 1'opérateur :
.o T ESFBUI,NUO,HUEE
1 T, 0, 0, 0O ,
de sorte que l'on a :
3¢ =5° - s‘i:

Ainsi, on peut écrire (dans H )
(S)’€

-1 1 1

% - 05(A% 5% + 0P (m1+e ).

WH™ = A7 - () 7TIsE + Qf %) 1

00
Comme conséquence immédiate du Lemme, on trouve (sur les données C et en

mesurant 1'erreur dans H(s),e(U))

7/2-s
Qe _ 68 - (AO)_1(§E—S€)A€ - 0(82+€ 2),

- . e ~e ~ . .
ol, bien entendu, on a désigné par Q 1'opérateur qui s'obtient en remplagant

. € . € €
dans 1l'expression de Q 1'opérateur S  par S
.. ~E P d
Ainsi,en remplagant QE par Q  , on trouve (sur les données C et en mesurant
1'erreur dans H )
(S),E

A7 = a7 7T + U + 0P (e D)

Ici on a utilisé 1'estimation :

€,40."1_.¢ T Y -1 o,-1_.¢ T
105 TS T(E, 0,0 1 (o) o < € MinCire” DIAD T s (£ 0,00 )
a _ y+5/2-s _
= ¢ Vin(i+e DA™ (rES(r £ +9,),00 T () < ce In(l+eh)

1,,2

< CezY(ln(l+e— ))
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Puis, on trouve

68 - (AO)—I(A°¥§5A€) _ GAO)_I(AO-SOAe) +

+ (A°)"sl€AE - (A°)"ls€lA€ + 0,

(e}
car sur les données C on a

-1

A1 (A° - s°A%) = 0(c?)

Finalement, on peut &crire la formule asymptotique suivante (sur les données

0o

c )

1 1 | I}

- - 2
Ig0 SEAS(A%) s 0?1+ ') =

WHT = a7 - w7 ST (T

= w71+ 7T @)% - D s o amare NP

ol 1l'erreur est mesurée dans H(s),s(U)°

Par conséquent, on retrouve immédiatement la formule de Vishik-Lyusternik
sans &tre obligé de passer par la procé&dure itérative algorithmiquement assez
compliquée qui a &té proposée par eux anté@rieurement dans le cas des opérateurs
fortement elliptiques.

En effet, on trouve pour la solution u du probléme aux limites

Aeu€ = (f,ml,wz)T la formule asymptotique suivante :
-1 T -1 T 2 -1,,2

u_ i = AT (E,0,0) = u + (AT ST (£,0,0,) ) + 07 dn(l+e N =
- 2 - -

= o - 7155 P (0(0) D%u®,0,m, D20, + (e (An(1ve NP = u® -

T+ 02 1n(1+e %) = W - @& (r

o.~-1 ¢ 2 o0 2 0 T
(A7) sl(o;)maUD u +p, D"u +w2),0) +

ey

+

0(e?Y(an(1+¢™ N = u® +e¥ T (@) 0, xD)-)"(x')exp (-] xx'| /(cax")
x'€3U

+

O(eZY(ln(l+€-l))2)=u°+€2E€(q(x'))Z(wz(x')+ﬂa p20%) + 0(e2Y (In(1+e 1))%)

U

1'erreur étant mesurée dans H(s) e(U) avec s = (0,82,83) satisfaisant (1.6).
-1_.0 -2

Ici o @ = (Ao) S (f,ml,mz)T est la solution du probléme réduit.
En outre, on a utilisé la formule asymptotique :

- 7/2-s,
(A°) 1('rrU eXp(-X/(eq),O)T = - (qe)szexp(-x/(eq)) + 0(e 2)

1'erreur étant mesurée dans H ).

(s),e
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b) Probléme des valeurs propres.

On considére le probléme des valeurs propres pour la perturbation singuliére

€ .
A ci-dessus :

(3.8) (A5F - AS)u® = (0,0,0)"

ot Tv = (v,0,0)F .

On rappelle que

(3.9) A= (ny (0% (@) D40y ym 1, (DT

oU

le probléme des valeurs propres réduit étant

(3.10) 0°1-A%° = (0,007
avec Iv = (v,O)T et A° = (rUDz,naUt?)T . t? = 1.

Pour tout A n'appartenant pas au spectre de A° et pour Ve €]0,€0] avec
€, suffisamment petit, 1l'opérateur (XTLAE)—I existe et, de plus, on a avec

~ € .
le méme S que cil-dessus :

(3.11) 0t-A5H7' - (Qi)k a1-a%"1 ¢,
k>0

ol

(3.12) ¢ =1- O1-A% "1 sEOT-A%) .

Afin de trouver des formules asymptotiques pour les valeurs propres A& de

€ e . .2 .
A , on va utiliser 1'identité suivante :

ResA<(ATLA€)_l(f,®l,wZ)T,V >

2 =
Res<(A\I-A") (f,wl,wz) sV >

€ . -
de la fonction méromorphe correspondante en

oli Res signifie le résidu en X = )
son pdle A% .

Bien entendu, un choix spécial de (f,wl,wz)T et de v s'impose pour
aboutir 3 une formule asymptotique pour A® , lesquels seront choisis comme
suit :

)T

(3.14) (f,(pl,(p2 = (u?,O,O)T s V= U< uo,u0 > =1

o . o - Y
avec u la fonction propre de A correspondant 3 la valeur propre XA telle

que A" > ° (e>0) et u la fonction propre de 1l'opérateur adjoint a A°
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o
(réalisé en tant qu'opérateur a® Hl(u)ﬂ H2(U) > L2(U)) correspondant 3 la valeur

-0 . S 12~
propre .Bien entendu, dans le cas considéré on a :

(o) — 0 o] O,
A=A ,u =u_, llull 2

L (U)

[
—
.

On utilise de nouveau l'identité :

1 1 1

OT -A5)" = 01-A%" s€+Q§(u-A°)"s€ + (Qi)z(xTLAE)"

et, tout comme dans le cas de formules asymptotiques pour la solution du
3 . T Lo .
probléme aux limites AEuE = (f,wl?mz) , on remplace s® par S® ci-dessus.
En faite, vu que wn,_u =0, on a :

U

3£ °,0,00T = s°@®,0,0) = °,0)7 .

Ainsi, on trouve :

1

l~ve

<(xTLA€)_1(u°,o,0)T,uO> =< WI-A9) '3 uo,u0>-+ < Qi(kI—Ao)_ §€uo,uo>‘+ R

T L WLt

-2 7!

+

< QI QLA OT-AT) W uz + -ee

1

a7+ 97 (xI—A°)'1(§€A€—A°)u°,uO > 4 ... =

= 097+ 09097 e @100, (1A% "H* u s =
o,.-1 o.-2 ~ o, O auo T
= =A) T+ AT < BFAS-AC O~ ab) REREPR

oli les points ... signifient les termes d'ordre plus &levé en puissance de
g et N est la normale unité intérieure en 23U , c'est-3-dire,

o
du /5N

Ici on a utilisé les formules

\]
(—l)X duo/dx , X' € 39U dans le cas considéré.

~EN, (o]
(L -STI)u =0,

et

< 01N EDT, up = <, (OADTHT u > -

1

= (A—AO)_ < (f,(p)T , (uo,ﬂaU(—auo/aN))T >

T & . P —z -1 — , o ¥
cette derniére se démontrent facilement en écrivant u, = (=29 (x-(a) )u0

et en intégrant par partie.



XVIII-16

Puis, on trouve aisément :

. . Ty a®
T (1-E" 1) ,m;0,m;(-E7)
~ U sy
S¢ AS- A° = 0 3U v TaU 1 - (m ao,n 1)T
m , 1, 0 U 3U
o | (-0
ﬂaU
€ O € € € 2 T
= - - E + .
(ﬂU((a a’) naUa E U D™, U 0)
Ainsi, vu que dans le cas considéré (u0 =7 sinrkx) on a : ﬂaU @ =0 ,
Ty DzuO = (0 , on trouve :
~ o, O € € O T
(SEAE A )u = (nU(l-E naU) (a -a’), ﬂBU (O)

Par conséquent, on a :
€,€_ 40, O o T _ €__0, O _ 3 €__0, 0 _
< (A -ADHu , (uo,waU( du /aN)) > = <nU(a a)u sug > =< E WBU(a a)u su >
€ 0, 0 4 2 o
= < my(a’-a)u s u >+ O(e ') = ¢ < s D (q(x)) D u,u >+ 0(3 ) =

= 2092 (@il + o)

car,on vérifie aisément que

€ o, O
< E™m (ae—a Ju u_ >

2 € 2 2.2 o0 _
4U e <E naU(D (q(x)) Du), uo> =

_ o 2 € 2 20 _ 4
= A e <E ﬂBU(D (q(x))u ),uo> =0(e ),
vu que ﬂaUuo =0 .

Maintenant on procéde a4 1l'estimation du reste :

2, ~ -1 o T
ry s =< @Q)70IADT ©,0,007, u > .

En vertu du Lemme, il suffit d'estimer‘?i qui s'obtient de ri
~ ~ -1 o T . . .
Qi par Q¢ et (W\T-A®) (u,0,0)" par son approximation asymptotique

a1-2% w0 = 2971 .

en remplagant

Ainsi, on trouve :
6§u0 = C-01-A%) " 1% (0 T-A%)u® (AI-AO)_IS?((x-ae)uo,O,O)T—(kI—Ao)_l((ae-ao)d),O)

2 -1 2 2.2 T
[}xI—AO) (EsnaUD D u%,0" + 1-A% " (02O 0)5] -t vz v el v

oli on a noté :
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- 2 2.2 T
v = 01-A9 T %Mo),

€ €
(%FI%UL WJO’WF )
0

"su o, o,

I g8 6%y D%q%D%u°,0

T
1 oU )

v = e 21-A%)"

- . - . €
S? étant le méme que ci-dessus, a4 savolr, Sl =

1/2

. € -
Bien encvendu, on a |l v_|| 2 =C et |v] 2 = 0(e ), >0 , vu le caractere

L) S L)

. . 5
"couche limite'" de v

Ainsi, en réitérant, on trouve :

620_54(; 2 __2 _O-]e 2 2.2 4 ¢ 2 T
(Qk) u = QA(E v te Vr) = g {;AI A7) (E naU(D q D (e Vo te Vr))’o) +
- 2 T 4 4 <
+ (AI—AO) 1(D2q2D2(34V€+€ v_),0) ] = ¢ wE o+ E W , ol
s r s r
- 2 2.2 T
w i = =AY % ot
T r
1/2
et, de plus, lwl 2 = 0(e / ), e >0 .
S L)
Par conséquent, on trouve :
¥ o= oM, -0,
de sorte que r; = 0(64) aussi, vu que ?i est le terme principal dans le

comportement asymptotique de r& .
... . - - 2 -2
Ainsi, il vient : < (\T-A%) 1uo,u0> = (-2°) by ez(ko) (-12%)

< (q(x))zuo,uo > +06Y, £50.

Par conséquent, en utilisant 1'identité& ci-dessus pour A&  (exprimé par des
résidus correspondants),on trouve la formule asymptotique suivante :
€ o 2,02 2, o 2 4
A=A+ et () J'U(q(X)) [u”(x)|"dx + 0(e ), ¢ > O .

2
Si q(x) = 9, > alors on a, bien entendu la formule exacte : Ke = xo + ez(qoxo)

¢) Bifurcation.

La méthode de factorisation et de réduction peut &tre utilisée pour étudier
le comportement asymptotique des solutions des perturbations singuliéres
coercives quasi-linéaires au voisinage des points de bifurcation.

Cela va étre illustré en appliquant cette méthode & une perturbation
singuliére coercive du probléme non-linéaire en théorie des barres &lastiques.

Les notations sont les mémes que ci-dessus.
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Soit une perturbation singuliére coercive :

T
(3.15) AT i = (rgatumy L T )T,

ot U = (0,1), a% = ¢ p* 4 p? , t = - p? , iD = d/dx .

Puis soient AE R, a€ Cw(ﬁ), a(x)>0 , V€U donnés.

On va noter

2 1/2
(3.16) N(u,)) : = = ra(x) (1+(Du(x))”)
et soit
T
(3.17) N(u,\): = (nU N(u,\), naU 0, ﬂaU 0) s

o= 5 -
u€ C (U) étant a valeurs réelles et Iu'(x)|< 1.
On considére la perturbation singuliére quasi-linéaire suivante :

€

(3.18) AS(u,0): = A% u + N(u,))

et le probléme aux limites correspondant :

(3.19) A% (u,)) = (f,wl,wz)T .

Soit

0] : = {u€H <r} , v = (0,2,2) .

re (v)’E(U)IHdI(v

)€

Comme la dimension n = 1, le plongement

l,0 =
H(\))’E(U)CC (U), O<ac<1l1/2 ,

est continu (uniformément par rapport 3 e ).
.. . . . s € . . .
Ainsi, la perturbation singuliére A~ est une famille d'applications non-
linéaires continues (uniformément par rapport a e ) de He: = H(v) €(U) x R dans
b

D, ¢ = Hig gy, X T (B0) xT_ 1) (30).

De plus, la différentielle de Fréchet au A® en chaque point

O, € 0r x R, est une perturbation singuliére coercive de H€ dans D€

’
Le probléme réduit

2°@®,0 = 0,07,

22w 2= A% 4 @, 0T
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apparait en théorie non-linéaire des barres &lastiques, uo(x,x) étant la
flexion d'une barre de longueur unité (en point x€ U) sous l'effet d'une
force extérieure constante )\ et a(x) dans (3.16) &étant la rigidité de la
barre. Pour ne pas encombrer 1'exposé&, on va supposer que a(x)=1.

On a (comme conséquence du Théoréme 2.2)

5 AS(0,\) €EISO(H ;D ), WA < A®
u £ [

. ~ S L L€ ‘s
uniformément par rapport 3 e € [O,eo], oli A~ est la premiére valeur propre
de A°

Ainsi, on a également :

5 A%(0,2) € ISO(H 3D ), vr<2°,
u [ €

o . s ) o €
avec ) la premiére valeur propre de A , vu que X < )x , Ve€ [O,eo] avec
€ suffisamment petit (comme cons&quence de la formule asymptotique ci-dessus

pour \% oti il faut poser q(x)

1). (En faite, on a dans le cas considéré,
c'est-a-dire, avec q(x) = 1, la formule : 2E o= 2%+ ez(x°)2). Par conséquent,
au voisinage de chaque point (0,)) € Or % (—w,ko), 1'application A® est un

b

difféomorphisme uniformément par rapport 3 ¢ de ce voisinage sur un voisinage

' ~ o 1O €
Or’€ du zéro dans DE . De plus, (o,A )3 X > u (.,)\)EZH(\)),e

(U) est une
courbe C1 (méme, analytique) en )X . En effet, cela est une conséquence
immédiate du théoréme des fonctions implicites. En passant par la méthode de
réduction, on peut &tudier aisément le comportement de ue(.,x) lorsque ¢ » O
pour chaque ) € (—W,AO) donné et pour A = A(g) > O (e~>0).

En effet, pour ) < AO donné, soit v(e,x,\) = u(e,x,x)—uo(x,x), avec
u et u’ les solutions des problémes perturbé (3.19) et réduit AO(uO,A) = (f,(pl)T

On trouve pour Vv le probléme aux limites suivant :

(3.20) ASv + (AS-R°A%)u® + (N@®+v,\)-N@®,0)) =

T o o T
= (£,0,,0,)" - RA%(W”,0) = (0,0,0)
ol Ty 1, m0
o
R = WBUO, 1
naUO, 0
est 1'opérateur ré&duit de R® (avec q(x) = 1) défini par (2.4) ; en outre

T
RO(E,0)" = (F,0,,007 .

On applique la méthode de Newton pour approcher v .
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On remplace N(uo + v,\) - N(uo,k) par (BuN(uO,A))v en montrant que le
— . 2
reste 0(v2) dans le développement de Taylor (dans CO(U)) est aussi Odlﬁl(v) €)
uniformément en e .

En faite, on peut réécrire (3.20) sous la forme équivalente :
- o T
vi= (3 A% T N, = M@0 = s N v+ RPAT-AT U + (0,0,0,) ),

1'opérateur Or 83 v > P€(V) = 3uA€(uO,A)-l(N(uO+V,X) - N(uo,k) -

H]

o
- auN(u ,)\)V)€Or .

b

étant une application contractante dans Or €C H(v) €(U) pourvu que r soit
bl b

suffisamment petit. Plus précisément, on choisit r = r(g) = re avec r_

. . . . £
suffisamment petit et on montre que 1'application P~ : 0 >0

P d PP r(e),e  r(e),e

ci—-dessus est une apnlication contractante.

On va noter par vo(e,x,x) la solution du probléme linéarisé associé a

(3.20)
(3.21) AS + To N, 0)v, = (o,o,wz)T + (RPA° A5

oli, comme ci-dessus, 1v = (V,O,O)T .

auAE(uO,A) = A% + TauN(uo,A) est une perturbation singuliére coercive, de

sorte que, utilisant la méthode de ré&duction, on trouve aisément une approxima-
tion asymptotique pour (auAe(uo,)\))—l par le méme procédé que ci-dessus,
lorsqu'on cherchait une formule asymptotique pour la solution de la perturbation
singuliére coercive A® introduite au début.

En simplifiant ensuite les formules trouvées explicitement (c'est-a-dire en
négligeant les termes d'ordre plus élevé en puissances de € ), on trouve pour
u(e,x,)A) la formule asymptotique suivante :

2

2
u(e,x,1) = uo(xak) t e {EE(@Z + TTBUD UO) -

o, o -1, 4 o 2 o T 3
- (8uA (u,2)) (Du 0y + HBUD u)'} +0(e)
- 3 _ 0 ,=
ol 0(e”) est mesuré dans C (U).

(U) est, respectivement :

(V) ,e
. D2uo) . 0(E?:/Z) ’

La formule asymptotique dans H

2
U(E,X,)\) = uo(x,)\) + € Eg((pz + 'ﬂ'a

- 3/2
ol 0(e / ) est par rapport 34 la norme

a I la norme Al du
) (v),e ’ I V) ,e
correcteur ¢ Ee(w2 + L Dzuo) étant 0(51/2) .
. 2 2 . o
Si X = X(e) = pe” + 0(e”), alors, utilisant la formule de Taylor par

rapport & X , on trouve pour u(e,x,A(e)) la formule asymptotique suivante :
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2 o € 2 o
€ {pul(X) + E (LD2 * T D uo)

+

u(e,x,A(g)) = uz(x)

= w02 o, + iy 07 DT+ o))

o.-1 o 0,2 1/2,O)T

dans Co(ﬁ), avec uz A (f;wl)T . u? = (A )—l(ug(1+(Duo) )

o 2 T - P €
ot A = (WUD o U1) est 1'opérateur réduit de A~ .
. g A , - . . €
Maintenant, on va considérer le phénoméne de bifurcation pour A

On va noter

€ . _ A€ _ % _ €_ n2.\T
(3.22) Ax : = A AL = (ﬂU(a x),naul, naU( D))

o _ .
et par AA 1'opérateur réduit correspondant.

. €
soit %€ Spectre (Ao), a savoir, dim ker A;o =1, et soit A€ Spectre (A7)

tel que AE -> xo(g—>0). (Dans le cas considéré avec q(x) = 1, a(x) = 1,
la formule asymptotique ci-dessus A= 2% 52 xl + 0(54) devient une formule
2 1 1 2
exacte : A% = XO + ¢ )\ avec ) = (AO) ) .

On considére le probléme :
€ T
(3.23) A" (u,x) = (0,0,0)

o A > A (pour A < A€ et tout ¢ suffisamment petit (3.23) ne posséde que la
solution triviale u = 0, comme conséquence du théoréme des fonctions implicites).
Soit © la fonction propre de A® correspondant 3 la valeur propre .
On applique la méthode de Liapounov-Schmidt pour trouver 1'équation de
bifurcation correspondante.

On a le

Lemme. En chaque point (ws,ke) 1'équation de bifurcation pour AE(u,x) (avec

a(x) = 1) est de la forme :
2 2 2
(3.24) 0+ S0 e, 5 - %) =0
ol
2 2
(3.25) c, =< {@O| , |D@o| >
avec ¢ € Ker AO ROR(! =]
o) >\o o) LZ(U)

Idée de la démonstration.

1° La méthode de Lapounov-Schmidt appliquée au voisinage des points de bifurcation
consiste en ré&duction de 1'équation au départ (au moyen des opérateurs de

projection spécialement choisis) 3 un syst@me d'équations comprenant un sous-
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systéme (non-lindaire) de k &quations pour k paramétres inconnus (k est

la multiplicité de la valeur propre de l'opérateur linéarisé correspondant)

et une équation (non-lindaire) sur une variété de dimension infinie & laquelle
le théoréme des fonctions implicites peut &tre appliquée. Le sous-systéme de
dimension fini est dit aussi éqﬁation de bifurcation. La bifurcation est simple,
ou celle de Hopf, si la multiplicité k = 1, ce qui est la cas pour la valeur

propre \° de 1'opérateur A% .

2°. Lorsque p =\ - AE > 0 , la composante de la solution appartenant a la
variété de dimension infinie ol la différentielle de 1'opérateur au départ
est invertible, est d'ordre plus élevé en puissance de u , que la partie,

définie par 1'équation de bifurcation.

3°. Ainsi, dans le cas considéré on cherche u , solution de (3.23) avec > AE,
sous la forme : u = Ewe + termes d'ordre plus élevé. En substituant u = gme
dans (3.23), en utilisant le développement de Taylor pour Ae(gws,xe+u) avec

£ >0, y~>0, et prenant la projection du terme principal dans ce développement
sur ms , on trouve 1'équation de bifurcation en imposant la condition que cette

projection doive s'annuler. Cela conduit 3 1'équation (3.24). =

. 2 .
Corollaire. En supposant que )\ - ke = ue p(l«)(l)) avec certalnes constantes
u >0, p>2, 1'équation Ae(u,k) = (0,0,0)T possé&de deux solutions non-triviales

u, dont le comportement asymptotique est comme suit :

/

(3.26)  u (e,m(e) = = P2/ (%) P1-eA% 20, 0 + 0 ®P), eo0

~ . o s -~ 0 ~
ol @ est la fonction propre de A~ associée 3 la valeur propre )\ , et ol

2+
o(e p) est dans la norme | .|

c® (@)
D'autre part, si A - zE = u€2p(1+0(1)) avec 0<p<2 , yu > 0 , alors
(3.26) devient :
P o 1/2 P
(3.27) ut(e,x,x(e)) =t g (2u/(x CO)) ¢5(X) +o(e), €0

~ . . o
et on trouve pour u, le méme comportement asymptotique que celui des ui(x,k),

solutions petites du probléme réduit Ao(ui,A) = (O,O)I, lorsque A-22 > + 0.
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Conclusion. Le tableau de bifurcation pour les problémes elliptiques quasi-
linéaires avec un paramétre de bifurcation X est stable par rapport aux perturba-

tions singuliéres coercives de ces problémes.

Remarque. Le tableau de bifurcation peut changer radicalement, si la perturbation

singulidre n'est pas elliptique, comme le montre 1'exemple suivant
2 2 2..T
A®(u,2) = (my(-e p*+p )5yl T (=D7)) "utN (u,n) .

. . . -1 . . .
En effet, dans ce cas il y a un nombre fini (~¢ ) de points de bifurcation
sur la demi-droite A = O et un nombre infini de ces points sur la demi-droite

A <0, V¥Ve>O0 donné.

II. PERTURBATIONS SINGULIERES DES OPERATEURS HYPERBOLIQUES.
On commence par un exemple simple, celui de perturbations singuliéres de

1'opérateur P(Dx) =D + Dx . Soient deux perturbations singuliéres

Xo 1
P (¢,D ) =D_ + D_ (I ie?D ) de P(D_), lesquelles sont des opérateurs du type
+ X X X 3 X

de Petrovski (le probléme de Cauchy est bien posé& pour X Z 0) pour Ve =0 .

Le support singulier de la solution élémentaire du probléme de Cauchy pour
P(DX) (avec X en tant que variable temporelle) &tant la caractéristique
{x02=0, X = xl} , on trouve aisément que le support singulier des solutions
élémentaires correspondantes EX pour P:t sont, respectivement, les ensembles
vt o= {x0>=0, i(xl-xo)>=0} . Apparemment, de ce point de vue il n'y a pas

beaucoup de différence entre P et P_

D'autre part, on trouve les bicaractéristiques de P:t
+ 2.2 t t
x2(t) = t(1,183e°E)) + x2(0), £5(6) = (£,E,)

Ainsi, les bicaractéristiques (xZ(t),g
tiques x_(t) = t(1,1) + x,(0), £,(t)

changeant pas la direction du mouvement le long des bicaractéristiques, tandis
1

(t)) sont difféomorphes aux bicaractéris-

o +

(go,g]) de P, ce difféomorphisme ne

que pour (x;(t), E;(t)) cette direction devient opposée pour |£1|> (/?E)—
La différence entre les deux perturbations devient encore plus &vidente, lorsqu'on
considére le probléme mixte pour P dans 1'angle {xo> O,x1>-0}
P(Dx)uO =0, uo(O,xl) =0, uo(xo,O) = u(xo)E CZ(IS_), et le probléme mixte
correspondant pour Pt

Soit d'abord le probléme mixte pour P_ dont la solution est notée par u

+

4  étant une solution de

et sa transformée de Fourier en x_ est notée par G+ , 0
o
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. . . o < 2 A~
1'équation singulidrement perturbée (e Di + Dx + go)u+ = 0, xl> 0 , laquelle
1 1
vérifie la condition de 1'ellipticité avec le petit paramétre, V Imgo <0
. e s 2.3 - .
donné. De plus, 1'équation caractéristique ¢ A~ +X + Eo = 0 posséde deux racilnes

. -1
Ak(e,go) telles que Imkk:>0, Ve > 0, VIm£o< 0] (Alﬁa—go » A,~ie ~ pour

e > 0 et Vgo donné). Ainsi deux conditions aux limites doivent &tre imposées

en x, = 0, 1'une d'elle &tant celle au départ : Woﬁ = ﬁ(go) et 1'autre se

1 +
- . . . 2.3 .
trouvant A partir de 1'équation pour u, et pour u : € Dx =0, la

1
. . . s €
perturbation singulidre A+(£O),

€ _ 2.3 2 2.3 . T
(1.1) A+(EO) = (ﬂ+(€ Dxl+ DXl + Eo),nol, T, € DXI)

étant coercive vgo , Imgoséo donné. De plus, les singularitées de ﬁ+ sont

du type "couche limite" en x, = O, vgo , Im§o<§O donné. Par contre pour P_

1

le probléme mixte dans 1'angle {xo:>0,x >0} n'est pas bien posé (uniformément

1
par rapport & ¢ ), car 1'équation caractéristique correspondante

-62A3+A+£0 = 0 pour VEOEﬁR ,27EZE§ < 4 posséde trois racines réelles, lesquelles

. o . . _ . 2.3 ~
donnent naissance . 3 des solutions oscillantes de 1'équation (-¢ DX +Dx +go)u_=0
1

1
lorsque e-0, les singularitées de (_ étant portées par R, = {xl>=0}

Ainsi, il est nécessaire de caractériser algébriquement les perturbations
singulidres des opérateurs hyperboliques.
Soit un syst@&me hyperbolique du premier ordre 3 symbole principal

g + X a (x)E, , a (x) 8tant des matrices px p, et soit son perturbation
o k k k
I<k<sn

singuliére & symbole principal Oy s

(1.2) c = ¥ a (x,eg")g
o<ksn k k

ol £ = (go,g'), ak(x,n') sont des matrices pxp , ao(x,n') étant positive
n

PR x|
définie, V(x,n')E]Rn+ xR, ao(x,o) =1, ak(x,o) = ak(x), I<k<n .

De plus, on suppose que a, sont des symboles d'ordre vectoriel (0,0,v) et

k
que les valeurs propres de ao(x,n') sont des symboles d'ordre (0,0, vj),
I<j<p comme introduit ci-dessus.

La perturbation singuliére (1.2) est dite elliptique - hyperbolique

si les racines Aj(x,e,i') de 1'équation :

det oo(x,e,A ,E£') =0
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1

. . n+
sont toutes réelles et distinctes, V(x,e,g')E'R: x R x CRP\{O}) et, de plus,

s'il existe une constante C>0 et des constantes uj€'R , ISjJ<p telles que
-1 Y M3
C l€'l<€£'> < !)\j(x,e,gv)l < C |£'|<‘ eE' >

Outre 1'exemple ci-dessus, aussi le systéme suivant (syst@me linéarisé de

Boussinesq)

D _n+D (uon) + D ((h0+n0(X))u)= 0
o 1 1
e,
D (1 + ——-(er ) Ju + D_ (uou) + D (gn) =0
o 2 1 1 1

avec u_,n_, h , g donnés, fournit un exemple d'une telle perturbation. En effet,

o
les racines en question Aj , J =1,2, sont : XA, = uj(x,€£1)£1 , ol
_1/

0<C -§pl<§C , ul(x,o) =u + Vg(h0+n0‘, 0< C_l < e£l> < h;

I<C < ggl>_2

s .. 2
pz(x,o) =u Vg(ho+no) a condition que u, - g(h0+no) #0 .
Le systéme de Boussinesq en théorie des ondes non-linéaires est de la forme :
+ =
9.M Bx((h0+n)U) 0
| 2 2
- — + 2 =
(1 3 ho(e:BX) )Btu ax(u /2 + gn) =0

ol e,g, hO sont donnés, u &tant la vitesse de la propagation des ondes sur la
surface libre (inconnue) n et € étant un petit paramétre, les caractéristiques

du systéme réduit xi(t) 8tant solutions de ki(t) = uth(ho+n).
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